V. G. Osmolovskiæ

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI V ZADAQAH O FAZOVYH PEREHODAH V MEHANIKE SPLOXNO` SREDY

§1. Vvedenie

V fftoæ rabote prodolßaetsØ izuqenie variacionnyh zadaq o fazovyh perehodah v mehanike sploxnyh sred, naqatoe v [1–6]. Zdes~ my rassmatrivaem zadaqu s plotnostØmi ffnergii iz [5], sootvetstvu¸wu¸ klassiqeskoæ uprugoæ srede, nahodØweæsØ v odnoparametriqeskom silovom pole. Fazy otliqa¸tsØ drug ot druga lix~ tem, qto na odnu iz nih dveæstvuet vnexnee silovoe pole, a na drugu¸ – net. Predlagaemye metody da¸t vozmoßnost~ issledovat~ i bolee obwie plotnosti ffnergii. Vybor ukazannyh vyxe plotnosteæ sdelan radi sokraweniØ vykladok.

Napomnim postanovku zadaqi Pust~ Ω ⊂ R^m, m ¿ 2 – ograniqennaØ oblast~ s lipxicevoæ graniceæ, M ∈ R^{m×m}, u ∈ R^m. Zadadim ograniqennye izmerimye funkcii a_{ij,kl}(x), x ∈ Ω, i, j, k, l =

1, . . . , m, udovletvorØ¸wie usloviØm simmetrii a_{ij,kl}(x) = a_{kl,kj}(x) = a_{ji,kl}(x) = a_{ij,lk}(x), x ∈ Ω i uslovi¸ poloßitel~noæ opredelennosti a_{ij,kl}(x)ξ_{ij}ξ_{kl} ¿ νξ_{ij}ξ_{ij} , ν > 0 spravedlivomu dlØ vseh simmetriqnyh matric ξ. Fiksiruem silovoe pole – vektor-funkci¸

f(x) = (f^1(x), . . . , f^m(x)), f ∈ L_2(Ω, R^m).

Opredelim plotnosti ffnergii deformacii F^±(M, u, x, τ ) raven-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke grantov INTAS, No. 94-1376, RFFI 96-91-00790 i Roskomvuza RF po vysxemu obrazovani¸. 169

170 V. G. OSMOLOVSKI` stvom F^+(M, u, x) = a_{ij,kl}(x)ξ_{ij} ξ_{kl} − 2τ f^i(x)u^i, F^−(M, u, x) = a_{ij,kl}(x)ξ_{ij} ξ_{kl}, ξ = 1 2 (M + M^∗).

(1.1)

V fftom sluqae funkcional ffnergii imeet vid I[u, χ, τ ] = = ∫ Ω [a_{ij,kl}(x)u^i_{xj} (x)u^k_{x1} (x) − 2τ f^i(x)u^i(x)χ(x)]dx + σ ∫ Ω |D_χ |, χ ∈ BV (Ω) – harakteristiqeskaØ funkciØ,

u ∈^∘W^1_2(Ω, R^m), τ ∈ R^1, σ > 0.

(1.2)

Netrudno videt~, qto plotnosti (1.1) udovletvorØ¸t vsem usloviØm teoremy suwestovaniØ iz [2]. Pofftomu pri kaßdom τ funkcional (1.2) dostigaet svoego minimal~nogo znaqeniØ.

V fftoæ rabote opredelØetsØ mnoßestvo znaqeniæ parametra τ , pri kotoryh regulØrnaØ kritiqeskaØ toqka ØvlØetsØ lokal~nym minimumom funkcionala ffnergii otnositel~no malyh gladkih vozmuweniæ, i mnoßestvo znaqeniæ parametra, v kotorom ffto svoæstvo terØetsØ. IssleduetsØ zadaqa o bifurkacii granicy razdela faz pri pereseqenii parametrom τ granicy, razdelØ- ¸weæ ffti mnoßestva. Pod regulØrnoæ kritiqeskoæ toqkoæ dlØ funkcionala (1.2) budem ponimat~ dostatoqno gladkoe rexenie uravneniØ ravnovesiØ dlØ fftogo funkcionala. DlØ prostoty vykladok my ograniqimsØ takim rexeniem, kotoroe ne zavisit Øvno ot τ .

V §2 privodØtsØ vspomogatel~nye postroeniØ, pozvolØ¸wie v §3 provar~irovat~ funkcionaly ffnergii, poluqiv uravneniØ ravnovesiØ i postroit~ rexenie û, χ̂ fftogo uravneniØ, ne zavisØwee Øvno ot τ . V §4 stroitsØ special~noe semeæstvo diffeomorfizmov oblasti Ω, pozvolØ¸wee v §5 izuqit~ ustoæqivost~ rexeniØ û, χ̂ pri izmenenii parametra τ , a v §6 opredelit~ bifurkacionnye znaqeniØ parametra τ . V §7 sobrany bibliografiqeskie zameqaniØ.

§2. Vspomogatel~nye postroeniØ

Naqnem s opisaniØ mnoßestva vseh dostatoqno gladkih dif-

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI 171 feomorfizmov oblasti Ω, leßawih v nekotoroæ maloæ okrestnosti toßdestvennogo. �to opisanie baziruetsØ na rØde fflementarnyh faktov (sformulirovannyh v vide lemm) i teoreme o ne- Øvnyh funkciØh.

Lemma 2.1. Pust~ otobraßenie f : R^m → R^m ØvlØetsØ gomeo-

morfizmom. Togda dlØ proizvol~noæ oblasti Ω ⊂ R^m mnoßestvo f(Ω) ØvlØetsØ oblast~¸, priqem f(Ω̄) = f(Ω) i ∂f(Ω) = f(∂Ω).

Pri nekotoryh (byt~ moßet qrezmernyh) ograniqeniØh legko ustanavlivaetsØ sledu¸wiæ rezul~tat.

Lemma 2.2. Pust~ f : R^m → R^m – gomeomorfizm prostranstva

R^m, a Ω ⊂ R^m – ograniqennaØ oblast~, dlØ kotoroæ mnoßestvo R^m\Ω̄ svØzno. Pust~ Ω ∩ f(Ω) ≠ ∅ i f(∂Ω) ⊂ ∂Ω. Togda f(∂Ω) = ∂Ω i f(Ω) = Ω.

Rassmotrim otobraßenie R^m → R^m vida y = f(x) = x + h(x), x ∈ R^m, h ∈ C^k(R^m, R^m), ‖h‖_Ck < δ, (2.1) gde k – natural~noe. Budem govorit~, qto otobraßenie (2.1) osuwestvlØet diffeomorfizm prostranstva R^m, esli f vzaimoodnoznaqno, a f^{−1} – k-raz nepreryvno differenciruemo.

Lemma 2.3. Pri dostatoqno malom δ otobraßenie (2.1) osuwe-

stvlØet diffeomorfizm prostranstva R^m.

Do sih por my imeli delo s otobraßeniØmi prostranstva R^m. ZaæmemsØ teper~ diffeomorfizmami oblasti Ω ⊂ R^m pri sledu¸wih ograniqeniØh

Ω ⊂ R^m – ograniqennaØ oblast~,

R^m\Ω̄ – svØznoe mnoßestvo,

∂Ω ∈ C^{l+k}, l ¿ 1, k ¿ 1 – celye.

(2.2)

Tak kak k + l ¿ 2, to suwestvuet funkciØ d(x), x ∈ R^m, d ∈

C^{k+l}(R^m), sovpada¸waØ v maloæ okrestnosti ∂Ω s rasstoØniem

ot toqki x ∈ R^m do ∂Ω, vzØtym so znakom +, esli x ∈ R^m\Ω i znakom − – pri x ∈ Ω. Zametim, qto ∇d(x) = n(x), x ∈ ∂Ω, gde n(x) – pole ediniqnyh normaleæ k ∂Ω, vnexnee po otnoxeni¸ k Ω.

172 V. G. OSMOLOVSKI`

Rassmotrim otobraßeniØ y = f(x) = x + h(x), x ∈ Ω̄, h ∈ C^k(Ω̄, R^m), ‖h‖_Ck < δ. (2.3) Budem govorit~, qto otobraßenie (2.3) osuwestvlØet diffeomorfizm oblasti Ω, esli f vzaimoodnoznaqno, f(Ω) = Ω, f(∂Ω)

= ∂Ω i f^{−1} ∈ C^k(Ω̄, R^m).

Lemma 2.4. Pust~ oblast~ Ω udovletvorØet usloviØm (2.2). To-

gda pri dostatoqno malom δ otobraßenie (2.3) budet diffeomorfizmom oblasti Ω v tom i tol~ko tom sluqae, esli

d (f(x)) = 0 pri x ∈ ∂Ω. (2.4)

Dokazatel~stvo. Esli f – diffeomorfizm oblasti Ω, to po

opredeleni¸ f(∂Ω) = ∂Ω, pofftomu d(f(x)) ≡ 0 na ∂Ω. Takim obrazom, v dokazatel~stve nußdaetsØ lix~ obratnoe utverßdenie.

Pust~ qislo R takovo, qto oblast~ Ω ØvlØetsØ strogo vnutrenneæ podoblast~¸ xara B_R(0). Oboznaqim qerez Π¯_Ω ograniqennyæ operator prodolßeniØ

Π¯_Ω : C^k(Ω̄, R^m) → C^k(R^m, R^m),

(Π¯_{Ωh}) (x) = h(x) pri x ∈ Ω̄, supp (Π¯_Ωh) ⊂ B_R(0).

(2.5)

Pust~ f̂ (x) = x + ĥ(x), ĥ(x) = (Π¯_Ωh) (x), gde h ∈ C^k(Ω̄, R^m), ‖h‖_Ck < δ. Po lemme 2.3 pri dostatoqno malom δ otobraßenie f̂ budet diffeomorfizmom prostranstva R^m. Poskol~ku f̂(x) ≡ f(x) na Ω̄, to dlØ dokazatel~stva lemmy 2.4 ostalos~ ustanovit~, qto f̂ udovletvorØet usloviØm lemmy 2.2: Ω ∩ f̂(Ω) ≠ ∅ i f̂ (∂Ω) ⊂ ∂Ω. Pervoe iz fftih usloviæ zavedomo vypolnØetsØ pri dostatoqno malom δ, a vtoroe sleduet iz (2.4). •

DlØ opisaniØ vseh diffeomorfizmov vida (2.3) nam potrebuetsØ lemma 2.4 i teorema o neØvnyh funkciØh v banahovom prostranstve. Privedem ee formulirovku.

Teorema o neØvnyh funkciØh. Pust~ X, Y , Z – tri banahovyh

prostranstva, U ⊂ X × Y – otkrytoe mnoßestvo, soderßawee toqku {0, 0}. Pust~ F : U → Z – l-raz nepreryvno differenciruemoe otobraßenie, priqem F [0, 0] = 0, a operator F_y[0, 0] osuwestvlØet izomorfizm prostranstva Y i Z. Togda pri dostatoqno malyh poloßitel~nyh ρ i δ mnoßestvo vseh rexeniæ zadaqi F [x, y] = 0, ‖x‖ 6 ρ, ‖y‖ 6 δ

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI 173

zadaetsØ ravenstvom y = u(x), gde u – l-raz nepreryvno differenciruemoe otobraßenie xara radiusa ρ prostranstva X v xar radiusa δ prostranstva Y , udovletvorØ¸wee uslovi¸ u[0] = 0. DlØ proizvodnoæ u^′[0] spravedliva formula u^′[0] = −F^{−1}_y [0, 0]F_x[0, 0].

Odnim iz priloßeniæ fftoæ teoremy ØvlØetsØ zadaqa o lokal~nom opisanii mnoßestva vseh rexeniæ nelineænogo uravneniØ pri nekotoryh dopolnitel~nyh ograniqeniØh. Pust~ U – nekotoraØ okrestnost~ nulØ banahova prostranstva H, Φ : U → Z – l-raz nepreryvno differenciruemoe otobraßenie okrestnosti U v banahovo prostranstvo Z, priqem Φ[0] = 0, operator Φ^′[0] imeet netrivial~noe Ødro N

N = { h ∈ H : Φ^′[0]h = 0 },

a ego obraz sovpadaet s prostranstvom Z. Predpoloßim, qto prostranstvo H raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu zamknutyh podprostranstv H = N ˙+N^′. Rassmotrim zadaqu

Φ[h] = 0, h ∈ U (2.6)

v dostatoqno maloæ okrestnosti U . Zapixim fftu zadaqu v vide F [g, v] ≡ Φ[h] = 0, h = g + v, h ∈ U, g ∈ N, v ∈ N^′ i, primenØØ k neæ teoremu o neØvnyh funkciØh, pridem k vyvodu, qto mnoßestvo vseh rexeniæ zadaqi (2.6) imeet vid h = g + R[g], g ∈ N, ‖g‖ 6 δ, (2.7) gde R – l-raz nepreryvno differenciruemoe otobraßenie δ-ok-restnosti nulØ prostranstva N v prostranstvo N^′, priqem

R[0] = 0, R^′[0] = 0. (2.8)

S pomow~¸ lemmy 2.4 i teoremy o neØvnyh funkciØh legko poluqit~ sledu¸wiæ rezul~tat.

174 V. G. OSMOLOVSKI`

Lemma 2.5. Pri dostatoqno malom δ mnoßestvo vseh otobra-

ßeniæ iz (2.3), osuwestvlØ¸wih diffeomorfizm oblasti Ω, predstavimo v vide

y = f(x) = x + g(x) + R[g](x), x ∈ Ω̄, (2.11)

gde g – proizvol~nyæ fflement iz maloæ okrestnosti nulØ prostranstva g ∈ C^k(ω̄, R^m), (g, n) | ∂ω = 0, (2.12)

a R – l-raz nepreryvno differenciruemoe otobraßenie fftoæ okrestnosti v prostranstvo H, dlØ kotorogo vypolnØ¸tsØ usloviØ (2.8).

Napomnim teper~ formulu integrirovaniØ po qastØm na poverhnosti. Pust~ ograniqennaØ oblast~ Ω̂ ⊂ R^m, ∂Ω̂ ∈ C^2, n(x),

x ∈ ∂Ω̂ – pole ediniqnoæ vnexneæ normali. Qerez n̂(x), x ∈ R^m

budem oboznaqat~ nepreryvno differenciruemoe vektornoe pole, sovpada¸wee s vnexneæ normal~¸ pri x ∈ ∂Ω̂. Vvedem operator

δ_i = ∂ ∂x_i − n̂_i(x)n̂_j (x) ∂ ∂x_j . (2.13)

DlØ nepreryvno differenciruemoæ funkcii g(x), x ∈ R^m vektor δg(x) = (δ_1g(x), . . . , δ_mg(x)) pri x ∈ ∂Ω̂ ØvlØetsØ kasatel~noæ k ∂Ω̂ sostavlØ¸weæ komponentoæ ∇g(x). Zametim, qto δg(x), x ∈ ∂Ω̂ zavisit lix~ ot ∂Ω̂ i znaqeniØ funkcii g(x) na ∂Ω̂.

Pust~ Σ ⊂ ∂Ω̂ – otkrytoe svØznoe mnoßestvo s ∂Σ ∈ C^1. Oboznaqim qerez t(x), x ∈ ∂Σ ediniqnoe pole vnexnih po otnoxeni¸ k Σ normaleæ k ∂Σ, leßawih pri kaßdom x v kasatel~noæ ploskosti k ∂Ω̂. �lement plowadi Σ i ∂Σ budem oboznaqat~ qerez

dS_{m−1} i dS_{m−2} sootvetstvenno.

Lemma 2.6. DlØ l¸boæ funkcii h ∈ C^1(R^m, R^m) spravedlivo ra-

venstvo ∫ Σ δ_ih^i dS_{m−1} = ∫ ∂Σ h^it^i dS_{m−2} − ∫ Σ (H)(δ_j n^j) dS_{m−1}. (2.14)

Veliqina H = −δ_j n^j nazyvaetsØ sredneæ kriviznoæ poverhnosti Σ. Zametim, qto pri m = 2 integral po ∂Σ prevrawaetsØ

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI 175 v podstanovku. �tot fakt avtomatiqeski uqityvaetsØ vo vseh dal~neæxih vykladkah.

Pust~ χ̂ – harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva Ω ∩ Ω̂, a y =

y(x) – diffeomorfizm oblasti Ω. Pust~ χ̃(y) = χ̂(x(y)), gde x = x(y) – diffeomorfizm obratnyæ k y(x).

Lemma 2.7. Spravedlivo sledu¸wee ravenstvo ∫ Ω |Dχ̃| − ∫ Ω |Dχ̂| = ∫ Σ [ det ẏ(x) | ẏ^{∗−1}(x)n(x) | − 1 ] dS. (1.13)

gde Σ = ∂Ω̂ ∩ Ω.

§3 UravneniØ ravnovesiØ Rassmotrim funkcional ffnergii dvufazovoæ sredy s plotnostØmi ffnergii (1.1). Kofffficienty a_{ij,kl}(x) i pole f(x) predpolaga¸tsØ nepreryvno differenciruemymi v Ω̄, a oblast~ Ω – udovletvorØ¸weæ usloviØm (2.2) s k = 2, l = 1.

Pust~ û, χ̂ – sostoØnie ravnovesiØ funkcionala (1.2) pri fiksirovannom τ . Sdelaem rØd predpoloßeniæ otnositel~no funkcii χ̂. Predpoloßim suwestvovanie takoæ ograniqennoæ oblasti

Ω̂ ⊂ Rm (vozmoßno i pustoæ), qto

∂Ω̂ ∈ C^2, supp χ̂ = Ω ∩ ^̄Ω,

a granica razdela faz Σ = ∂Ω̂ ∩ Ω ØvlØetsØ svØznym mnoßestvom s (m − 2)-mernoæ graniceæ ∂Σ = ∂Ω ∩ ∂Ω̂ klassa C^1.

Teorema 1.1. Pri sdelannyh vyxe predpoloßeniØh

û ∈ W^2_q (Ω, R^m) ∩^∘W^1_2(Ω, R^m) (3.1)

s l¸bym q ∈ [1, ∞) i ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ Lû = τ χ̂f, û | ∂Ω = 0,

(Lû)^k = − ∂ ∂x_l ( a_{ij,kl}(x) ∂û^i(x) ∂x_j ) , k = 1, . . ., m. (3.2)

Na granice razdela faz Σ vypolnØetsØ uslovie

−2τ f^i(x)û^i(x) = σH(x), x ∈ Σ, (3.3)

176 V. G. OSMOLOVSKI`

gde H(x) – srednØØ krivizna ∂Ω̂, sosqitannaØ po pol¸ vnexneæ k ∂Ω̂ normali. Esli Σ ∩ ∂Ω ≠ ∅ i (m − 2)-mernaØ plowad~ mnoßestva ∂Σ ∩ ∂Ω poloßitel~na, to

Σ peresekaet ∂Ω pod prØmym uglom. (3.4)

Dokazatel~stvo. Var~iruØ snaqala funkcional (1.2) tol~ko po

u, pridem k vyvodu, qto û ∈^∘W^1_2(Ω, R^m) – obobwennoe rexenie zadaqi (3.2). Iz fflliptiqnosti fftoæ zadaqi, ukazannoæ gladkosti kofffficientov a_{ij,kl}, funkcii f i granicy oblasti Ω sleduet (3.1). Togda (3.2) vypolnØetsØ v klassiqeskom smysle.

Provar~iruem teper~ funkcional ffnergii po χ. Pust~ χ(y) =

χ̂(x(y)), gde y = y(x) – otobraßenie iz lemmy 2.5, v kotorom funk-

ciØ g(x) zamenena na tg(x), |t| 6 1, t ∈ R^1. VvodØ oboznaqenie

P (x) = τ f^i(x)û^i(x), poluqim ∫ Ω χ̂(x(y))P (y) dy = ∫ Ω χ̂(x)P (y(x)) det ẏ(x) dx =

= ∫ Ω∩Ω̂ P (y(x)) det ẏ(x) dx. Togda d dt ∫ Ω χ̂(x(y))P (y) dy = ∫ Ω∩Ω̂ div (P (x)g(x)) dx. ProizvodØ integrirovanie po qastØm i uqityvaØ ravenstvo

P (x) = 0 pri x ∈ ∂Ω, poluqim pri Σ ≠ ∅ d dt ∫ Ω χ̂(x(y))P (y) dy = ∫ Σ P (x)g^i(x)n^i(x) dS, gde n(x) – pole ediniqnoæ vnexneæ normali k ∂Ω̂.

DlØ variacii perimetra nositelØ funkcii χ̂(x(y)) vospol~zuemsØ formuloæ (1.13). Togda ravenstvo nul¸ variacii funkcionala (1.2) po χ privodit pri Σ ≠ ∅ k sootnoxeni¸ 0 = ∫ Σ { τ f^i(x)û^i(x) + σH(x) } n^j (x)g^j(x) dS_{m−1}−

− ∫ ∂Σ g^i(x)t^i(x) dS_{m−2},

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI 177 gde n(x) – pole ediniqnoæ vnexneæ normali k ∂Ω̂, t(x) – pole ediniqnoæ vnexneæ normali k ∂Σ, leßaweæ v kasatel~noæ ploskosti k ∂Ω̂, a g(x) – proizvol~naØ funkciØ iz C^2(Ω̄, R^m) s nulevoæ normal~noæ komponentoæ na ∂Ω.

Pol~zuØs~ proizvolom funkcii g(x) i poslednim ravenstvom, zaverxim dokazatel~stvo teoremy. •

Nas budut interesovat~ dopolnitel~nye ograniqeniØ na Ω̂ i f, pri vypolnenii kotoryh nekotoraØ para funkciæ û, χ̂ budet udovletvorØt~ usloviØm (3.1)–(3.5) pri vseh τ ∈ R^1. V kaqestve takih ograniqeniæ zavedomo podhodØt sledu¸wie

Σ = ∂Ω̂ ∩ Ω ≠ ∅,

H(x) = 0, f(x) = 0, pri x ∈ Σ,

∂Ω̂ peresekaet ∂Ω pod prØmym uglom.

(3.6)

V fftom sluqae para

χ̂ – harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva Ω̂ ∩ Ω

û(x) – rexenie zadaqi (3.2)

(3.7)

udovletvorØet usloviØm (3.1)–(3.4) pri vseh τ .

Cel~ dannoæ glavy – naæti znaqeniØ parametra τ , pri kotoryh ot rexeniØ (3.7) zadaqi (3.1)–(3.4) otvetvlØetsØ otliqnoe ot nego rexenie fftoæ zadaqi.

§4. Deformacii vdol~ normali

Pust~ Ω i Ω̂ – ograniqennye oblasti v R^m, udovletvorØ¸wie sledu¸wim usloviØm

a) ∂Ω ∈ C^{l+k+1}, ∂Ω̂ ∈ C^{l+k+1}, k ¿ 1, l ¿ 0 – celye, b) Σ = ∂Ω̂ ∩ Ω ≠ ∅ otkrytoe svØznoe mnoßestvo, ∂Σ =

∂Ω̂ ∩ ∂Ω ≠ ∅ i sostoit iz koneqnogo qisla komponent svØz-

nosti, kaßdaØ iz kotoryh ØvlØetsØ (m − 2)-mernym mnogoobraziem klassa C^{l+k+1}, v) ∂Ω̂ peresekaetsØ s ∂Ω pod prØmym uglom.

Pust~ ν(x), x ∈ ∂Ω i n(x), x ∈ ∂Ω̂ – polØ ediniqnyh vnexnih normaleæ k ∂Ω i ∂Ω̂ sootvetstvenno. Qerez d(x), x ∈ R^m oboznaqim funkci¸ klassa C^{l+k+1}, sovpada¸wu¸ pri x, leßawih v maloæ okrestnosti ∂Ω s rasstoØniem ot x do ∂Ω, vzØtym so znakom +

178 V. G. OSMOLOVSKI` pri x ∈ R^m\Ω i znakom − pri x ∈ Ω. Budem sqitat~, qto d(x) = 0 lix~ pri x ∈ ∂Ω. Tak kak l + k + 1 ¿ 2, to takaØ funkciØ suwestvuet. Analogiqnu¸ funkci¸ dlØ oblasti Ω̂ oboznaqim qerez

ρ(x). Togda ∇d(x) = ν(x), x ∈ ∂Ω, ∇ρ(x) = n(x), x ∈ ∂Ω̂. Lemma 4.1. Pust~ oblasti Ω i^^Ω udovletvorØ¸t usloviØm a), b),

v). Togda suwestvu¸t takie vektornye polØ ν̃(x) i ñ(x), x ∈ R^m, qto ν̃ ∈ C^{k+l−1}(R^m, R^m), ñ ∈ C^{k+l−1}(R^m, R^m), ν̃(x) = ν(x), x ∈ ∂Ω, ñ(x) = n(x), x ∈ ∂Ω̂, (ν(x), ñ(x)) = 0, x ∈ ∂Ω, (n(x), ν̃(x)) = 0, x ∈ ∂Ω̂. Dokazatel~stvo. ZaæmemsØ postroeniem polØ ν̃(x). Pole ñ(x)

stroitsØ analogiqno. Budem iskat~ vektornoe pole ν̃(x), x ∈ R^m v vide ν̃(x) = ∇d(x) − α(x)d(x)∇ρ(x) s nekotoroæ skalØrnoæ funkcieæ α ∈ C^{k+l−1}(R^m). Poskol~ku

ν̃(x) = ν(x) pri x ∈ ∂Ω, to ostalos~ podobrat~ funkci¸ α(x)

takim obrazom, qtoby (ν̃(x), n(x)) = 0 pri x ∈ ∂Ω̂. Poslednee ravenstvo ffkvivalentno sootnoxeni¸ α(x) = (∇d(x), ∇ρ(x)) d(x) |∇ρ(x)|^{−2} ≡ φ(x), x ∈ ∂Ω̂. Esli my dokaßem, qto φ ∈ C^{k+l−1}(∂Ω̂), to v kaqestve α(x), x ∈ R^m moßno vzØt~ funkci¸ α(x) = (Π_{∂Ω̂})(x), gde Π_{∂Ω̂} – ograniqennyæ operator prodolßeniØ iz C^{k+l−1} (∂Ω̂) v C^{k+l−1}(R^m). TrebuemaØ gladkost~ funkcii ϕ ustanavlivaetsØ standartnym putem v okrestnosti kaßdoæ toqki x_0 ∈ ∂Ω̂ perehodom k lokal~nym koordinatam. •

Otmetim, qto pri vypolnenii usloviæ lemmy 4.1 suwestvuet ograniqennyæ lineænyæ operator prodolßeniØ

Π_Σ : C^{k,ε}(Σ) −→ C^{k,ε}(R^m), ε ∈ [0, 1].

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI 179 Vvedem funkcional~noe prostranstvo X = { h ∈ C^{k,ε}(Ω̄, R^m), (h(x), ν(x)) = 0, x ∈ ∂Ω, (h(x), n(x)) = 0, x ∈ Σ} s fiksirovannym ε ∈ [0, 1] i natural~nym k.

Lemma 4.2. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ lemmy 4.1 s l ¿ 2. Togda

l¸baØ funkciØ h ∈ C^{k,ε}(Ω̄, R^m) moßet byt~ edinstvennym obrazom predstavlena v vide h(x) = (Π_{∂Ω}φ)(x)ν̃(x) + (Π_Σψ)(x)ñ(x) + τ (x), φ ∈ C^{k,ε}(∂Ω), ψ ∈ C^{k,ε}(Σ), τ ∈ X, (4.1)

a polØ ν̃(x) i ñ(x) vzØty iz lemmy 4.1.

Dokazatel~stvo. Naqnem s edinstvennosti. Pust~ dlØ nekoto-

ryh φ, ψ i τ vypolnØetsØ ravenstvo

0 = (Π_{∂Ω}φ)(x)ν̃(x) + (Π_Σψ)(x)ñ(x) + τ (x), x ∈ Ω̄.

Iz fftogo ravenstva pri x ∈ ∂Ω i x ∈ Σ poluqim sootvetstvenno, qto φ(x) ≡ 0 i ψ(x) ≡ 0. Otkuda sleduet, qto i τ (x) ≡ 0 v Ω̄.

Dokaßem teper~ vozmoßnost~ samogo predstavleniØ. Zametim, qto h(x) − (h(x), ν̃(x))ν̃(x) − (h(x), ñ(x))ñ(x) ≡ τ^′(x), τ^′ ∈ X. Pust~ φ(x) = (h(x), ν̃(x)) , x ∈ ∂Ω, ψ(x) = (h(x), ñ(x)) , x ∈ Σ. Togda φ ∈ C^{k,ε}(∂Ω), ψ ∈ C^{k,ε}(Σ) i

h(x) − (Π_{∂Ω}φ) (x)ν̃(x) − (Π_Σψ) (x)ñ(x) = = [(h(x), ν̃(x)) − (Π_{∂Ω}φ) (x)] ν̃(x)+ [(h(x), ñ(x)) − (Π_Σψ) (x)] ñ(x) + τ^′(x) ≡ τ (x), τ ∈ X.

Poslednee ravenstvo i sovpadaet s trebuemym razloßeniem. • Budem govorit~, qto otobraßenie x → y y = f(x) = x + h(x), x ∈ Ω̄, h ∈ C^{k,ε}(Ω̄, R^m), ‖h‖_Ck,ε < δ (4.2)

180 V. G. OSMOLOVSKI` osuwestvlØet diffeomorfizm oblasti Ω, esli f vzaimoodnoznaqno, f(Ω) = Ω, f(∂Ω) = ∂Ω i f^{−1} ∈ C^{k,ε}(Ω̄, R^m). �to opredelenie otliqaetsØ ot dannogo v §2 lix~ gladkost~¸ rassmatrivaemyh otobraßeniæ.

Teorema 4.1. Pust~ oblast~ Ω i^^Ω udovletvorØet usloviØm a) s l ¿ 2, b), v) i dopolnitel~nomu uslovi¸ g)

g) R^m\Ω̄ – svØznoe mnoßestvo.

Togda pri dostatoqno malom δ mnoßestvo vseh otobraßeniæ iz (4.2), osuwestvlØ¸wih diffeomorfizm oblasti Ω, zadaetsØ ravenstvom

f(x) = x + τ (x) + (Π_Σψ) (x)ñ(x) + (Π_{∂Ω}R[τ, ψ]) (x)ν̃(x), (4.3)

gde τ , ψ – l¸baØ para iz nekotoroæ maloæ okrestnosti nulØ prostranstva X × C^{k,ε}(Σ), a R – l-raz nepreryvno differenciruemoe otobraßenie fftoæ okrestnosti v prostranstvo C^{k,ε}(∂Ω), priqem

R[0, 0] = 0, R_τ [0, 0] = 0, R_ψ[0, 0] = 0, (4.4)

gde nißniæ indeks oznaqaet qastnu¸ proizvodnu¸ po sootvetstvu¸wemu argumentu.

Dokazatel~stvo. Tak kak i v dokazatel~stve lemmy 2.4 priho-

dim k vyvodu, qto otobraßenie iz (4.2) pri dostatoqno malom δ osuwestvlØet diffeomorfizm oblasti Ω v tom i tol~ko tom sluqae, esli vypolnØetsØ uslovie d[h](x) ≡ d(f(x)) = 0, x ∈ ∂Ω, h ∈ C^{k,ε}(Ω̄, R^m), ‖h‖_Ck,ε < δ. (4.5)

Vospol~zuemsØ predstavleniem (4.1) dlØ funkcii h(x) i vvedem otobraßenie Φ : C^{k,ε}(∂Ω) × C^{k,ε}(Σ) × X soglasno ravenstvu Φ[φ, ψ, τ ] = d(x + h(x)). Otobraßenie Φ budet imet~ l nepreryvnyh proizvodnyh i

Φ[0, 0, 0] = 0, Φ_ψ[0, 0, 0] = 0, Φ_τ [0, 0, 0] = 0, Φ_φ[0, 0, 0] = I.

S pomow~¸ otobraßeniØ Φ uravnenie (4.5) zapixetsØ v vide

Φ[φ, ψ, τ ] = 0. PrimeneniØ k nemu shemu, izloßennu¸ v §2, pridem

k trebuemomu predstavleni¸. •

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI 181 Rassmotrim diffeomorfizmy oblasti Ω vida

f(x) = x + h(x), h ∈ C^{k+2}(Ω̄, R^m), ‖h‖_Ck+2 < δ (4.6)

s dostatoqno malym δ. Ot diffeomorfizmov (4.2) oni otliqa¸tsØ lix~ gladkost~¸ rassmatrivaemyh funkciæ. Pod deæstviem f iz (4.6) poverhnost~ Σ pereædet v f(Σ). DlØ diffeomorfizmov f_1(x) ≢ f_2(x) mnoßestva f_1(Σ) i f_2(Σ) mogut sovpadat~. Naxa cel~ – vybrat~ iz mnoßestva vseh diffeomorfizmov vida (4.2) nekotoroe udobnoe dlØ dal~neæxih postroeniæ podmnoßestvo, dlØ kotorogo zapas obrazov poverhnosti Σ tot ße, qto dlØ vseh diffeomorfizmov (4.6) s dostatoqno malym δ. �to podmnoßestvo budet harakterizovat~sØ tem, qto diffeomorfizmy iz nego budut proizvodit~ deformaci¸ Σ v suwestvennom vdol~ polØ normaleæ n(x), x ∈ Σ.

Iz (4.3) vidno, qto smewenie vdol~ normali n(x) poverhnosti Σ pri diffeomorfizme (4.2) zadaetsØ ravenstvom (f(x) − x, n(x)) = ψ(x), x ∈ Σ. OstavxaØsØ para slagaemyh τ (x), (Π_{∂Ω}R[τ, ψ]) (x)ν̃(x), x ∈ Σ kasatel~nye k Σ, priqem vtoroe iz nih ØvlØetsØ maloæ popravkoæ k lineænoæ qasti. Pust~ T [ψ] ≡ R[0, ψ]. Togda T – l-raz nepreryvno differenciruemoe otobraßenie nekotoroæ maloæ okrestnosti nulØ prostranstva C^{k,ε}(Σ) v prostranstvo C^{k,ε}(∂Ω) i mnoßestvo vseh diffeomorfizmov (4.3) s

τ (x) ≡ 0 opredelØetsØ ravenstvom

y(x) = x + (Π_Σψ) (x)ñ(x) + (Π_{∂Ω}T [ψ]) (x)ν̃(x), x ∈ Ω̄,

T [0] = 0, T^′[0] = 0.

(4.7)

Diffeomorfizmy (4.7) nazovem deformaciØmi oblasti Ω vdol~ normali k Σ.

Teorema 4.2. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 4.1. Togda dlØ

l¸bogo diffeomorfizma f(x) oblasti Ω vida (4.6) s dostatoqno

182 V. G. OSMOLOVSKI`

malym δ naædetsØ takaØ deformaciØ y(x) oblasti Ω vdol~ normali k Σ, qto f(Σ) = y(Σ).

Dokazatel~stvo. Rassmotrim vse diffeomorfizmy f ∈

C^{k+2}(Ω̄, R^m) oblasti Ω. Togda otobraßeniØ f^{−1} ∈ C^{k+2}(Ω̄, R^m)

takße budut diffeomorfizmami oblasti Ω. Predstavim f i f^{−1} v vide f(x) = x + h(x), f^{−1}(x) = x + g(x), x ∈ Ω̄, h, g ∈ C^{k+2}(Ω̄, R^m). Tak kak f(f^{−1} (x)) ≡ x, to x + g(x) + h(x + g(x)) ≡ x, x ∈ Ω̄. Pofftomu ‖g‖_Ck+2 6 C‖h‖_Ck+2 (1 + ‖g‖_Ck+2 ) . Iz poslednego neravenstva sleduet, qto dlØ h ∈ C^{k+2}(Ω̄, R^m), ‖h‖_Ck+2 6 δ, 2Cδ < 1 vypolnØetsØ ocenka ‖g‖_Ck+2 6 2Cδ. Tak kak l ¿ 2, to ∂Ω ∈ C^{(l−1)+(k+2)}. Togda pri dostatoqno malom δ dlØ diffeomorfizmov f^{−1}(x) spravedlivo predstavlenie (2.11)

f^{−1}(x) = x + g(x) + R[y](x),

R[0] = 0, R^′[0] = 0,

(4.8)

gde R – nepreryvno differenciruemoe otobraßenie maloæ okrestnosti nulØ prostranstva N = { g ∈ C^{k+2}(Ω̄, R^m), (g, ν) | ∂Ω = 0 } v prostranstvo C^{k+2}(Ω̄, R^m).

Sovpadenie mnoßestv f(Σ) i y(Σ) ffkvivalentno ravenstvu ρ ( f^{−1} (y(x)) ) = 0, x ∈ Σ. �to ravenstvo budem rassmatrivat~ kak uravnenie dlØ opredeleniØ ψ v predstavlenii (4.7) dlØ deformacii y(x) po zadannoæ funkcii g(x) v predstavlenii (4.8) dlØ diffeomorfizma

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI 183

f^{−1}(x). Vospol~zuemsØ fftimi predstavleniØmi i vvedem otobra-

ßenie F , deæstvu¸wee iz nekotoroæ okrestnosti nulØ prostranstva N × C^{k,ε}(Σ) v prostranstvo C^{k,ε}(Σ), ravenstvom F [g, ψ] = ρ ( f^{−1} (y(x)) ) , x ∈ Σ. Zametim, qto

f^{−1} (y(x)) − x =

= ψ(x)n(x) + (Π_{∂Ω}T [ψ]) (x)ν̃(x)+

+g (x + ψ(x)n(x) + (Π_{∂Ω}T [ψ]) (x)ν̃(x)) +

+R[g] (x + ψ(x)n(x) + (Π_{∂Ω}T [ψ]) ν̃(x)) , x ∈ Σ.

(4.9)

DlØ lokal~noæ razreximosti uravneniØ F [g, ψ] = 0 otnositel~no ψ dostatoqno proverit~ vypolnimost~ usloviæ slaboæ formy teoremy o neØvnyh funkciØh. �ti usloviØ takovy:

1) otobraßenie F [g, ψ] nepreryvno v toqke g = 0, ψ = 0 i

F [0, 0] = 0,

2) suwestvuet differencial F_ψ[g, ψ], nepreryvnyæ v toqke

g = 0, ψ = 0,

3) F_ψ[0, 0] osuwestvlØet izomorfizm prostranstva C^{k,ε}(Σ). Pri vypolnenii fftih usloviæ suwestvuet takoe otobraßenie S nekotoroæ okrestnosti nelØ prostranstva N v okrestnost~ nelØ prostranstva C^{k,ε}(Σ), qto S[0] = 0, S[g] nepreryvno v toqke g = 0 i mnoßestvo vseh rexeniæ zadaqi F [g, ψ] = 0 lokal~no zadaetsØ ravenstvom ψ = S[g].

Poskol~ku g ∈ C^{k+2}(Ω̄, R^m), R[g] ∈ C^{k+2}(Ω̄, R^m), a funkciØ ρ ∈

C^{k+l+1}(R^m, R^m), to v silu (4.9) usloviØ 1), 2) dlØ ukazannogo

otobraßeniØ F [g, ψ] vypolneny, i F_ψ[0, 0] = I. •

V dal~neæxem v kaqestve Σ budet vystupat~ granica razdela faz, a diffeomorfizmy (4.6) budut ispol~zovat~sØ dlØ var~irovaniØ Σ, to est~ zameny Σ na f(Σ). Poskol~ku nas budet interesovat~ var~irovanie Σ kak geometriqeskogo ob¨ekta, to moßem ispol~zovat~ pri var~irovanii deformacii vdol~ normali (4.7).

Naxa sledu¸waØ zadaqa – vydelit~ iz semeæstva deformaciæ vdol~ normali (4.7) te deformacii, dlØ kotoryh y(Σ) peresekaet ∂Ω pod prØmym uglom.

184 V. G. OSMOLOVSKI`

Teorema 4.3. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 4.1 s l > 2.

Togda mnoßestvo vseh deformaciæ (4.7), dlØ kotoryh y(Σ) peresekaet ∂Ω pod prØmym uglom, predstavimo v vide y(x) = x+ + (Π_Σψ) (x)ñ(x) + (Π_ΣS_1[ψ]) (x)ñ(x)+ + (Π_{∂Ω}S_2[ψ]) (x)ν̃(x), x ∈ Ω̄

(4.10)

gde ψ leßit v dostatoqno maloæ okrustnosti nulØ prostranstva N N = { ψ ∈ C^{k,ε}(Σ), − ∂ψ(x) ∂t(x) + ψ(x) (d^{′′}(x)n(x), n(x)) = 0, x ∈ ∂Σ } . (4.11) Zdes~ t(x) – vnexnØØ ediniqnaØ normal~ k ∂Σ, leßawaØ pri kaßdom x ∈ ∂Σ v kasatel~noæ k ∂Ω̂ ploskosti, d^{′′}(x)_{ij} = ∂^2d(x) ∂x_i∂x_j , x ∈ ∂Ω, matrica krivizn poverhnosti ∂Ω. Prostranstvo C^{k,ε}(Σ) raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu prostranstv

C^{k,ε}(Σ) = N ˙+N^′.

OtobraßeniØ S_1, S_2 – (l − 2)-raza nepreryvno differenciruemye otobraßeniØ maloæ okrestnosti nulØ prostranstva N v N^′ i C^{k,ε}(∂Ω) sootvetstvenno, priqem S_i[0] = 0, S^′_i[0] = 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ y = y(x) – diffeomorfizm oblasti Ω,

dostatoqno blizkiæ k toßdestvennomu, x = x(y) – obratnyæ k nemu. Poskol~ku Σ sostoit iz teh i tol~ko teh toqek x iz nekotoroæ okrestnosti v Ω̄ poverhnosti Σ, dlØ kotoryh ρ(x) = 0, to

y(Σ) sovpadaet s temi toqkami y iz fftoæ okrestnosti, dlØ koto-

ryh ρ(x(y)) = 0. Normal~ k y(Σ) v toqke y(x), x ∈ Σ s toqnost~¸ do skalØrnogo mnoßitelØ sovpadaet s ∇_yρ(x(y)), x ∈ Σ. Predel~- nym perehodom ffto utverßdenie rasprostranØetsØ i dlØ toqek

x ∈ ∂Σ. Takim obrazom

n_{y(Σ)}(y(x)) = ẏ^{−1∗}(x)n(x) | ẏ^{−1∗}(x)n(x) |, x ∈ Σ.

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI 185 Zdes~ n_{y(Σ)}(y(x)) – normal~ k poverhnosti y(Σ) v toqke y(x), x ∈ Σ. Poskol~ku ν̃(x) = ν(x) pri x ∈ ∂Ω, to uslovie pereseqeniØ y(Σ) i ∂Ω pod prØmym uglom primet vid ( ẏ^{−1∗}(x)n(x), ν̃(y(x)) ) = 0, x ∈ ∂Σ = ∂Ω ∩ ∂Ω̂. Rassmotrim diffeomorfizm y(x) vida (4.7) i vvedem otobraßenie Φ nekotoroæ okrestnosti nulØ prostranstva C^{k,ε}(Σ) v

C^{k,ε}(∂Σ) po formule

(Φ[ψ]) (x) = ( ẏ^{−1∗}(x)n(x), ν̃(y(x)) ) , x ∈ ∂Σ, y(x) = x + (Π_Σψ) (x)ñ(x) + (Π_{∂Ω}T [ψ]) (x)ν̃(x), x ∈ Ω̄.

Pri sdelannyh predpoloßeniØh otobraßenie Φ budet (l−2)-raza nepreryvno differenciruemo i Φ[0] = 0. DlØ differenciala Φ v nule spravedliva formula

(Φ^′[0]ψ) (x) = − ∂ψ(x) ∂t(x) + ψ(x)(d^{′′}(x)n(x), n(x)), x ∈ ∂Σ, ∂ ∂t(x) = ν^k(x) ∂ ∂x_k , x ∈ ∂Σ, ψ ∈ C^{k,ε}(Σ). ˚drom operatora Φ^′[0] budet prostranstvo (4.11). Dokaßem ego dopolnØemost~ v prostranstve C^{k,ε}(Σ). Pust~ Π – takoæ lineænyæ operator prodolßeniØ Π : C^{k,ε}(∂Σ) × C^{k−1,ε}(∂Σ) −→ C^{k,ε}(Σ), qto dlØ ψ̃ = Π(α; β) vypolnØetsØ ravenstvo ψ̃|_{∂Σ} = α, − ∂ ψ̃ ∂t + ψ̃(d^{′′}n, n) | ∂Σ = β. Togda operator P P ψ = ψ − Π ( 0, − ∂ψ ∂t + ψ(d^{′′}n, n) | ∂Σ )

budet lineænym ograniqennym v C^{k,ε}(Σ) proektorom na prostranstvo N . Takim obrazom, prostranstvo N dopolnØemo v

C^{k,ε}()Σ i N^′ = (I − P )C^{k,ε}(Σ).

Legko videt~, qto funkciØ ψ = Π(0; γ) budet rexeniem zadaqi Φ^′[0]ψ = γ dlØ l¸bogo γ ∈ C^{k−1,ε}(∂Σ). Pofftomu RΦ^′[0] = C^{k−1,ε}(∂Σ).

186 V. G. OSMOLOVSKI`

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy ostalos~ k uravneni¸ Φ[ψ] = 0 primenit~ shemu lokal~nogo opisaniØ mnoßestva vseh ego rexeniæ iz §2. •

VernemsØ k deformacii (4.7). Voz~mem v (4.1) lineænye operatory prodolßeniØ Π_Σ i Π_{∂Ω} udovletvorØ¸xie usloviØm

‖Π_Σ‖_Cr,μ_(¯_{Ω)} 6 C‖ψ‖_Cr,μ_(¯_{Σ)}, ψ ∈ C^{k,ε}(Σ̄), ‖Π_{∂Ω}‖_Cr,μ_(¯_{Ω)} 6 C‖ψ‖_Cr,μ_{(∂Ω)}, ψ ∈ C^{k,ε}(∂Ω) srazu dlØ vseh r, μ s r = 1, . . . , k, μ = 0 i r = k, μ = ε. Operator T iz (4.7) opredelen v nekotoroæ maloæ okrestnosti nulØ prostranstva C^{k,ε}(Σ), deæstvuet v prostranstvo C^{k,ε}(∂Ω) i ØvlØetsØ l-raz nepreryvno differenciruemym. Rassmotrim fftot operator, kak operator s toæ ße oblast~¸ opredeleniØ, no deæstvu¸- wiæ iz C^r(Σ) v C^r(∂Ω), r = 1, . . . , k.

Lemma 4.3. Operator T : C^r(Σ) → C^r(∂Ω)ØvlØetsØ l-raz nepreryv-

no differenciruemym operatorom dlØ kaßdogo r = 1, . . . , k. Vse ego differencialy do porØdka l ne zavisØt ot r.

Dokazatel~stvo. Pust~ funkciØ ψ leßit v dostatoqno maloæ

okrestnosti nulØ prostranstva C^{k,ε}(Σ). Togda ffta funkciØ poroßdaet po formule (4.7) deformaci¸ y(x) vdol~ normali k Σ, leßawu¸ v nekotoroæ maloæ C^{k,ε}(Ω̄, R^m) okrestnosti toßdestvennogo otobraßeniØ. Togda otobraßenie y(x) budet, v qastnosti, diffeomorfizmom oblasti Ω klassa C^r(Ω̄, R^m), leßawim v dostatoqno maloæ C^r(Ω̄, R^m) okrestnosti toßdestvennogo. DlØ vseh takih diffeomorfizmov spravedlivo predstavlenie (4.3) s nekotorymi funkciØmi τ^{(r)}, ψ^{(r)} i operatorom R^{(r)}. Para τ^{(r)},

ψ^{(r)} leßit v dostatoqno maloæ okrestnosti nulØ prostranstva X_r ×C^r(Σ) (zdes~ X_r opredelØetsØ tak ße kak prostranstvo X, no

s zamenoæ pokazatelØ gladkosti k, ε na r, 0), a R^{(r)} – l-raz nepreryvno differenciruemoe otobraßenie iz X_r × C^r(Σ) v C^r(∂Ω). SravnivaØ ffto predstavlenie s (4.7), poluqim

(Π_Σ(ψ − ψ^{(r)}))(x)ñ(x) + (Π_{∂Ω}(T [ψ] − R^{(r)}[τ^{(r)}, ψ^{(r)}])(x))ν̃(x) = τ^{(r)}(x).

(4.12) Iz (4.12) pri x ∈ Σ i x ∈ ∂Ω poluqim sootvetstvenno

ψ(x) = ψ^{(r)}(x), x ∈ Σ, T [ψ](x) = R^{(r)}[τ^{(r)}, ψ^{(r)}](x), x ∈ ∂Ω.

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI 187 Ispol~zuØ ffti ravenstva i (4.12), pridem k sootnoxeni¸

τ^{(r)}(x) = 0, x ∈ Ω.

Takim obrazom, dlØ vseh funkciæ ψ, leßawih v dostatoqno malom C^{k,ε}(Σ) okrestnosti nulØ, spravedlivo ravenstvo

T [ψ] = T^{(r)}[ψ], gde T^{(r)}[ψ] = R^{(r)}[0, ψ]. (4.13)

Poskol~ku operator T^{(r)} – l-raz nepreryvno differenciruem kak operator iz C^r(Σ) v C^r(∂Ω), to v silu (4.13) fftim ße svoæstvom obladaet i operator T . Sovpadenie differencialov takße sleduet iz (4.13). •

§5. Issledovanie ustoæqivosti rexeniØ (3.7) pri izmenenii parametra τ

V fftom paragrafe budut opisany te znaqeniØ parametra τ , pri kotoryh rexenie (3.7) budet lokal~nym minimumom funkcionala ffnergii po otnoxeni¸ k malym i dostatoqno gladkim vozmuweniØm funkciæ û i χ̂, a takße opisany te τ , pri kotoryh ffto svoæstvo terØetsØ.

DlØ prostoty dal~neæxih vykladok soverxim pri τ ≠ 0 v funkcionale (1.2) zamenu u → τ u. Togda my pridem k ffkvivalentnoæ variacionnoæ zadaqe dlØ funkcionala 1 τ^2 I[u, χ, τ ] = ∫ Ω [ a_{ij,kl}(x)u^i_{xj} (x)u^k_{xl} (x) − 2f^i(x)u^i(x)χ(x) ] dx+

+γ ∫ Ω |Dχ|, γ = σ τ^2 ,

u ∈^∘W^1_2(Ω, R^m), harakteristiqeskaØ funkciØ χ ∈ BV (Ω).

(5.1)

Takoe preobrazovanie vyzovet nekotorye izmeneniØ v (3.7). Teper~ funkciØ û budet rexeniem zadaqi Lû = χ̂f, û | ∂Ω = 0. (5.2)

Oqevidno, qto û ne zavisit ot τ .

V fftom paragrafe my budem sqitat~, qto vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 4.1 s l = 3 i nekotorym dostatoqno bol~xim k = k_0

188 V. G. OSMOLOVSKI` (ego znaqenie budet ukazano pozße), funkciØ f ∈ C^3(Ω̄, R^m), a kofffficienty a_{ij,kl} ∈ C^2(Ω̄) dlØ vseh indeksov i, j, k, l = 1, . . ., m. V silu (3.6) pravaØ qast~ sistemy (5.2) s funkcieæ û iz (3.7) leßit v prostranstve W^1_∞(Ω, R^m). Pofftomu rexenie û zadaqi (5.2) obladaet svoæstvom

û ∈ W^3_q (Ω, R^m) s l¸bym q ∈ [ 1, ∞).

Deformacii iz (4.7) prinadleßat C^{k0,ε}(Ω̄, R^m) i zada¸tsØ s pomow~¸ operatora T , opredelennogo na nekotoroæ maloæ okrestnosti nulØ prostranstva C^{k0,ε}(Σ). �tot operator budet trißdy nepreryvno differenciruemym, kak operator iz prostranstva

C^{k0,ε}(Σ) v C^{k0,ε}(∂Ω), takße kak i operator s toæ ße oblast~¸

opredeleniØ, no rassmatrivaemyæ kak otobraßenie iz C^1(Σ) v

C^1(∂Ω) (Lemma 4.3).

Naqnem s nekotoryh vspomogatel~nyh predloßeniæ. Pust~ χ̂ – funkciØ iz (3.7), a y(x) – deformacii vdol~ normali (4.7). DlØ kaßdoæ takoæ deformacii vvedem funkci¸

χ̃(y) = χ̂(x(y)), (5.3)

gde x = x(y) – obratnoe otobraßenie k (4.7).

Lemma 5.1. Pust~ P ∈ W^3_q (Ω) dlØ vseh q ∈ [ 1, ∞), P (x) = 0 pri

x ∈ ∂Ω ∪ Σ. Togda dlØ vseh funkciæ ψ ∈ C^{k0,ε}(Σ), opredelØ¸wih deformacii (2.7) spravedlivo ravenstvo ∫ Ω P (y)χ̃(y) dy = ∫ Ω P (x)χ̂(x) dx + 1 2 ∫ Σ ∂P (x) ∂n |ψ(x)|^2 dS + α, |α| 6 C‖ψ‖^3_C1, C = C(P ), (5.4)

gde χ̃(y) zadaetsØ formuloæ (5.3).

Dokazatel~stvo. Vvedem oboznaqenie y(x) = x + h(x), h(x) = (Π_Σψ) (x)ñ(x) + (Π_{∂Ω}T [ψ]) (x)ν̃(x), ψ ∈ C^{k0,ε}(Σ), ‖ψ‖_Ck_0,ε 6 δ. Posle zameny peremennyh v integrale, poluqim ∫ Ω P (y)χ̃(y) dy = ∫ Ω P (x + h(x))χ̂(x) det(I + ḣ(x)) dx.

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI 189 Zatrebovannoæ gladkosti P dostatoqno qtoby proizvesti razloßenie pod znakom integrala i poluqit~ sootnoxenie (5.4). •

Zameqanie 5.1. Pust~ P ∈ C^3(^¯Ω). Togda dlØ qisla α v (5.4)

moßno vypisat~ ocenku |α| 6 C‖P ‖C3‖ψ‖^3_C1 , C ≠ C(P, ψ). Lemma 5.2. Spravedlivo sootnoxenie ∫ Ω |Dχ̃(y)| − ∫ Ω |Dχ̂(x)| =

= 1 2 ∫ Σ { |δψ|^2 − (δ_in^j )(δ_j n^i)|ψ|^2 } dS_{m−1} − 1 2 ∫ Σ (d^{′′}n, n)|ψ|^2 dS_{m−2}+ +β, |β| 6 C‖ψ‖^3_C1 . Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ formuloæ (1.13) i predstavle-

niem (4.7). SoverxaØ razloßeniØ, pol~zuØs~ formuloæ (2.14) i uqityvaØ raventsvo nul¸ sredneæ krivizny poverhnosti Σ, pridem k dovazatel~stvu lemmy. •

Teper~ my v sostoØnii vyqislit~ vtoru¸ variaci¸ funkcionala (5.1). NarØdu s funkcieæ χ̃(y) iz (5.3) vvedem funkci¸

ũ(y) = û(y) + v(y), v ∈ C^3(Ω̄, R^m), v | ∂Ω = 0. (5.5)

Zdes~, kak i ranee, para û, χ̂ opredelilas~ v (5.2), (3.7).

Lemma 5.3. Spravedlivo sootnoxenie 1 τ^2 I[ũ, χ̃, τ ] − 1 τ^2 I[û, χ̂, τ ] = ∫ Ω a_{ij,kl}(x)v^i_{xj} (x)v^k_{xl} (x) dx+

+ γ 2 ∫ Σ { |δψ|^2 − ( 2 γ ∂f^i ∂n û^i + (δ_in^j )(δ_j n^i) ) |ψ|^2 } dS_{m−1}−

− γ 2 ∫ ∂Σ (d^{′′}n, n)|ψ|^2 dS_{m−2} + α. (5.6)

Pri ‖v‖_C3 6 R dlØ konstanty α vypolnØetsØ neravenstvo

|α| 6 C^[‖v‖^3_C + ‖ψ‖^3_C1^] , C = C(R). (5.7)

190 V. G. OSMOLOVSKI`

Dokazatel~stvo. Imeem oqevidnoe ravenstvo 1 τ^2 I[ũ, χ̃, τ ] = 1 τ^2 I[û, χ̂, τ ] + 2 ∫ Ω [ a_{ij,kl}(x)û^i_{xj} v^k_{xl} − f^iχ̂v^i ] dx+

+2 ∫ Ω f^iû^i(χ̂ − χ̃) dx + 2 ∫ Ω f^iv^i(χ̂ − χ̃) dx + ∫ Ω a_{ij,kl}(x)v^i_{xj} v^k_{xl} (x) dx+

+ γ ∫ Ω |Dχ̃| − γ ∫ Ω |Dχ̂| . (5.8) Vtoroe slagaemoe v pravoæ qasti (5.8) obrawaetsØ v nol~, poskol~ku funkciØ û ØvlØetsØ rexeniem zadaqi (5.2). PrimenØØ k tret~emu, qetvertomu i xestomu slagaemym lemmu 5.1, zameqanie 5.1 i lemmu 5.2 sootvetstvenno, pridem k trebuemomu rezul~tatu. •

Na mnogoobrazii s kraem Σ rassmotrim differencial~nyæ operator M ψ = −δ_iδ_iψ − ( 2τ^2 σ ∂f^i ∂n û^i + (δ_in^j)(δ_j n^i) ) ψ, (5.9)

deæstvu¸wiæ na dostatoqno gladkie funkcii ψ(x), x ∈ Σ, udovletvorØ¸wie graniqnomu uslovi¸ ∂ψ ∂t − (d^{′′}n, n)ψ = 0, x ∈ ∂Σ. (5.10) Lemma 5.4. Operator M simmetriqen i ∫ Σ ψM ψ dS = ∫ Σ { |δψ|^2 − ( 2τ^2 σ ∂f^i ∂n û^i + (δ_in^j)(δ_j n^i) ) |ψ|^2 } dS_{m−1}− ∫ ∂Σ (d^{′′}n, n)|ψ|^2 dS_{m−2}. (5.11)

Dokazatel~stvo. Pust~ α(x), β(x) – dva dostatoqno gladkie ska-

lØrnye funkcii na Σ.

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI 191 Tak kak vektor t(x) ortogonalen vektoru n(x) pri x ∈ ∂Σ, to

(δ_iβ)t^i = t^i ( ∂ ∂x_i − n^in^j ∂ ∂x_j ) β = t^i ∂ ∂x_i β = ∂β ∂t . Togda iz formuly (2.14) i ravenstva H = 0 imeem ∫ Σ (δ_iα)(δ_iβ) dS_{m−1} = − ∫ Σ (δ_iδ_iβ)α dS_{m−1} + ∫ ∂Σ α ∂β ∂t dS_{m−2}. (5.12)

Pol~zuØs~ formuloæ (5.12) legko ustanovit~ simmetri¸ operatora (5.9) pri naliqii graniqnyh usloviæ (5.10) i spravedlivost~ (5.11). •

Rassmotrim zadaqu na sobstvennye qisla i sobstvennye funkcii operatora M M ψ = λψ, x ∈ Σ, ∂ψ ∂t − (d^{′′}n, n)ψ = 0, x ∈ ∂Σ. (5.13) V silu fflliptiqnosti simmetriqnogo operatora M sobstvennye qisla suwestvu¸t i oni vewestvennye. Pust~ λ_1 = λ_1(τ ) – naimen~xee sobstvennoe qislo. Togda λ_1 > −∞ i dlØ vseh

ψ ∈ C^2(Σ) vypolnØetsØ neravenstvo ∫ Σ ψM ψ dS ¿ λ_1(τ ) ∫ Σ |ψ|^2 dS, (5.14)

priqem ravenstvo realizuetsØ lix~ na funkciØh iz sobstvennogo podprostranstva s sobstvennym qislom λ_1.

Pol~zuØs~ usloviem poloßitel~noæ opredelennosti dlØ kofffficientov a_{ij,kl} iz §1, poluqim a_{ij,kl}v^i_{xj} v^k_{xl} ¿ ν 4 ( v^i_{xj} + v^j_{xi} ) ( v^i_{xj} + v^j_{xi} ) . Togda dlØ vseh v ∈^∘W^1_2(Ω, R^m) ∫ Ω a_{ij,kl}v^i_{xj} v^k_{xl} dx ¿ ν‖v‖^2ffi_{W 12} . (5.15)

192 V. G. OSMOLOVSKI` Oqevidno (5.14) i (5.15) s (5.6), poluqim 1 τ^2 I[ũ, χ̃, τ ] − 1 τ^2

I[û, χ̂, τ ] ¿ ν‖v‖^2ffi_{W 12} + σ 2τ^2 λ_1(τ )‖ψ‖^2_{L2} − −C [ ‖v‖^3_C + ‖ψ‖^3_C1 ] , C ≠ C(v, ψ, τ ), ψ ∈ C^{k0,ε}(Σ), ‖ψ‖_Ck_0,ε < δ, v ∈ C^3(Ω̄, R^m) ∩^∘W^1_2(Ω, R^m), ‖v‖_C3 6 R.

(5.16)

Teper~ my v sostoØnii dokazat~ osnovnoæ rezul~tat fftogo paragrafa.

Teorema 5.1. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 4.1 s l = 3,

k_0 ¿^{3(m+1)}_2 i nekotorym ε ∈ [0, 1]. Pust~ f ∈ C^3(Ω̄, R^m), a_{ij,kl} ∈ C^2(Ω̄).

Esli λ_1(τ ) > 0, to dlØ vseh funkciæ

v ∈^∘W^1_2(Ω, R^m) ∩ C^r(Ω̄, R^m), r ¿ 3m 2 , ψ ∈ C^{k0,ε}(Σ), ‖v‖_Cr 6 δ, ‖ψ‖_Ck_0,ε 6 δ (5.17)

s dostatoqno malym δ vypolnØetsØ ocenka 1 τ^2 I[ũ, χ̃, τ ] − 1 τ^2 I[û, χ̂, τ ] ¿ C [ ‖v‖^2ffi_{W 12} + ‖ψ‖^2_{L2} ] , C > 0. (5.18)

Esli λ_1(τ ) < 0, to levaØ qast~ (5.18) znakoperemenna na mnoßestve funkciæ (5.17) pri l¸bom δ.

Dokazatel~stvo. Pust~ λ1(τ ) > 0. Vospol~zuemsØ sledu¸wimi

mul~tiplikativnymi ocenkami

‖v‖^3_C 6 C‖v‖^2ffi_{W 12} ‖v‖_Cr , ‖ψ‖^3_C1 6 C‖ψ‖^2_{L2} ‖ψ‖_Ck_0,ε , (5.19)

spravedlivymi pri vybrannyh r i k_0. Togda iz (5.16) poluqim s nekotoroæ konstantoæ C > 0 1 τ^2 I[ũ, χ̃, τ ] − 1 τ^2 I[û, χ̂, τ ] ¿ ¿ (ν − Cδ)‖v‖^2ffi_{W 12} +^{( σ}_{2τ 2} λ1(r) − Cδ^) ‖ψ‖^2_{L2} .

VybiraØ δ dostatoqno malym, pridem k (5.18).

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI 193 UqityvaØ (5.11), zapixem (5.6) dlØ pary funkciæ v = 0, ψ iz (5.17) 1 τ^2 I[û, χ̃, τ ] − 1 τ^2 I[û, χ̂, τ ] = γ 2 ∫ Σ ψM ψ dS + α, |α| 6 C‖ψ‖^3_C1 . (5.20)

Pust~ λ_1(τ ) < 0 i ψ_1 – sobstvennaØ funkciØ, otveqa¸waØ sobstvennomu qislu λ_1(τ ). Togda ∫ Σ ψ_1M ψ_1 dS = λ_1(τ )‖ψ_1‖^2_{L2} < 0.

Tak kak f ∈ C^3(Ω̄, R^m), to pri bol~xih m my ne moßem garantirovat~ prinadleßnost~ funkcii ψ_1 prostranstvu C^{k0,ε}(Σ). Odnako, v silu plotnosti C^{k0,ε}(Σ) v W^1_2 (Σ) moßno pri l¸bom δ < 0 podobrat~ taku¸ funkci¸ ψ iz (5.17), qto ∫ Σ ψM ψ dS < 0. ZamenØØ ψ na ψ̃ = εψ i berØ ε dostatoqno malym, dob¨emsØ otricatel~nosti pravoæ qasti (5.17) dlØ funkcii ψ̃ iz (5.17) s tem ße δ.

Pust~ λ_n(τ ) – n-oe sobstvennoe qislo operatora M i ψ_n – sootvetstvu¸waØ emu sobstvennaØ funkciØ. Tak kak λ_n → ∞ pri

n → ∞, to dlØ dostatoqno bol~xogo n ∫ Σ ψ_nM ψ_n dS = λ_n(τ )‖ψ_n‖^2_{L2} > 0.

ProvodØ analogiqnye predyduwim rassußdeniØ, naædem dlØ kaßdogo δ funkci¸ ψ̃ iz (5.17), dlØ kotoroæ pravaØ qast~ (5.20) poloßitel~na. •

Teorema 5.1 oznaqaet, qto pri sdelannyh predpoloßeniØh rexenie (3.7) budet lokal~nym minimumom funkcionala ffnergii otnositel~no malyh gladkih vozmuweniæ pri teh τ , dlØ kotoryh

λ_1(τ ) > 0, i rexenie (3.7) ne budet lokal~nym minimumom po ot-

noxeni¸ k fftim vozmuweniØm dlØ teh τ , dlØ kotoryh λ_1(τ ) < 0.

194 V. G. OSMOLOVSKI` Otvet na vopros, qto proishodit pri pereseqenii qislom λ_1(τ ) nulevogo znaqeniØ, budet dan pri nekotoryh ograniqeniØh v sledu¸wem paragrafe.

Obratim vnimanie na to, qto kofffficient (δ_in^j)(δ_j n^i) v operatore M neotricatelen. On sovpadaet s summoæ kvadratov glavnyh krivizn poverhnosti ∂Ω̂.

§6. Vozmuwenie rexeniØ (3.7) i zadaqa o bifurkacii granicy razdela faz

Pust~ oblasti Ω i Ω̂ udovletvorØ¸t usloviØm a) s l ¿ 3, k = 2,

ε ∈ (0, 1), b), v) iz §4 i mnoßestvo R^m\Ω̄ svØzno. Budem sqi-

tat~, qto f ∈ C^{l−1}(Ω̄, R^m), a_{ij,kl} ∈ C^{l−1}(Ω̄) i vypolnØetsØ vtoroe uslovie iz (3.6). Pust~, kak i ranee, χ̂(x) – harakteristiqeskaØ funkciØ podoblasti Ω∩Ω̂, a funkciØ û(x) – rexenie zadaqi (5.2). Takim obrazom, para û, χ̂ ØvlØetsØ rexeniem (3.7) zadaqi (3.3)– (3.5): Lû = χ̂f, x ∈ Ω, û | ∂Ω = 0,

f^iû^i = 0, x ∈ Σ,

Σ peresekaet ∂Ω pod prØmym uglom.

(6.1)

Zametim, qto funkciØ û ∈ W^2_q (Ω, R^m) ∩^∘W^1_2(Ω, R^m) s l¸bym q ∈

[ 1, ∞).

Pust~ ψ ∈ N iz (4.11) s k = 2 i fiksirovannym vyxe ε ∈ (0, 1) i ‖ψ‖_C2,ε < δ, a y = y(x) – deformaciØ (4.10). Predstavim y v vide y(x) = x + h(x), x ∈ Ω̄. Esli ĥ(x) = (Π_{∂Ω}h)(x), gde Π_{∂Ω} :

C^{2,ε}(Ω̄, R^m) → C^{2,ε}(R^m, R^m) – ograniqennyæ operator prodolße-

niØ, to pri dostatoqno malom δ otobraßenie ŷ(x) = x + ĥ(x),

x ∈ R^m budet zavedomo osuwestvlØt~ diffeomorfizm prostran-

stva R^m klassa C^2 (lemma 2.3). Togda ŷ(Ω̂) budet oblast~¸ prostranstva R^m, ∂ŷ(Ω̂) = ŷ(∂Ω̂) ∈ C^2 (lemma 2.1). V silu teoremy 4.3 poverhnost~ ∂ŷ(Ω̂) peresekaet ∂Ω pod prØmym uglom, a

∂ŷ(Σ) = ŷ(∂Ω̂) ∩ ∂Ω i sostoit iz koneqnogo qisla komponent svØz-

nosti, kaßdaØ iz kotoryh ØvlØetsØ m − 2-mernym mnogoobraziem klassa C^1.

Pust~ χ̃(y) – harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva ŷ(Ω̂) ∩ Ω,

ũ ∈ W^2_2 (Ω, R^m). Para ũ(y), χ̃(y) budet rexeniem zadaqi (3.3)–(3.5)

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI 195 v tom i tol~ko tom sluqae, esli − ∂ ∂y_l ( a_{ij,kl}(y) ∂ũ^i(y) ∂y_j ) = χ̃(y)f^k (y), y ∈ Ω, k = 1, . . . , m, ũ(y) = 0, y ∈ ∂Ω, H(y) + 2τ^2 σ f^i(y)ũ^i(y) = 0, y ∈ ŷ(Σ),

(6.2)

gde H(y) – srednØØ krivizna poverhnosti ŷ(Σ) v toqke y ∈ ŷ(Σ). Zametim, qto rexenie ũ ∈ W^2_q (Ω, R^m) ∩^∘W^1_2(Ω, R^m) s l¸bym q ∈

[ 1, ∞).

Budem iskat~ funkcii ũ(y), χ̃(y) v vide

ũ(y) = û(x(y)) + v(x(y)), v ∈ W^2_q (Ω, R^m) ∩^∘W^1_2(Ω, R^m), χ̃ = χ̂(x(y)), (6.3)

gde x = x(y) – diffeomorfizm, obratnyæ k y = y(x), a qislo

q ∈ [ 1, ∞) vybrano takim obrazom, qtoby operator vloßeniØ W^2_q (Ω) → C^{0,ε}(Ω̄) s fiksirovannym vyxe ε byl ograniqen.

PodstavlØØ pary ũ(y), χ̃(y) iz (6.3) v (6.2) i soverxaØ zamenu koordinat y → x = x(y), poluqim ẏ^{−1}_{rl} ∂ ∂x_r [ a_{ij,kl}(y(x)) ( ẏ^{−1}_{tj} ∂û^i ∂x_t + ẏ^{−1}_{tj} ∂v^i ∂x_t )] + χ̂f^k(y(x)) = 0, x ∈ Ω, k = 1, . . . , m, χ̂ = χ̂(x), û = û(x), v = v(x), (6.4) v(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

H(y(x)) + 2τ^2 σ f^i(y(x))[û^i(x) + v^i(x)] = 0, x ∈ Σ. (6.5)

Oboznaqim levu¸ qast~ ravenstva v (6.4) qerez Φ[ψ, v]. Togda Φ moßno rassmatrivat~ kak otobraßenie dostatoqno maloæ okrestnosti nulØ prostranstva

N × Y, Y = W^2_q (Ω, R^m) ∩^∘W^1_2(Ω, R^m), (6.6)

gde N opredeleno v (4.11) s k = 2 i fiksirovannom vyxe ε ∈ (0, 1), v prostranstvo, Lq(Ω, R^m), q = q(ε) opredeleno ranee. Neposredstvenno proverØetsØ sledu¸wee utverßdenie.

196 V. G. OSMOLOVSKI`

Lemma 6.1. Pri sdelannyh predpoloßeniØh otnositel~no glad-

kosti funkcii f i kofffficientov a_{ij,kl} otobraßenie Φ imeet l−2 nepreryvnye proizvodnye, Φ[0, 0] = 0, Φ_v[0, 0]v = −Lv.

Zapixem uravnenie iz (6.4) v vide

Φ[ψ, v] = 0. (6.7)

Poskol~ku operator Φ_v[0, 0] = −L osuwestvlØet izomorfizm prostranstv Y i L_q (Ω, R^m), to po teoreme o neØvnoæ funkcii mnoßestvo vseh rexeniæ zadaqi (6.7) lokal~no zadaetsØ ravenstvom

v(x) = v[ψ](x), (6.8)

gde v[ψ] – (l − 2)-raza nepreryvno differenciruemoe otobraßenie maloæ okrestnosti nulØ prostranstva N v prostranstvo Y , priqem v[0] = 0.

Podstavim naædennoe rexenie (6.8) zadaqi (6.4) v uravnenie (6.5). Togda poluqim uravnenie, opredelØ¸wee svØz~ meßdu ψ i τ F [ψ, τ ] ≡ H(y(x)) + 2τ^2 σ f^i(y(x)) [ û^i(x) + v^i[ψ](x) ] = 0, x ∈ Σ. (6.10) Troæka v, ψ, τ ØvlØetsØ rexeniem zadaqi (6.4), (6.5) v tom i tol~ko tom sluqae, esli v opredelØetsØ po ψ ravenstvom (6.8), a ψ i τ svØzany sootnoxeniem (6.9). Oqevidno, qto ψ ≡ 0 udovletvorØet (6.9) pri vseh τ ∈ R^1. �tomu rexeni¸ zadaqi (6.9) sootvetstvuet troæka v ≡ 0, y(x) ≡ x, τ ∈ R^1, kotoraØ v svo¸ oqered~, poroßdaet rexenie û, χ̂ zadaqi (6.2), prigodnoe pri vseh τ , |τ − τ_0| < δ^′. Toqka τ_0 ∈ R^1 nazyvaetsØ toqkoæ bifurkacii dlØ uravneniØ F [ψ, τ ] = 0, ψ ∈ N, ‖ψ‖_C2,ε < δ, τ ∈ R^1, (6.10) esli dlØ l¸boæ skol~ ugodno maloæ okrestnosti U ⊂ X × R^1 toqki ψ = 0, τ = τ_0 suwestvuet rexenie ψ, τ zadaqi (6.10) s ψ ≠ 0. Oqevidno, qto ffti rexeniØ ψ, τ poroßda¸t rexeniØ û(x, τ ),

χ̂(x, τ ) ishodnoæ zadaqi s û(x, τ ) ≢ û(x), χ̂(x, τ ) ≢ χ̂(x) pri τ ≠ τ_0.

Naxa cel~ – naæti neobhodimoe uslovie togo, qto τ_0 ØvlØetsØ toqkoæ bifurkacii i sformulirovat~ dopolnitel~nye predpoloßeniØ pri naliqii kotoryh bifurkaciØ deæstvitel~no budet proishodit~. My ostanovimsØ na prosteæxeæ sheme izuqeniØ fftih voprosov, osnovannoæ na primenenii lemmy Morsa. DlØ ee ispol~zovaniØ nam potrebuetsØ sledu¸wee utverßdenie.

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI 197

Lemma 6.2. Otobraßenie F [ψ, τ ], ψ ∈ N iz (4.11) s k = 2 i uka-

zannym vyxe ε, ‖ψ‖_C2,ε < δ, τ ∈ R^1 imeet (l − 2) nepreryvnye proizvodnye, kak otobraßenie v prostranstvo C^{0,ε}(Σ). Krome togo, spravedlivy formuly F_ψ[0, τ ]ψ = −M ψ, F_{ψτ} [0, τ ]ψ = 4τ σ ∂f^i(x) ∂n û^i(x)ψ, gde M – operator iz (5.9), ψ ∈ N .

Dokazatel~stvo. SformulirovannaØ gladkost~ otobraßeniØ F

oqevidna. DlØ normali k poverhnosti y(Σ) v toqke y = y(x), x ∈ Σ v teoreme 4.3 byla poluqena formula

n_{y(Σ)}(y(x)) = ẏ^{−1∗}(x)n(x) |ẏ^{−1∗}(x)n(x)| , x ∈ Σ. Tak kak kasatel~naØ komponenta gradienta na poverhnosti y(Σ) imeet vid

δ_i = ∂ ∂y_i − n^i_{y(Σ)}(y(x))n^k_{y(Σ)}(y(x)) ∂ ∂y_k = = ẏ^{−1}_{ki} ∂ ∂x_k − ẏ^{−1}_{sk} ẏ^{−1}_{ri} ẏ^{−1}_{jk} n^r n^s |ẏ^{−1∗}n|^2 ∂ ∂x_j , y = y(x), n = n(x), x ∈ Σ, to dlØ sredneæ krivizny poverhnosti y(Σ) spravedlivo ravenstvo

H_{y(Σ)}(y(x)) = −δ_in^i_{y(Σ)}(y(x)) = = − ( ẏ^{−1}_{ki} ∂ ∂x_k − ẏ^{−1}_{sk} ẏ^{−1}_{ri} ẏ^{−1}_{jk} n^rn^s |ẏ^{−1∗}n|^2 ∂ ∂x_j ) ẏ^{−1}_{ti} n^t ẏ^{−1∗}n , y = y(x), n = n(x), x ∈ Σ. Vyqislenie differencialov otobraßeniØ F osnovano na linearizacii poslednego ravenstva. •

Rassmotrim uravnenie Φ[ψ, τ ] = 0, gde ψ leßit v dostatoqno maloæ okrestnosti nulØ nekotorogo banahova prostranstva N ,

τ ∈ R^1. Predpoloßim, qto otobraßenie Φ imeet r nepreryvnyh

proizvodnyh kak otobraßenie N ×R^1 v Y , gde Y – nekotoroe banahovo prostranstvo. Pust~ Φ[0, τ ] ≡ 0. Sformuliruem rØd utverßdeniæ o toqkah bifurkacii dlØ uravneniØ Φ[ψ, τ ] = 0.

198 V. G. OSMOLOVSKI`

Neobhodimoe uslovie bifurkacii. Pust~ r ¿ 1 i τ0 – toqki

bifurkacii. Togda operator Φ[0, τ_0] ne osuwestvlØet izomorfizm prostranstv N i Y .

Dostatoqnoe uslovie bifurkacii. Pust~ r ¿ 2 i dlØ τ0 vypol-

nØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ.

1) Operator Φ_ψ[0, τ_0] imeet odnomernoe Ødro, poroßdaemoe vektorom ψ_0.

2) Obraz operatora Φ_ψ[0, τ_0] – zamknutoe podprostranstvo Y_1 ⊂

Y ediniqnoæ korazmernosti. ” 3)” Φ_{ττ} [0, τ_0] ∈ Y_1, Φ_{ψτ} [0, τ_0]ψ_0 /∈ Y_1.

Pri vypolnenii fftih usloviæ toqka τ_0 ØvlØetsØ toqkoæ bifurkacii.

S pomow~¸ sformulirovannyh utverßdeniæ dokaßem sledu- ¸wu¸ teoremu.

Teorema 6.1. a) Pust~ l ¿ 3 i toqka τ0 ØvlØetsØ toqkoæ bifur-

kacii dlØ uravneniØ (6.10). Togda suwestvuet nenulevoe rexenie zadaqi M ψ = 0, x ∈ Σ, ψ ∈ C^{2,ε}(Σ), ∂ψ ∂t − (d^{′′}n, n)ψ = 0, x ∈ ∂Σ. (6.11)

b) Pust~ zadaqa (6.11) imeet edinstvennoe s toqnost~¸ do mnoßitelØ nenulevoe rexenie ψ_0 i vypolnØetsØ neravenstvo

τ_0 ∫ Σ ∂f^i(x) ∂n û^i|ψ_0(x)|^2 dS ≠ 0. (6.12)

Togda toqka τ_0 ØvlØetsØ toqkoæ bifurkacii.

Dokazatel~stvo. a) Tak kak operator M fflliptiqen, a uslovie

na ∂Σ ØvlØetsØ klassiqeskim usloviem tret~eæ kraevoæ zadaqi, to dlØ uravneniØ M ψ = g, x ∈ Σ, ψ ∈ C^{2,ε}(Σ), g ∈ C^{0,ε}(Σ), ∂ψ ∂t − (d^{′′}n, n)ψ = 0, x ∈ ∂Σ (6.13)

spravedliva teorema Fredgol~ma. Pofftomu operator F_ψ[0, τ_0] ne osuwestvlØet izomorfizma prostranstv N i C^{0,ε}(Σ) v tom i

BIFURKACI˚ SVOBODNO` POVERHNOSTI 199 tol~ko tom sluqae, esli vypolnØetsØ uslovie a) teoremy. Takim obrazom, uslovie a) sovpadaet v naxem sluqae s neobhodimym usloviem bifurkacii.

b) Pust~ zadaqa (6.11) imeet odno s toqnost~¸ do mnoßitelØ nenulevoe rexenie ψ_0. Po teoreme Fredgol~ma zadaqa (6.13) razrexima dlØ teh i tol~ko teh g, dlØ kotoryh ∫ Σ g(x)ψ_0(x) dS = 0. Takim obrazom, Y_1 v naxem sluqae – zamknutoe podprostranstvo prostranstva C^{0,ε}(Σ) ediniqnoæ korazmernosti, a usloviØ 3) iz dostatoqnyh usloviæ bifurkacii perepixutsØ v vide ∫ Σ f^i(x)û^i(x)ψ_0(x) dS = 0, τ_0 ∫ Σ ∂f^i(x) ∂n û^i(x)ψ^2_0(x) dS ≠ 0.

Vypolnenie pervogo iz fftih sootnoxeniæ sleduet iz ravenstva

f(x) = 0, x ∈ Σ, a vtoroe sovpadaet s (6.12). Itak, pri sdelan-

nyh predpoloßeniØh vypolnØ¸tsØ dostatoqnye usloviØ bifurkacii. •

§7. Bibliografiqeskie zameqaniØ

SvdeniØ o gladkosti rexeniæ fflliptiqeskih sistem v neobhodimom dlØ nas ob¨eme soderßitsØ v [7]. Svoæstva funkcii rasstoØniØ ot toqki do granicy oblasti izloßeny v [8]. KlassiqeskaØ i slabaØ formy teorem o neØvnyh funkciØh dokazany v [9]. S vyqisleniem pervoæ i vtoroæ variacii perimetra vo vnutrennih toqkah poverhnosti moßno oznakomit~sØ po knige [8]. Mul~tiplikativnye ocenki (5.19) ØvlØ¸tsØ ogrubleniem standartnyh i soderßatsØ v [10]. TeoriØ bifurkacii, osnovannaØ na lemme Morsa, izloßena v [11].

Literatura 1. V. G. Osmolovskiæ, Teorema suwestvovaniØ i slabaØ forma uravneniæ

Lagranßa dlØ variacionnoæ zadaqi teorii fazovyh prevraweniæ. — Sib.

matem. ßurn. 35 No. 4 (1994), 835–846.

2. V. G. Osmolovskiæ, Zavisimost~ sostoØniæ ravnovesiØ dvufazovoæ sredy

ot kofffficientov poverhnostnogo natØßeniØ i temperatury. — Zap.

nauqn. semin. POMI 213 (1994), 131–150.

200 V. G. OSMOLOVSKI`

3. N. F. Morozov, V. G. Osmolovskiæ, O postanovke i teoreme suwestvo-

vaniØ dlØ variacionnoæ zadaqi o fazovyh perehodah v mehanike sploxnyh sred. — ȷurn. prikl. matem. i meh. 58 No. 5 (1994), 125–132.

4. V. G. Osmolovskiæ, VariacionnaØ zadaqa teorii uprugosti dvufazovoæ

sredy s nulevym kofffficientom poverhnostnogo natØßeniØ. — Zap. na-

uqn. semin. POMI 221 (1995), 208–225.

5. V. G.Osmolovskiæ, Teorema suwestvovaniØ i toqnye rexeniØ v variaci-

onnoæ zadaqe o vysokotemperaturnyh fazovyh perehodah pri nulevom kofffficiente poverhnostnogo natØßeniØ. — Problemy matematiqeskogo

analiza. ˝ 15, SPb..

6. V. G. Osmolovski, The phase transition in mechanic of continuum me-

dia for big loading. — Math. Nachrichten (1996).

7. ˚. A. Roætberg, Z. G. Xeftel~, Teorema o diffeomorfizmah dlØ ffllipti-

qeskih sistem i ee priloßenie. — Matem. sb., 78, ˝ 3 (1969), 446–472.

8. �. Dßusti, Minimal~nye poverhnosti i funkcii ograniqennoæ variacii.

M, 1989.

9. L. V. Kantoroviq, G. P. Akilov, Funkcional~nyæ analiz. M, 1977. 10. V. G. Osmolovskiæ, Lineænye i nelineænye vozmuweniØ operatora div.

S.-Pb.

11. L. Nirenberg, Lekcii po nelineænomu funkcional~nomu analizu. M, 1977.

Osmolovski V. G. Free boundary surface bifurcation in the phase transition problem of elasticity.

The paper is concerned with the phase transition problem in elastic medium lying in one-parameter force field. The stability and bifurcation problem for interface between two phases is studied.

Postupilo 15 marta 1996 g. Sankt-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ Universitet