G. A. Seregin, T. N. Xilkin

REGUL˚RNOST^ MINIMA`ZEROV NEKOTORYH VARIACIONNYH ZADAQ TEORII PLASTIQNOSTI PosvØwaetsØ pamØti A. P. Oskolkova

RassmatrivaetsØ variacionnaØ zadaqa dlØ funkcionala, zavisØwego ot simmetriqnoæ qasti gradienta iskomoæ funkcii. PredpolagaetsØ, qto integrant zadaqi imeet stepennoæ rost s pokazatelem, men~xim dvuh. DokazyvaetsØ suwestvovanie summiruemyh vtoryh proizvodnyh rexeniØ vblizi ploskogo uqastka granicy. V dvumernom sluqae ustanovlena nepreryvnost~ po Gel~deru tenzorov deformaciæ i naprØßeniæ.

§1. Postanovka zadaqi

Oboznaqim qerez M^n_s prostranstvo vewestvennyh simmetriqnyh matric porØdka n so skalØrnym proizvedeniem σ : ε = σ_{ij}ε_{ij}, σ, ε ∈ M^n_s (zdes~ i dalee, esli ne ogovoreno protivnoe, podrazumevaetsØ summirovanie po povtorØ¸wimsØ latinskim indeksam, izmenØ- ¸wimsØ ot 1 do n.) Krome togo, my budem ispol~zovat~ sledu- ¸wie oboznaqeniØ: f · v = f_iv_i, |f| = (f_if_i)^{1/2}, f, v ∈ R^n, |ε| = (ε_{ij}ε_{ij} )^{1/2}, ε ∈ M^n_s , u ⊗ v = (u_iv_j ) i, j = 1, . . . , n. DannaØ rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke fonda International

Association for the Promotion of Cooperation with Scientists from the Independent States of the Former Soviet Union (INTAS) Ref. No. 94-1375. 270

REGUL˚RNOST^ MINIMA`ZEROV 271 Pust~ L : M^n_s → M^n_s – poloßitel~nyæ simmetriqnyæ lineænyæ operator, udovletvorØ¸wiæ neravenstvam

α_1|τ |^2 6 τ : Lτ 6 α_2|τ |^2, ∀τ ∈ M^n_s ,

s nekotorymi poloßitel~nymi postoØnnymi α_1 i α_2. Ispol~zuØ operator L, moßno vvesti na M^n_s normu

[τ ] = (τ : Lτ )^{1/2},

ffkvivalentnu¸ obyqnoæ evklidovoæ norme |τ |.

DlØ zadannoæ funkcii f ∈ L^p 0 (Ω; R^n), 1 < p < 2, p^′ =^p_{p − 1} (1.1)

rassmotrim variacionnu¸ zadaqu:

Naæti vektor-funkci¸ u ∈^∘W^1_p(Ω; R^n) taku¸, qto J(u) 6 J(v) ∀v ∈^∘W^1_p(Ω; R^n).

(1.2)

Zdes~ J(v) = ∫ Ω {g(ε(v)) − f · v}dx – funkcional zadaqi, a g : M^n_s → R_+ = {t ∈ R : t ¿ 0} – ee integrant, ime¸wiæ vid

g(τ ) = g_0([τ ]), τ ∈ M^n_s ,

gde qetnaØ funkciØ g_0 : R→ R_+ udovletvorØet usloviØm

• g_0 – funkciØ klassa C^1 na R, (1.3_1) • g^′_0 monotonno vozrastaet na R_+, (1.3_2) • g_0(0) = 0, g^′_0(0) = 0, (1.3_3)

• funkciØ t → g^′_0(t) nepreryvno differenciruema pri vseh t krome, byt~ moßet, toqek ± t_0. Pri t = t_0 suwestvu¸t levaØ i pravaØ proizvodnye (g^{′′}_0 )_−(t_0) i (g^{′′}_0 )_+(t_0). My budem (1.3_4) sqitat~, qto funkciØ t → g^′_0(t) v toqkah ± t_0 doopredelena znaqeniem (g^{′′}_0 )_+(t_0).

272 G. A. SEREGIN, T. N. XILKIN

• suwestvu¸t poloßitel~nye postoØnnye

ν_1 i ν_2 takie, qto

ν_1(1 + t^2)^p

�2_2 6 h_1(t) ≡ min ( g^{′′}_0 (t), g^′_0(t) t ) 6 6 h2(t) ≡ max^(g^{′′}_0 (t),^{g′0(t)}_t^) 6 (1.35)

6 ν2(1 + t^2)^{p�2}2 ,

ε(v) – tenzor malyh uprugoplastiqeskih deformaciæ, otveqa¸-

wiæ vektoru peremeweniæ v i ravnyæ simmetriqnoæ qasti ego gradienta: ε(v) = (ε_{ij}(v)), 2ε_{ij}(v) = v_{i,j} + v_{j,i}, v_{i,j} = ∂v_i ∂x_j , i, j = 1, . . . , n, L^p(Ω; R^n), W^l_p(Ω; R^n),^∘W^l_p(Ω; R^n) – izvestnye prostranstva Lebega

i Soboleva vektor-funkciæ iz Ω v R^n.

K variacionnym zadaqam vida (1.2) privoditsØ zadaqa o plosko-naprØßennom sostoØnii tonkih uprugo-plastiqeskih plastin iz nesßimaemogo materiala so stepennym uproqneniem.

Cel~¸ dannoæ raboty ØvlØetsØ issledovanie regulØrnosti minimaæzerov zadaqi (1.2) vblizi granicy. (VnutrennØØ regulØrnost~ izuqalas~ v rabote [1].) V naxem podhode suwestvennym momentom ØvlØetsØ ocenka vtoryh proizvodnyh vektora peremeweniæ vblizi granicy. V sluqae integrantov, zavisØwih ot simmetriqnoæ qasti gradienta iskomoæ funkcii i ime¸wih kvadratiqnyæ rost, sootvetstvu¸waØ W^2_2 -ocenka poluqaetsØ obyqnym obrazom. A imenno, snaqala oceniva¸tsØ proizvodnye tenzora deformaciæ vdol~ napravleniæ, kasatel~nyh k granice, dalee vse vtorye proizvodnye vektora peremeweniæ, soderßawie hotØ by odnu proizvodnu¸ po kakomu-libo kasatel~nomu napravleni¸ oceniva¸tsØ pri pomowi L^2-neravenstva Korna qerez kasatel~nye proizvodnye tenzora deformaciæ, i nakonec vtorye normal~nye proizvodnye vyraßa¸tsØ qerez ostal~nye iz uravneniæ �ælera, qto i zakanqivaet poluqenie trebuemoæ W^2_2 - ocenki.

K soßaleni¸, dlØ integrantov, ime¸wih nekvadratiqnyæ rost opisannaØ vyxe shema ocenki vtoryh proizvodnyh vblizi

REGUL˚RNOST^ MINIMA`ZEROV 273 granicy trebuet nekotoroæ modifikacii v toæ ee qasti, kotoraØ svØzana s ispol~zovaniem neravenstva Korna pri ocenke vtoryh proizvodnyh, soderßawih hotØ by odno kasatel~noe differencirovanie, qerez kasatel~nye proizvodnye tenzora deformaciæ.

§2. Formulirovka osnovnyh rezul~tatov Poskol~ku strogo vypuklyæ funkcional J koffrcitiven na refleksivnom prostranstve^∘W^1_p(Ω; R^n), zadaqa (1.2) imeet edinstvennoe rexenie, a neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie ffkstremuma imeet vid ∫ Ω σ : ε(v)dx = ∫ Ω f · v dx, ∀v ∈^∘W^1_p(Ω; R^n), (2.1) gde σ = ∂g ∂τ (ε(u)) = g^′_0([ε(u)]) [ε(u)] Lε(u). (2.2) Otmetim, qto σ ØvlØetsØ rexeniem variacionnoæ zadaqi, dvoæstvennoæ k zadaqe (1.2):

Naæti tenzor-funkci¸ σ ∈ Q_f taku¸, qto R(σ) ¿ R(τ ), ∀τ ∈ Q_f . (2.3)

Zdes~

Q_f = τ ∈ L^p 0 (Ω; M^n_s )|^∫_Ω τ : ε(v)dx =^∫_Ω f · vdx, ∀v ∈^∘W^1_p(Ω; R^n) ,

R(τ ) = − ∫ Ω g^∗(τ )dx, gde g^∗ : M^n_s → R – preobrazovanie ınga funkcii g: g^∗(τ ) = sup{τ : ε − g(ε)|ε ∈ M^n_s }. RexeniØ zadaq (1.2) i (2.3) svØzany sootnoxeniØmi dvoæstvennosti: ε(u) = ∂g^∗ ∂τ (σ). (2.4)

Bolee togo,

g^∗(τ ) = g^∗_0({τ }),

274 G. A. SEREGIN, T. N. XILKIN gde {τ } = (τ : L^{−1}τ )^{1/2}, a g^∗_0 (s) = sup{st − g(t)|t ∈ R} – preobrazovanie ınga funkcii g_0.

V nastoØweæ rabote my ograniqimsØ issledovaniem regulØrnosti zadaqi (1.2) vblizi ploskogo uqastka ∂_0Ω granicy ∂Ω. Oboznaqim qerez B_R(x_0) otkrytyæ xar v R^n s centrom v toqke x_0 radiusa R. DlØ toqek x_0 ∈ ∂_0Ω polagaem

B^+_R (x_0) = Ω ∩ B_R(x_0).

Naxim pervym rezul~tatom ØvlØetsØ

Teorema 2.1. Predpoloßim, qto vypolneny usloviØ (1.1), (1.3k),

k = 1, . . . , 5, i pust~ toqka x_0 ∈ ∂_0Ω i qislo R > 0 takovy, qto

B_{3R}(x_0) ∩ ∂Ω ⊂ ∂_0Ω.

Togda spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

ε(u) ∈ W^1_p (B^+_R (x_0), M^n_s ), σ ∈ W^1_2 (B^+_R (x_0); M^n_s ), (2.5)

i bolee togo, ∫ B+_R (x0)

(1 + |ε(u)|^2)^p

�2_2 |∇ε(u)|^2 < +∞, (2.6) ∫ B+_R (x0)

(1 + |ε(u)|^2)^2

�p_2 |∇σ|^2dx < +∞. (2.7)

DlØ togo, qtoby sformulirovat~ vtoroæ rezul~tat naxeæ raboty, napomnim opredelenie prostranstva Morri L^{q,μ}(Ω; R^n):

f ∈ L^{q,μ}(Ω) ⇐⇒ ‖f‖_Lq,μ_{(Ω)} ≡ sup x∈Ω 0<ρ<diam Ω ρ^{−μ} ∫ Ω∩B_ρ(x) |f|^qdy 1_q < ∞.

Qerez C^ν(Ω̄) oboznaqim prostranstvo funkciæ, nepreryvnyh po Gel~deru s pokazatelem ν na zamknutom mnoßestve Ω̄.

REGUL˚RNOST^ MINIMA`ZEROV 275

Teorema 2.2. Predpoloßim, qto n = 2 i vypolneny vse usloviØ

teoremy 2.1. Pust~ dopolnitel~no f ∈ L^p 0_{,μ} (Ω; R^2) (2.8)

s nekotorym μ > 0.

Togda suwestvuet qislo ν ∈ (0, 1) takoe, qto

ε(u), σ ∈ C^ν(B^+_R(x_0); M^2_s ).

Zameqanie 2.1. Rezul~taty teorem 2.1 i 2.2 verny dlØ vnu-

trennih podmnoßestv mnoßestva Ω i qast~ iz nih byla poluqena ranee v rabotah [1] i [2].

Zameqanie 2.2. Pri dokazatel~stve teoremy 2.2 my budem

sledovat~ sheme, predloßennoæ v rabote [2] dlØ issledovaniØ vnutrenneæ regulØrnosti v sluqae funkcionalov, ime¸wih

L log L-rost otnositel~no tenzora deformaciæ.

§3 Dokazatel~stvo teoremy 2.1 SleduØ [1–3] rassmotrim bilineænu¸ formu, zavisØwu¸ ot tenzornogo parametra τ ,

E(τ ; –, ε) = ( ∂^2g ∂τ^2 (τ )– ) : ε = = g^′_0([τ ])

[τ ] ε : L– + ( g^{′′}_0 ([τ ]) − g^′_0([τ ]) [τ ] ) – : Lτ ε : Lτ_{[τ ]2 .} Ona obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

|E(τ ; –, ε)|^2 6 E(τ ; –, –)E(τ ; ε, ε), (3.1)

α_−h_1(|τ |)|–|^2 6 E(τ ; –, –) 6 α_+h_2(|τ |)|–|^2 (3.2)

s nekotorymi poloßitel~nymi postoØnnymi α_− i α_+, zavisØwimi tol~ko ot α_1, α_2.

Opredelim komponenty vektora p(u) = (p_1(u), p_2(u), . . . , p_n(u)) sledu¸wim obrazom:

p_1(u) = σ_{,1} : ε(u_{,1}), p_2(u) = σ_{,2} : ε(u_{,2}) i t.d.

Iz sootnoxeniæ

σ_{,k} : – = E(ε(u); ε(u_{,k}), –), k = 1, 2, . . . , n (3.3)

276 G. A. SEREGIN, T. N. XILKIN s uqetom neravenstv (3.2) dlØ komponent p(u) poluqaem ocenki

ν_−r^{p−2}|ε(u_{,k})|^2 6 p_k(u) 6 ν_+r^{p−2}|ε(u_{,k})|^2, (3.4)

β_−r^{2−p}|σ_{,k}|^2 6 p_k(u) 6 β_+r^{2−p}|σ_{,k}|^2, k = 1, . . . , n. (3.5)

Zdes~ r = (1 + |ε(u)|^2)^{1/2}, ν_− = ν_1α_−, ν_+ = ν_2α_+, β_− =^1_{ν+} , β_+ = ν+ (ν�)^2 .

Rassmotrim regulØrizaci¸ zadaqi (1.2):

naæti vektor-funkci¸ u^δ ∈^∘W^1_2(Ω; R^n) taku¸, qto J^δ(u^δ) 6 J^δ(v) ∀v ∈^∘W^1_2(Ω; R^n),

(3.6)

gde J^δ(v) =^δ_2 ∫ Ω |ε(v)|^2dx + J(v). Zadaqa (3.6) takße imeet edin-

stvennoe rexenie dlØ l¸bogo δ > 0. Neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie ee ffkstremuma imeet vid ∫ Ω σ^δ : ε(v)dx = ∫ Ω f · v dx ∀v ∈^∘W^1_2(Ω; R^n), (3.7) gde σ^δ = δε(u^δ) + σ̄^δ, σ̄^δ = g^′_0([ε(u^δ)]) [ε(u^δ)]

Lε(u^δ ). (3.8)

Zadaqa (3.6) approksimiruet zadaqu (1.2) v sledu¸wem smysle (sm. [1]):

u^δ → u v L^q (Ω; R^n) ∀q < np n − p , ε(u^δ ) ⇀ ε(u) v L^p(Ω; M^n_s ), σ̄^δ ⇀ σ v L^p 0 (Ω; M^n_s ), δ ∫ Ω |ε(u^δ)|^2dx → 0 pri δ → 0. (3.9)

(Zdes~ simvoly → i ⇀ oboznaqa¸t sil~nu¸ i slabu¸ shodimosti sootvetstvenno.)

Otmetim, qto bilineænaØ forma zadaqi (3.6)

E^δ(τ ; –, ε) = δ– : ε + E(τ ; –, ε)

REGUL˚RNOST^ MINIMA`ZEROV 277 udovletvorØet sootnoxeniØm

|E^δ(τ ; –, ε)|^2 6 E^δ (τ ; –, –)E^δ(τ ; ε, ε), (3.10)

(δ + α_−h_1(|τ |))|–|^2 6 E^δ(τ ; –, –) 6 (δ + α_+h_2(|τ |))|–|^2, (3.11)

a dlØ komponent vektorov q^δ(u^δ) = (q^δ_1(u^δ), . . . , q^δ_n(u^δ )) i p^δ(u^δ ) =

(p^δ_1(u^δ), . . . , p^δ_n(u^δ)), opredelennyh kak

q^δ_1(u^δ ) = σ̄^δ_{,1} : ε(u^δ_{,1}), q^δ_2(u^δ) = σ̄^δ_{,2} : ε(u^δ_{,2}) i t.d. p^δ_k(u^δ) = δ|ε(u^δ_{,k})|^2 + q^δ_k(u^δ), k = 1, . . . , n, iz toßdestv

σ^δ_{,k} : – = E^δ (ε(u^δ); ε(u^δ_{,k}), –) k = 1, . . . , n, (3.12)

vyteka¸t ocenki

(δ + ν_−r^{p−2}_δ )|ε(u^δ_{,k})|^2 6 p^δ_k(u^δ) 6 (δ + ν_+r^{p−2}_δ )|ε(u^δ_{,k})|^2, (3.13)

β_−r^{2−p}_δ |σ̄^δ_{,k}|^2 6 q^δ_k(u^δ ) 6 β_+r^{2−p}_δ |σ̄^δ_{,k}|^2, k = 1, . . . , n, (3.14)

gde r_δ = (1 + |ε(u^δ)|^2)^{1/2}.

Ispol~zuØ tehniku koneqnyh raznosteæ moßno pokazat~, qto pri vypolnenii usloviæ teoremy 2.1

ε(u^δ) i σ^δ – funkcii klassa W^1_2 vblizi ∂_0Ω. (3.15)

Pofftomu my budem provodit~ dokazatel~stvo teoremy 2.1, sleduØ takomu planu: snaqala ustanovim ne zavisØwie ot parametra δ ocenki veliqiny ∫

B+_R (x0) σ^δ_{,k} : ε(u^δ_{,k})dx, (3.16) a zatem, ustremlØØ δ k nul¸, poluqim predel~nye ocenki (2.5), (2.6) i (2.7).

My naqnem dokazatel~stvo teoremy 2.1 s ocenki kasatel~nyh proizvodnyh vblizi granicy. Fiksiruem toqku x_0 ∈ ∂_0Ω i qislo

R > 0 kak togo trebuet teorema 2.1. Vyberem lokal~nu¸ sistemu

koordinat s centrom v toqke x_0 takim obrazom, qtoby vnexnØØ normal~ k ∂_0Ω byla sonapravlena s os~¸ x_n. DlØ udobstva primem ewe odno soglaxenie o summirovanii po povtorØ¸wimsØ greqeskim indeksam v predelah ot 1 do n − 1.

278 G. A. SEREGIN, T. N. XILKIN Pust~ φ ∈ C^∞_0 (B_{2R}(x_0)) – obyqnaØ sreza¸waØ funkciØ:

φ = 1 na B_R(x_0), 0 6 φ 6 1, |∇^kφ| 6

C_1 R^k , k = 1, 2, 3. (3.17)

Lemma 3.1. Pri vypolnenii usloviæ teoremy 1 verna ocenka ∫ B+2_R (x0)

φ^2σ^δ_{,α} : ε(u^δ_{,α})dx 6 C_2

s poloßitel~noæ postoØnnoæ C_2, ne zavisØweæ ot δ.

Dokazatel~stvo. Pust~ Ω^′ – oblast~ s gladkoæ graniceæ, takaØ, qto B^+_{2R} ≡ B^+_{2R}(x_0) ⊂ Ω^′ ⊂ Ω,

i pust~ w ∈^∘W^1_2(Ω^′; R^n) udovletvorØet integral~nomu toßdestvu ∫ Ω0 ε(w) : ε(v)dx = ∫ Ω0 f · v dx, ∀v ∈^∘W^1_2(Ω^′; R^n). (3.18)

Togda izvestno, qto w ∈ W^2_p0(Ω^′; R^n) i verna ocenka

‖w‖_W 2_p0_{(Ω}0_{;R}n_) 6 C_3‖f‖_p0_{,Ω}0. (3.19)

Iz (3.7), (3.15) i (3.18) vyteka¸t sootnoxeniØ ∫ B+2_R σ^δ_{,α} : ε(v)dx = ∫ B+2_R ε(w_{,α}) : ε(v)dx, ∀v ∈^∘W^1_2(B^+_{2R}; R^n), (3.20)

div σ^δ + f = 0 p.v. v Ω. (3.21)

PolagaØ v (3.20) v = φ^2u^δ_{,α}, poluqaem

I_1 := ∫ B+2_R φ^2σ^δ_{,α} : ε(u^δ_{,α})dx = J_1 + J_2 + J_3,

REGUL˚RNOST^ MINIMA`ZEROV 279 gde J_1 = − ∫ B+2_R σ^δ_{,α} : (u^δ_{,α} ⊗ ∇φ^2)dx,

J_2 = ∫ B+2_R φ^2ε(w_{,α}) : ε(u^δ_{,α})dx,

J_3 = ∫ B+2_R ε(w_{,α}) : (u^δ_{,α} ⊗ ∇φ^2)dx. Predstavim J_1 v vide

J_1 = J^′_1 + J^′_2, gde J^′_1 = −2 ∫ B+2_R σ^δ_{ij,α}ε_{iα}(u^δ )φ^2_{,j}dx,

J^{′′}_1 = ∫ B+2_R σ^δ_{ij,α}u^δ_{α,i}φ^2_{,j}dx.

DlØ togo, qtoby ocenit~ J^′_1, vvedem n − 1 matricu S^{(α)} = (S^{(α)}_{ij} ) =

(ε_{iα}(u^δ)φ_{,j} ). Togda s uqetom sootnoxeniæ (3.12), (3.10) i (3.11)

poluqim ocenku

J^′_1 = −4 ∫ B+2_R φσ^δ_{ij,α}S^{(α)}_{ij} 6

6 4I^{1/2}_1 ∫ B+2_R (δ + α_+h_2(|ε(u^δ)|)S^{(α)} : S^{(α)}dx 1/2 , iz kotoroæ vytekaet neravenstvo

J^′_1 6 C_4I^{1/2}_1 δ ∫ B+2_R |ε(u^δ)|^2dx + ∫ B+2_R r^p_δ dx 1/2 . (3.22)

Zdes~ postoØnnaØ C_4 ne zavisit ot δ.

280 G. A. SEREGIN, T. N. XILKIN

Zametim, qto v silu (3.9) vtoroæ mnoßitel~ v pravoæ qasti (3.22) ograniqen otnositel~no δ.

Dalee, vypolnØØ integrirovanie po qastØm v J^{′′}_1 i uqityvaØ kraevoe uslovie

u^δ = 0 na ∂Ω, (3.23)

poluqim

J^{′′}_1 = ∫ B+2_R σ^δ_{ij,i}u^δ_{α,α}φ^2_{,j} dx + ∫ B+2_R σ^δ_{ij,i}u^δ_αφ^2_{,jα}dx

+ ∫ B+2_R σ^δ_{ij}u^δ_{α,α}φ^2_{,ij}dx + ∫ B+2_R σ^δ_{ij}u^δ_αφ^2_{,ijα}dx.

Qtoby iskl¸qit~ σ^δ_{ij,i} v pervyh dvuh slagaemyh, vospol~zuemsØ uravneniØmi (3.21). Poluqim sootnoxenie

J^{′′}_1 = − ∫ B+2_R f_jε_{αα}(u^δ)φ^2_{,j} dx − ∫ B+2_R f_ju^δ_αφ^2_{,jα}dx

+ ∫ B+2_R σ^δ_{ij}ε_{αα}(u^δ )φ^2_{,ij}dx + ∫ B+2_R σ^δ_{ij}u^δ_αφ^2_{,ijα}dx.

Pri pomowi sootnoxeniæ (3.8) ustanavlivaem

J^{′′}_1 6 2 sup |∇φ| ∫ B+2_R |f|^p 0 dx 1/p0 ∫ B+2_R |ε(u^δ)|^pdx 1/p +

+ sup |∇^2φ^2| ∫ B+2_R |f|^p 0 dx 1/p0 ∫ B+2_R |u^δ|^pdx 1/p +

+ sup |∇^2φ^2|δ ∫ B+2_R |ε(u^δ)|^2dx+

REGUL˚RNOST^ MINIMA`ZEROV 281

+ sup |∇^2φ^2| ∫ B+2_R |σ̄^δ|^p 0 dx 1/p0 ∫ B+2_R |ε(u^δ)|^pdx 1/p +

+ sup |∇^3φ^2| δ ∫ B+2_R |ε(u^δ)|^2dx 1/p δ ∫ B+2_R |u^δ|^2dx 1/2 +

+ sup |∇^3φ^2| ∫ B+2_R |σ̄^δ|^p 0 dx 1/p0 ∫ B+2_R |u^δ|^pdx 1/p ,

(3.24)

otkuda soglasno (3.9) sleduet, qto J^{′′}_1 ograniqen otnositel~no δ pri δ → 0.

Pereædem k ocenke J_2. Po neravenstvu Gel~dera imeem ∫ B+2_R φ^p|ε(u^δ_{,k})|^pdx 6 ∫ B+2_R r^p_δ dx 2�p_2 ∫ B+2_R φ^2r^{p−2}_δ |ε(u^δ_{,k})|^2dx p 2 , (3.25) otkuda v silu (3.13), (3.14) i (3.19) vyteka¸t neravenstva

J_2 6 C_5‖f‖_p0_{,Ω}‖r_δ‖^2

�p_2 p,Ω I^{1/2}_1 (3.26)

s postoØnnoæ C_5, ne zavisØweæ ot δ.

Nakonec, pri ocenke J_3 vospol~zuemsØ sootnoxeniem (3.19) i

L^p-neravenstvom Korna (sm. [5]). Togda, prinimaØ vo vnimanie

kraevoe uslovie (3.23), poluqaem

J_3 6 2 sup |∇φ|‖∇ε(w)‖_p0_{,B}+_{2R} ‖∇u^δ‖_{p,B}+_{2R} 6 6 C6‖f‖p0,Ω‖ε(u^δ )‖_{p,B}+_{2R} ,^{(3.27)} gde postoØnnaØ C_6 ne zavisit ot δ.

Ob¨edinØØ (3.22), (3.24), (3.26), (3.27) i uqityvaØ (3.9) vyvodim ocenku

I_1 6 C_7I^{1/2}_1 + C_8

s postoØnnymi C_7 i C_8, ne zavisØwimi ot δ. Lemma 1 dokazana.

Pereædem k ocenke normal~nyh proizvodnyh v (3.16).

282 G. A. SEREGIN, T. N. XILKIN

Lemma 3.2. Pri vypolnenii usloviæ teoremy 1 verna ocenka ∫ B+2_R φ^2σ^δ_{,n} : ε(u^δ_{,n})dx 6 C_9

s poloßitel~noæ postoØnnoæ C_9, ne zavisØweæ ot δ. (Zdes~ i dalee my ne predpolagaem summirovanie po n.)

Dokazatel~stvo. Rassmotrim vyraßenie

I_2 := ∫ B+2_R φ^2σ^δ_{,n} : ε(u^δ_{,n})dx = S_1 + S_2 + S_3, gde S_1 = ∫ B+2_R φ^2σ^δ_{αβ,n}ε_{αβ}(u^δ_{,n})dx,

S_2 = 2 ∫ B+2_R φ^2σ^δ_{αn,n}ε_{αn}(u^δ_{,n})dx,

S_3 = ∫ B+2_R φ^2σ^δ_{nn,n}ε_{nn}(u^δ_{,n}). Naqnem s ocenki S_2. Vyrazim σ^δ_{αn,n} iz uravneniæ (3.21): σ^δ_{αn,n} = −f_α − σ^δ_{αβ,β} p.v. v Ω. Togda s uqetom (3.8) i (3.25) poluqim

S_2 6 62 ∫ B+2_R |f|^p 0 dx 1/p0 ∫ B+2_R r^p_δ dx 2�p_{2p} ∫ B+2_R φ^2r^{p−2}_δ |ε(u^δ_{,n})|^2dx 1/2 +

+2 δ ∫ B+2_R φ^2ε(u^δ_{,β}) : ε(u^δ_{,β} )dx 1/2 δ ∫ B+2_R φ^2|ε(u^δ_{,n})|^2dx 1/2 +

+2 ∫ B+2_R φ^2r^{2−p}_δ σ̄^δ_{,β} : σ̄^δ_{,β}dx 1/2 ∫ B+2_R φ^2r^{p−2}_δ |ε(u^δ_{,n})|^2dx 1/2 .

REGUL˚RNOST^ MINIMA`ZEROV 283 PrinimaØ vo vnimanie sootnoxeniØ (3.13), (3.14) i (3.9), prihodim k ocenke

S_2 6 C_{10}I^{1/2}_2 + C_{11}I^{1/2}_1 I^{1/2}_2 ,

gde postoØnnye C_{10} i C_{11} ne zavisØt ot δ.

Analogiqno ocenivaetsØ S_3. Pereædem k ocenke S_1:

S_1 = 1 2 ∫ B+2_R φ^2σ^δ_{αβ,n}(u^δ_{α,βn} + u^δ_{β,αn}) = S^′_1 + S^{′′}_1 ,

gde S^′_1 = ∫ B+2_R φ^2σ^δ_{αβ,n}(ε_{αn}(u^δ_{,β}) + ε_{βn}(u^δ_{,α}))dx,

S^{′′}_1 = − ∫ B+2_R φ^2σ^δ_{αβ,n}u^δ_{n,αβ}dx.

DlØ S^′_1 spravedlivy sledu¸wie neravenstva

S^′_1 6 2 δ ∫ B+2_R φ^2|ε(u^δ_{,n})|^2dx 1/2 δ ∫ B+2_R φ^2ε(u^δ_{,α}) : ε(u^δ_{,α})dx 1/2 +

+ 2 ∫ B+2_R φ^2r^{2−p}_δ |σ̄^δ_{,n}|^2dx 1/2 ∫ B+2_R φ^2r^{p−2}_δ ε(u^δ_{,α}) : ε(u^δ_{,α})dx 1/2 6 6 C12I^{1/2}_1 I^{1/2}_{1 (3.28)}

s poloßitel~noæ postoØnnoæ C_{12}, ne zavisØweæ ot δ. VypolnØØ integrirovanie po qastØm i pol~zuØs~ kraevym usloviem (3.23), privedem S^{′′}_1 k vidu

S^{′′}_1 = A_1 + A_2 + A_3,

284 G. A. SEREGIN, T. N. XILKIN gde A_1 = − ∫ B+2_R φ^2σ^δ_{αβ,β}ε_{nn}(u^δ_{,α})dx,

A_2 = ∫ B+2_R φ^2_{,β} σ^δ_{αβ,n}u^δ_{n,α}dx,

A_3 = − ∫ B+2_R φ^2_{,n}σ^δ_{αβ,β}u^δ_{n,α}dx.

A_1 ocenivaetsØ s uqetom (3.8), (3.13) i (3.14)

A_1 6 δ ∫ B+2_R φ^2ε(u^δ_{,α}) : ε(u^δ_{,α})dx+

+ ∫ B+2_R φ^2r^{2−p}_δ σ̄^δ_{,β} : σ̄^δ_{,β}dx 1/2 ∫ B+2_R φ^2r^{p−2}_δ ε(u^δ_{,α}) : ε(u^δ_{,α})dx 1/2 6 6 C13I1,_{(3.29)}

gde postoØnnaØ C_{13} ne zavisit ot δ. A_2 preobrazuetsØ pri pomowi (3.8) i integrirovaniØ po qastØm.

A_2 =− ∫ B+2_R φ^2_{,βn}σ^δ_{αβ}u^δ_{n,α}dx − ∫ B+2_R φ^2_{,β} σ^δ_{αβ}ε_{nn}(u^δ_{,α})dx 6

6sup |∇^2φ^2| δ ∫ B+2_R |ε(u^δ)|^2dx 1/2 δ ∫ B+2_R |∇u^δ|^2dx 1/2 +

+ sup |∇^2φ^2| ∫ B+2_R |σ̄^δ|^p 0 dx 1/p0 ∫ B+2_R |∇u^δ|^pdx 1/p +

REGUL˚RNOST^ MINIMA`ZEROV 285 +2 sup |∇φ| δ ∫ B+2_R |ε(u^δ)|^2dx 1/2 δ ∫ B+2_R φ^2ε(u^δ_{,α}) : ε(u^δ_{,α})dx 1/2 +

+2 sup |∇φ| ∫ B+2_R |σ̄^δ|^p 0 dx 1/p0 ∫ B+2_R r^p_δ dx 2�p_{2p} ×

× ∫ B+2_R φ^2r^{2−p}_δ ε(u^δ_{,α}) : ε(u^δ_{,α}) 1/2

Kraevoe uslovie (3.23) pozvolØet ispol~zovat~ L^2- i L^p-nera-venstva Korna dlØ ocenki qlenov, soderßawih ∇u^δ: ∫ B+2_R |∇u^δ|^qdx 6 C_{14} ∫ B+2_R |ε(u^δ)|^qdx, q = 2 ili p. (3.30)

UqityvaØ (3.9), (3.13), (3.14), (3.30) prihodim k sootnoxeni¸

A_2 6 C_{15}I^{1/2}_1 + C_{16} (3.31)

s postoØnnymi C_{15} i C_{16}, ne zavisØwimi ot δ.

DlØ togo, qtoby ocenit~ A_3 vyrazim σ^δ_{αβ,β} iz uravneniæ (3.21). Poluqim toßdestvo

A_3 = ∫ B+2_R φ^2_{,n}f_αu^δ_{n,α}dx + ∫ B+2_R φ^2_{,n}σ^δ_{αn,n}u^δ_{n,α}dx.

VypolnØØ integrirovanie po qastØm vo vtorom slagaemom, ustanavlivaem

A_3 = ∫ B+2_R φ^2_{,n}f_αu^δ_{n,α}dx − ∫ B+2_R φ^2_{,nn}σ^δ_{αn}u^δ_{n,α}dx−

− ∫ B+2_R φ^2_{,n}σ^δ_{αn}ε_{nn}(u^δ_{,α})dx.

286 G. A. SEREGIN, T. N. XILKIN SootnoxeniØ (3.8), (3.25) da¸t

A_3 62 sup |∇φ| ∫ B+2_R |f|^p 0 dx 1/p0 ∫ B+2_R |∇u^δ|^pdx 1/p +

+ sup |∇^2φ^2| δ ∫ B+2_R |ε(u^δ)|^2dx 1/2 δ ∫ B+2_R |∇u^δ|^2dx 1/2 +

+ sup |∇^2φ^2| ∫ B+2_R |σ̄^δ|^p 0 dx 1/p0 ∫ B+2_R |∇u^δ|^pdx 1/p +

+2 sup |∇φ| δ ∫ B+2_R |ε(u^δ)|^2dx 1/2 δ ∫ B+2_R φ^2ε(u^δ_{,α}) : ε(u^δ_{,α})dx 1/2 +

+2 sup |∇φ| ∫ B+2_R |σ̄^δ|^p 0 dx 1/p0 ∫ B+2_R r^p_δ dx 2�p_{2p} ×

× ∫ B+2_R φ^2r^{p−2}_δ ε(u^δ_{,α}) : ε(u^δ_{,α})dx 1/2

Vnov~ pol~zuØs~ L^2- i L^p-neravenstvami Korna (3.30) dlØ ocenki qlenov, soderßawih ∇u^δ, uqityvaØ shodimosti (3.9) i sootnoxeniØ (3.13), (3.14) prihodim k ocenke

A_3 6 C_{17}I^{1/2}_1 + C_{18},

gde postoØnnye C_{17} i C_{18} ne zavisØt ot δ.

Ob¨edinØØ posledn¸¸ ocenku s neravenstvami (3.29), (3.31) i ocenkami dlØ S_2 i S_3, zaverxaem dokazatel~stvo lemmy 3.2.

UtverßdeniØ lemm 3.1 i 3.2 i sootnoxeniØ (3.13), (3.14) i (3.25) vlekut za soboæ ograniqennost~ otnositel~no δ norm

REGUL˚RNOST^ MINIMA`ZEROV 287

‖∇σ^δ‖_{2,B}+_R i ‖∇ε(u^δ)‖_{p,B}+_R . PerehodØ k podposledovatel~nosti po

δ iz (3.9) zakl¸qaem, qto

σ^δ ⇀ σ v W^1_2 (B^+_R ; M^n_s ),

ε(u^δ ) ⇀ ε(u) v W^1_p (B^+_R ; M^n_s ),

ε(u^δ ) → ε(u) v L^q (B^+_R ; M^n_s ) ∀q < np n − p , ε(u^δ ) → ε(u) p.v. v B^+_R .

(3.32)

V qastnosti, spravedlivy utverßdeniØ (2.5).

Pereædem k dokazatel~stvu (2.6), (2.7). Iz lemm 3.1, 3.2 i sootnoxeniæ (3.4) vytekaet ocenka ∫ B+_R r^{p−2}_δ |∇ε(u^δ)|^2dx 6 C_{19} (3.33)

s postoØnnoæ C_{19}, ne zavisØweæ ot δ.

My dokaßem (2.6), (2.7), osuwestviv predel~nyæ perehod po δ v (3.33), sleduØ sheme, predloßennoæ v [4] dlØ dokazatel~stva suwestvovaniØ minimaæzerov vypuklyh variacionnyh funkcionalov.

Iz (3.32) po teoreme Egorova poluqim, qto dlØ vsØkogo ρ > 0 naædetsØ mnoßestvo E_ρ ⊂ B^+_R , na kotorom posledovatel~nost~

ε(u^δ) shoditsØ k ε(u) ravnomerno, priqem

meas (B^+_R \ E_ρ) < ρ.

Krome togo, oboznaqim E^N = {x ∈ B^+_R : |∇ε(u)(x)| 6 N }, E^N_ρ = E^N ∩ E_ρ.

Poskol~ku ∫ E^N_ρ r^{p−2}_δ |∇ε(u^δ)|^2dx − ∫ E^N_ρ r^{p−2}|∇ε(u)|^2dx ¿ ¿ 2^∫ E^N_ρ r^{p−2}_δ ε(u_{,k}) : (ε(u^δ_{,k}) − ε(u_{,k}))dx+

+ ∫ E^N_ρ (r^{p−2}_δ − r^{p−2})|∇ε(u)|^2dx, (3.34)

288 G. A. SEREGIN, T. N. XILKIN i pravaØ qast~ (3.34) v silu (3.32) stremitsØ k nul¸ pri δ → 0, poluqim neravenstvo ∫ E^N_ρ r^{p−2}|∇ε(u)|^2dx 6 lim_{δ→0} ∫ B+_R r^{p−2}_δ |∇ε(u^δ)|^2dx 6 C_{19}. (3.35)

Tak kak na mnoßestve E^N r^{p−2}|∇ε(u)|^2 6 N^2, to perehodØ k predelu po ρ, imeem sootnoxenie ∫ E^N r^{p−2}|∇ε(u)|^2dx = lim_{ρ→0} ∫ E^N_ρ r^{p−2}|∇ε(u)|^2dx. UstremlØØ N k beskoneqnosti, poluqim iz (3.35) utverßdenie (2.6) i neravenstvo ∫ B+_R r^{p−2}|∇ε(u)|^2dx 6 lim_{δ→0} ∫ B+_R r^{p−2}_δ |∇ε(u^δ)|^2dx. (3.36) Sootnoxenie (2.7) vytekaet teper~ iz (3.4), (3.5). Teorema 2.1 dokazana.

§4. Dokazatel~stvo teoremy 2.2

Rassmotrim oblast~ s gladkoæ graniceæ Ω_0 ⊂ Ω taku¸, qto

∂_1Ω ≡ Ω̄_0 ∩ ∂Ω ⊂ ∂_0Ω.

Otmetim, qto iz rezul~tatov raboty [1] i teoremy 2.1 vytekaet, qto ε(u) ∈ W^1_p (Ω_0; M^2_s ), σ ∈ W^1_2 (Ω_0; M^2_s ).

Pust~ 3R_0 < dist{Ω̄_0, ∂Ω\∂_0Ω}. Togda proizvol~nye toqka x_0 ∈ ∂_1Ω i qislo R < R_0 udovletvorØ¸t usloviØm teoremy 2.2. Vyberem lokal~nu¸ sistemu koordinat s centrom v toqke x_0 takim obrazom, qtoby vnexnØØ normal~ k ∂_0Ω byla sonapravlena s os~¸ x_n. Oboznaqim

p_0(u) = p_1(u) + p_2(u),

gde p_1(u) = σ_{,1} : ε(u_{,1}), p_2(u) = σ_{,2} : ε(u_{,2}). DlØ toqek x_0 ∈ ∂_1Ω i

R < R_0 polagaem

T^+_R (x_0) = B^+_{2R}(x_0) \ B^+_R (x_0).

Imeet mesto sledu¸waØ

REGUL˚RNOST^ MINIMA`ZEROV 289

Lemma 4.1. Pri vypolnenii usloviæ teoremy 2.2 spravedliva

ocenka ∫ B+_R (x0)

p_0(u)dx 6

6^{C20}_R ∫ T +_R (x0) p_0(u)dx 1/2 ∫ T +_R (x0) √ r^{2−p}p_0(u)dx + C_{21}R^{μ/p} 0 , ∀x_0 ∈ ∂_1Ω, ∀R < R_0,

(4.1)

s postoØnnymi C_{20} i C_{21}, ne zavisØwimi ot R i x_0.

Dokazatel~stvo. Pust~ ω – vypuklaØ oblast~ s gladkoæ grani-

ceæ, takaØ, qto

B^+_{32} (0) ⊂ ω ⊂ B^+_2 (0).

Oboznaqim qerez ω_R ≡ ω_R(x_0) oblast~, kotoraØ poluqaetsØ iz ω v rezul~tate sdviga i preobrazovaniØ podobiØ sledu¸wim obrazom:

ω_R = { x ∈ R^2 :^{x − x0}_R ∈ ω^} .

Dalee, vvedem funkci¸

f̃^R (y) = R^2f(x_0 + Ry), y ∈ ω

i naædem vektor peremeweniæ w̃^R ∈^∘W^1_2(ω; R^2), udovletvorØ¸wiæ variacionnomu toßdestvu ∫ ω ε(w̃^R) : ε(ṽ)dy = ∫ ω f̃^R · ṽ dy, ∀ṽ ∈^∘W^1_2(ω; R^2). (4.2)

Izvestno, qto takaØ funkciØ w̃^R suwestvuet i, bolee togo,

w̃^R ∈ W^2_p0(ω; R^2), (4.3)

‖∇^2_yw̃^R‖_p0_{,ω} 6 C_{22}‖f̃^R‖_p0_{,ω} (4.4)

s postoØnnoæ C_{22}, zavisØweæ tol~ko ot p^′ i ω.

290 G. A. SEREGIN, T. N. XILKIN

Polagaem teper~

w^R(x) = w̃^R ( x − x_0 R ) , x ∈ ω_R. Togda posle zameny peremennyh v (4.2), (4.3), (4.4) poluqaem ∫ ω_R ε(w^R) : ε(v)dx = ∫ ω_R f · v dx ∀v ∈^∘W^1_2(ω_R, R^2), (4.5)

w^R ∈ W^2_p0(ω_R; R^2), (4.6) ‖∇^2_xw^R‖_p0_{,ωR} 6 C_{22}‖f‖_p0_{,ωR} . (4.7)

Iz teoremy 2.1, a takße iz (3.7), (4.5) vyteka¸t sootnoxeniØ ∫ B+2_R σ^δ_{,1} : ε(v)dx = ∫ B+2_R ε(w^R_{,1}) : ε(v)dx, ∀v ∈^∘W^1_2(ω_R, R^2) (4.8)

div σ + f = 0 p.v. v Ω, (4.9)

gde B^+_{2R} ≡ B^+_{2R}(x_0).

Rassmotrim sreza¸wu¸ funkci¸

φ ∈ C^∞_0 (B 3_2 (0)),

taku¸ qto

φ ≡ 1 na B_1(0), 0 6 φ 6 1.

Opredelim funkci¸ φ_R sledu¸wim obrazom:

φ_R(x) = φ ( x − x_0 R ) , x ∈ ω_R. Togda φ_R udovletvorØet usloviØm

φ_R ≡ 1 na B_R(x_0), 0 6 φ_R 6 1, |∇φ_R| 6

C_{23} R , (4.10) s postoØnnoæ C_{23}, ne zavisØweæ ot R i x_0.

PolagaØ v (4.8) v = φ^2_Ru^δ_{,1}, poluqim sootnoxenie ∫ B+2_R φ^2_Rσ^δ_{,1} : ε(u^δ_{,1})dx = − ∫ T +_R σ^δ_{,1} : (u^δ_{,1} ⊗ ∇φ^2_R)dx+

+ ∫ B+2_R φ^2_Rε(w^R_{,1}) : ε(u^δ_{,1})dx + ∫ B+2_R ε(w^R_{,1}) : (u^δ_{,1} ⊗ ∇φ^2_R)dx (4.11)

REGUL˚RNOST^ MINIMA`ZEROV 291 Ispol~zuØ (3.4), (3.13), (3.32) i rassußdaØ tak ße, kak i pri vyvode sootnoxeniØ (3.36), prihodim k ocenke ∫ B+2_R φ^2_Rσ_{,1} : ε(u_{,1})dx 6 ν_+ ν_− lim_{δ→0} ∫ B+2_R φ^2_Rσ^δ_{,1} : ε(u^δ_{,1})dx.

UstremlØØ δ k nul¸ v (4.11) i uqityvaØ, qto v silu (3.32) pravaØ qast~ (4.11) imeet predel, poluqim neravenstvo

I_1 := ∫ B+2_R φ^2_Rp_1(u)dx 6 ν_+ ν_− (J_1 + J_2 + J_3), gde J_1 = − ∫ T +_R σ_{,1} : (u_{,1} ⊗ ∇φ^2_R)dx,

J_2 = ∫ B+2_R φ^2_Rε(w^R_{,1}) : ε(u_{,1})dx,

J_3 = ∫ B+2_R ε(w^R_{,1}) : (u_{,1} ⊗ ∇φ^2_R)dx.

DlØ J_1 v silu (3.1), (3.2), (3.3), (4.10) imeet mesto ocenka

J_1 6 2 √ ν_+ sup |∇φ_R| ∫ T +_R σ_{,1} : ε(u_{,1})dx 1/2 ∫ T +_R |u_{,1}|^2dx 1/2 6

6^{2√ν+ C23}_R ∫ T +_R p_1(u)dx 1/2 ∫ T +_R |u_{,1}|^2dx 1/2 . Kraevoe uslovie

u = 0 na ∂Ω (4.12)

pozvolØet ispol~zovat~ neravenstvo tipa Gal~Ørdo, kotoroe v sluqae dvumernyh oblasteæ moßet byt~ zapisano v vide ∫ T +_R |u_{,1}|^2dx 1/2 6 C24^∫ T +_R |ε(u_{,1})|dx, (4.13)

292 G. A. SEREGIN, T. N. XILKIN

gde postoØnnaØ C_{24} ne zavisit ot R i x_0.

Iz (3.4) sleduet, qto |ε(u_{,1})| 6 1 √ν_− √ r^{2−p}p_1(u). (4.14)

Takim obrazom, dlØ J_1 imeetsØ ocenka

J_1 6

C_{25} R ∫ T +_R p_1(u)dx 1/2 ∫ T +_R √ r^{2−p}p_1(u) dx, (4.15)

gde C_{25} = 2 √_{ν+} ν� C^{23}C^{24}.

DlØ J_2 s uqetom (4.7), (2.8) ime¸t mesto neravenstva

J_2 6 ∫ ω_R |ε(w^R_{,1})|^p 0 dx 1/p0 ∫ B+2_R |ε(u_{,1})|^pdx 1/p 6

6 C22 ∫ B+2_R |f|^p 0 dx 1/p0 ∫ B+2_R |ε(u_{,1})|^pdx 1/p 6 6 (2R)^{μp0} C22‖f‖_Lp0 ,μ_{(Ω;R}2_)‖∇ε(u)‖p,Ω_0.

(4.16)

Analogiqno, dlØ J_3 iz (4.10), (4.7) sleduet ocenka

J_3 6 2 sup |∇φ_R | ∫ ω_R |ε(w^R_{,1})|^p 0 dx 1/p0 ∫ B+2_R |u_{,1}|^pdx 1/p 6

6^{2C23}_R C22 ∫ B+2_R |f|^p 0 dx 1/p0 ∫ B+2_R |u_{,1}|^pdx 1/p . Iz neravenstv Puankare i Korna s uqetom (4.12) vytekaet sootnoxenie ∫ B+2_R |u_{,1}|^pdx 1/p 6 C26R ∫ B+2_R |ε(u_{,1})|^pdx 1/p , (4.17)

REGUL˚RNOST^ MINIMA`ZEROV 293 v kotorom postoØnnaØ C_{26} zavisit tol~ko ot p. V itoge dlØ J_3 poluqim ocenku

J_3 6 C_{27}R^{μp}0 ‖f‖_Lp0 ,μ_{(Ω;R}2_)‖∇ε(u)‖_{p,Ω0} , (4.18)

gde C_{27} = 2^{μp}0^{+1}C_{22}C_{23}C_{26}. Ob¨edinØØ ocenki (4.15), (4.16), (4.18) poluqim ∫ B+2_R φ^2_Rp_1(u)dx 6

C_{28} R ∫ T +_R p_1(u)dx 1/2 ∫ T +_R √ r^{2−p}p_1(u) dx + C_{29}R^{μp}0 ,

(4.19) s postoØnnymi C_{28} i C_{29}, ne zavisØwimi ot R i x_0.

Pereædem k ocenke p_2(u).

I_2 := ∫ B+2_R φ^2_Rp_2(u)dx = S_1 + S_2 + S_3,

gde S_1 = ∫ B+2_R φ^2_Rσ_{11,2}ε_{11}(u_{,2})dx,

S_2 = 2 ∫ B+2_R φ^2_Rσ_{12,2}ε_{12}(u_{,2})dx,

S_3 = ∫ B+2_R φ^2_Rσ_{22,2}ε_{22}(u_{,2})dx.

Naqnem s ocenki S_2. Vyrazim σ_{12,2} iz uravneniæ (4.9):

σ_{12,2} = −f_1 − σ_{11,1} p.v. v Ω.

294 G. A. SEREGIN, T. N. XILKIN Togda s uqetom (3.4), (3.5), poluqim

S_2 6 2 ∫ B+2_R |f|^p 0 dx 1/p0 ∫ B+2_R |ε(u_{,2})|^pdx 1/p +

+ 2 ∫ B+2_R φ^2_Rr^{2−p}|σ_{,1}|^2dx 1/2 ∫ B+2_R φ^2_Rr^{p−2}|ε(u_{,2})|^2dx 1/2 6 6 2(2R)^{μp0} ‖f‖_Lp0,μ_{(Ω;R}2_)‖∇ε(u)‖p.Ω_0 + C30I^{1/2}_1 I^{1/2}_2 ,

gde C_{30} = 2 √_{ν+} ν� .

S_3 ocenivaetsØ analogiqnym obrazom.

Poskol~ku iz teoremy 2.1 sleduet, qto

u_{2,11} = 2ε_{12}(u_{,1}) − ε_{11}(u_{,2}) p.v. v B^+_{2R},

to dlØ S_1 imeet mesto sledu¸wee predstavlenie:

S_1 = S^′_1 + S^{′′}_2 , gde S^′_1 = 2 ∫ B+2_R φ^2_Rσ_{11,2}ε_{12}(u_{,1})dx,

S^{′′}_1 = − ∫ B+2_R φ^2_Rσ_{11,2}u_{2,11}dx.

DlØ S^′_1 v silu (3.4), (3.5) spravedlivy neravenstva

S^′_1 6 2 ∫ B+2_R φ^2_Rr^{2−p}|σ_{,2}|^2dx 1/2 ∫ B+2_R φ^2_Rr^{p−2}|ε(u_{,1})|^2dx 6 6 C30I^{1/2}_1 I^{1/2}_2 .

(4.20)

VypolnØØ integrirovanie po qastØm i pol~zuØs~ (4.12), privedem S^{′′}_1 k vidu

S^{′′}_1 = A_1 + A_2,

REGUL˚RNOST^ MINIMA`ZEROV 295 gde A_1 = − ∫ B+2_R φ^2_Rσ_{11,1}ε_{22}(u_{,1})dx,

A_2 = ∫ T +_R (φ^2_{R,1}σ_{11,2} − φ^2_{R,2}σ_{11,1})u_{2,1}dx.

A_1 ocenivaetsØ s uqetom (3.4), (3.5)

A_1 6 ∫ B+2_R φ^2_Rr^{2−p}|σ_{,1}|^2dx 1/2 ∫ B+2_R φ^2_Rr^{p−2}|ε(u_{,1})|^2dx 1/2 6 C30I1. (4.21) DlØ A_2 spravedlivy sootnoxeniØ

A_2 6 2 sup |∇φ_R| ∫ T +_R (|σ_{,1}|^2 + |σ_{,2}|^2)dx 1/2 ∫ T +_R |u_{,1}|^2dx 1/2

Poskol~ku iz (3.5) vytekaet, qto

|σ_{,k}|^2 6 ν_+p_k(u), k = 1, 2, (4.22)

to dlØ A_2 s uqetom (4.13) imeem ocenku

A_2 6 2√ν_+ R C_{23}C_{24} ∫ T +_R p_0(u)dx 1/2 ∫ T +_R |ε(u_{,1})|dx. Vnov~ ispol~zuØ (4.14), okonqatel~no poluqim

A_2 6

C_{25} R ∫ T +_R p_0(u)dx 1/2 ∫ T +_R √ r^{2−p}p_1(u) dx. (4.23)

Ob¨edinØØ (4.20), (4.21), (4.23) s ocenkami dlØ S_2 i S_3 i skladyvaØ poluqennyæ rezul~tat s neravenstvami (4.19), zaverxaem dokazatel~stvo lemmy 4.1.

Putem vneseniØ neznaqitel~nyh izmeneniæ v dokazatel~stvo lemmy 4.1 iz [2] moßno poluqit~ sledu¸wu¸ lemmu:

296 G. A. SEREGIN, T. N. XILKIN

Lemma 4.2. Predpoloßim, qto funkcii H ∈ L^2(Ω0) i h ∈ W^1_2 (Ω0)

udovletvorØ¸t ocenke ∫ B+_R (x0)

H^2dx 6

C_{31} R ∫ T +_R (x0) H^2dx 1/2 ∫ T +_R (x0) |hH|dx + C_{32}R^γ

s nekotorym poloßitel~nym γ dlØ vseh toqek x_0 ∈ ∂_1Ω i vseh R < R_0. Togda dlØ l¸bogo q ¿ 1 naædetsØ poloßitel~naØ postoØnnaØ C_{33}, zavisØwaØ tol~ko ot q, ‖h‖_W 1_{2 (Ω0)}, ‖H‖_L2_{(Ω0)}, C_{31}, C_{32}, γ i R_0, takaØ qto ∫ B+_R (x0)

H^2dx 6

C_{33} ( log_2^{2R0}_R

)_q , ∀x_0 ∈ ∂_1Ω, ∀R < R_0.

Iz teoremy 2.1 i lemmy 4.1 vytekaet, qto dlØ funkciæ H = √ p_0(u), h = r^2

�p_2 i γ = μp_′ vypolneny vse usloviØ lemmy 4.2. Sledovatel~no, dlØ nekotorogo q > 2 naædetsØ postoØnnaØ C_{34}, takaØ qto spravedliva ocenka ∫ B+_R (x0)

p_0(u)dx 6

C_{34} ( log_2^{2R0}_R

)_q , ∀x_0 ∈ ∂_1Ω, ∀R < R_0.

Iz rezul~tatov raboty [2] sleduet, qto analogiqnaØ ocenka imeet mesto i dlØ vnutrennih toqek oblasti Ω, t.e. ∫ B_R(x0)∩Ω0

p_0(u)dx 6

C_{34} ( log_2^{2R0}_R

)_q , ∀x_0 ∈ Ω̄_0, ∀R < R_0.

Iz (4.22) vytekaet, qto dlØ σ ∈ W^1_2 (Ω_0, M^2_s ) vypolneny usloviØ sledu¸wego priznaka nepreryvnosti funkcii, spravedlivogo dlØ dvumernyh oblasteæ (sm. [6]):

Lemma 4.3. Pust~ dlØ funkcii g ∈ W^1_2 (Ω0) spravedliva ocenka ∫ B_R (x0)∩Ω0 |∇g|^2dx 6 C_{34} ( log_2^{2R0}_R )_q

REGUL˚RNOST^ MINIMA`ZEROV 297

s nekotorym q > 2 dlØ vseh x_0 ∈ Ω_0 i vseh R < R_0. Togda

g ∈ C^0(Ω̄_0).

Po lemme 4.3 poluqaem, qto σ ∈ C^0(Ω̄_0; M^2_s ), i v silu sootnoxeniæ dvoæstvennosti (2.4) ε(u) ∈ C^0(Ω̄_0; M^2_s ). Togda iz (4.1) vytekaet ocenka ∫ B+_R p_0(u)dx 6 C_{35} ∫ T +_R p_0(u)dx + C_{21}R^{μp}0 ,

gde C_{35} = C_{20} sup_{Ω̄0} (1 + |ε(u)|^2)^2�^p2 .

Iz poslednego sootnoxeniØ sleduet neravenstvo ∫ B+_R p_0(u)dx 6 θ ∫ B+2_R p_0(u)dx + C_{36}R^{μp}0 (4.24)

s postoØnnymi θ =^{C35}_{1+C35} < 1 i C_{36} =^{C21}_{1+C35} . Pri pomowi iteraciæ iz (4.24) moßno poluqit~, qto suwestvu¸t poloßitel~nye postoØnnye ν, C_{37} i ρ_0, zavisØwie tol~ko ot θ, μ, p^′, C_{36}, R_0, takie qto spravedliva ocenka ∫ B_ρ(x0)

p_0(u)dx 6 C_{37}ρ^{2ν} , ∀ρ < ρ_0, ∀x_0 ∈ ∂_1Ω.

Iz rezul~tatov raboty [2] vytekaet, qto analogiqnaØ ocenka imeet mesto i dlØ vnutrennih toqek oblasti Ω, t.e. ∫ B+_ρ (x0)∩Ω0

p_0(u)dx 6 C_{37}ρ^{2ν} , ∀ρ < ρ_0, ∀x_0 ∈ Ω_0.

V silu priznaka Morri nepreryvnosti funkcii po Gel~deru, s uqetom (4.22) poluqim, qto

σ ∈ C^ν (Ω̄_0; M^2_s ).

Iz sootnoxeniæ dvoæstvennosti (2.4) teper~ sleduet, qto

ε(u) ∈ C^ν(Ω̄_0; M^2_s ).

Teorema 2.2 dokazana.

298 G. A. SEREGIN, T. N. XILKIN

Literatura

1. G. A. Seregin, On the regularity of the minimizers of some variational problems of plasticity theory. — Algebra Anal. 4 (1993), 181–218.

2. J. Frehse, G. A. Seregin, Regularity for Solutions of Variational Problems in the Deformation Theory of Plasticity with Logarithmic Hardering. Preprint no. 421, SFB256, Bonn, 1995.

3. G. A. Seregin, Differentiability properties of weak solutions of certain variational problems in the theory of perfect elastoplastic plates. — Appl. Math. Optim. 28 (1993), 307–335.

4. O. A. LadyßenskaØ, N. N. Ural~ceva, Lineænye i kvazilineænye urav-

neniØ fflliptiqeskogo tipa. M, Nauka, 1973.

5. P. P. Mosolov, V. P. MØsnikov, O korrektnosti kraevyh zadaq v meha-

nike sploxnyh sred. — matem. sb. 88 vyp. 2 (1972), 256–287.

6. J. Frehse, Two dimensional variational problems with thin obstacles. — Math. Z.

143 (1975), 279–288.

Seregin G. A., Shilkin T. N. Regularity for minimaizers of some variational problems in plasticity theory.

A variational problem for functionals depending on the symmetric part of the gradient of unknown vector-valued function is considered. We suppose that the integrand of the problem has the power growth with the exponent less then two. We prove summability of the second derivatives of minimizers near the boundary. In two-dimentional case Holder continuity up to the boundary of the strain and stress tensors is established.

Postupilo 31 marta 1996 g. Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Stekova AN SSSR