P. B. Bobrov, E. I. Ostrovskiæ

DOVERITEL^NYE INTERVALY PRI ADAPTIVNOM OCENIVANII

1. Vvedenie

V poslednee vremØ adaptivnye ocenki vyzyva¸t osobyæ interes. Osnovnoe preimuwestvo takih ocenok zakl¸qaetsØ v ih nezavisimosti ot apriornoæ informacii ob ocenivaemoæ funkcii na ves~ma xirokih klassah funkciæ. V dannoæ stat~e rassmatriva¸tsØ tri klassiqeskie zadaqi neparametriqeskoæ statistiki.

1) Ocenivanie funkcii regressii. Neobhodimo vosstanovit~ funkci¸ f(x) po nabl¸deniØm: y_i : y_1 = f(x_i) + ξ_i v toqkah x_i = i/n, i = 1, 2, . . . , n. {ξ_i} – nezavisimye odinakovo raspredelennye centrirovannye sluqaænye oxibki.

2) Ocenivanie plotnosti. My budem ocenivat~ plotnost~ raspredeleniØ f(x) po vyborke ξ_1, . . . , ξ_n nezavisimyh odinakovo raspredelennyh veliqin.

3) Ocenivanie spektral~noæ plotnosti. RassmatrivaetsØ gaussovskaØ centrirovannaØ stacionarnaØ posledovatel~nost~ {ξ_i} s neizvestnoæ spektral~noæ plotnost~¸ f(x). My ocenivaem f(x) na osnove nabl¸deniæ fftoæ posledovatel~nosti.

Pervye adaptivnye ocenki dlØ zadaqi regressii byli predloßeny v [6, 5] i dr., a dlØ ocenivaniØ plotnosti – v [8]. V fftih stat~Øh rassmatrivalis~ ocenki adaptivnye na klassah ffllipsoidov:

F_α = { f : ∞∑ j=N j^{2α} c^2_j (f) = Q_N < ∞ } . Zdes~ c_j(f) – kofffficienty Fur~e funkcii f po trigonometriqeskoæ sisteme. V [1] klass ocenivaemyh funkciæ byl rasxiren do L_2 v zadaqe ocenivaniØ regressii. Adaptivnye na klasse F_α ocenki spektral~noæ plotnosti byli predloßeny v [9].

V rabotah [3, 4] vvodØtsØ adaptivnye ocenki, postroennye pri pomowi ffmpiriqeskih wavelet-kofffficientov v zadaqah ocenivaniØ regressii i plotnosti sootvetstvenno. V fftih stat~Øh byli 28

DOVERITEL^NYE INTERVALY 29 takße izuqeny minimaksnye riski v xirokoæ xkale prostranstv Besova B_{s,p,q} .

Odnako vopros o postroenii doveritel~nyh granic dlØ ocenivaniØ funkcii issledovan dostatoqno slabo. V [2] byl postroen doveritel~nyæ interval dlØ funkcii regressii: P ( (A^∗_n)^−1‖f_{nN} (x) − f(x)‖_{L2} > u ) 6 Cu^{−2/3}(1 + ln^2 u),

gde A^∗_n – veliqina, kotoraØ budet opisana niße. Zdes~ i dalee C – nekotorye konstanty, pri fftom neobØzatel~no odinakovye. �tot interval byl postroen pri uslovii E ξ^4_i = μ_4 < ∞. V [7] pokazatel~ stepeni pri u byl uluqxen do −1 dlØ fftogo ße usloviØ i do −k/2 pri uslovii E ξ^{2k}_i = μ_{2k} < ∞, k > 2.

Otmetim, qto ffti doveritel~nye intervaly neadaptivny, tak kak A^∗_n zavisit ot klassa gladkosti ocenivaemoæ funkcii.

V dannoæ stat~e predlaga¸tsØ universal~nye adaptivnye ocenki dlØ vseh treh vyxe pereqislennyh zadaq. My stroim kak neadaptivnye, tak i asimptotiqeski adaptivnye doveritel~nye intervaly v integral~noæ matrike. 2. Osnovnye rezul~taty My budem predpolagat~, qto neizvestnaØ funkciØ f(x) prinadleßit prostranstvu L_2 [0, 1]. Sledovatel~no, ona razlagaetsØ v rØd Fur~e f(x) = ∞∑ j=1 c_j φ_j (x), gde {φ_j(x)} – ortonormirovannaØ trigonometriqeskaØ sistema na [0, 1]:

φ_{2l}(x) = √ 2 cos 2πlx, φ2_l+1(x) = √ 2 sin 2πlx, φ1(x) = 1, l ¿ 1.

Uslovie x ∈ [0, 1] ne ograniqivaet obwnosti. FunkciØ f(x) moßet byt~ opredelena na l¸boæ ograniqennoæ oblasti D ⊂ R^1. Oboznaqim

ρ (N ) = ∞∑ j=N c^2_j , A_{nN} = ρ (N ) + δN 2n , A^∗_n = min_16_N6_n A_{nN} .

Zdes~ δ = σ^2 +^1_n^n ∑ i=1 f^2(x_i), σ^2 = D ξ_i v zadaqe regressii, δ = 1

v zadaqe ocenivaniØ plotnosti i δ = ‖f‖^2_{L2} v zadaqe ocenivaniØ spektra.

30 P. B. BOBROV, E. I. OSTROVSKI` Ocenka funkcii f(x) stroitsØ po formule

f_{nN} (x) = N∑ j=1 ĉ_j φ_j (x), (2.1)

gde ĉ_j – sostoØtel~nye ocenki kofffficientov Fur~e. �ti ocenki ime¸t sledu¸wiæ vid:

ĉ_j = 1 n n∑ i=1 y_i φ_j(x_i), ĉ_j = 1 n n∑ i=1 φ_j (ξ_i), ĉ_j = 1 n n−j∑ i=1 ξ_i ξ_{i+j} dlØ zadaq regressii, plotnosti i spektra sootvetstvenno. Optimal~nyæ porØdok N_n zadaetsØ vyraßeniem:

N_n = argmin N∈[1,n] A_{nN} i pri fftom A^∗_n – skorost~ shodimosti ocenki (2.1). Odnako veliqina ρ_N neizvestna, i my dolßny predpolagat~ nekotoryæ klass gladkosti ocenivaemoæ funkcii. V dannoæ stat~e my predlagaem rØd kriteriev dlØ vybora porØdka ocenki (2.1), ne trebu¸wih takih predpoloßeniæ:

N_n = argmin 16N6n ( δ_n N n − N∑ j=1 ĉ2_j ) = argmin 16N6n^{τN ,} gde δ_n – sostoØtel~naØ ocenka parametra δ i

N_n = argmin 16N6n 2N∑ j=N ĉ2_j = argmin 16N6n^{τN .} DlØ vtorogo kriteriØ neobhodimo, qtoby f(x) udovletvorØla dopolnitel~nomu uslovi¸ ∃ γ, 0 < γ < 1; γρ_N > ρ_{2N} . Pervyæ kriteriæ ne trebuet dannogo usloviØ, no vkl¸qaet v sebØ ocenku parametra δ. Dalee my budem rassmatrivat~ tol~ko vtoroæ kriteriæ. IdeØ fftih kriteriev sostoit v sledu¸wem: τ_N E τ_N p−→ 1, E τ_N ∼ ρ_N + δN 2n .

DOVERITEL^NYE INTERVALY 31 Oboznaqim

P_f (u) = P ( (A^∗_n)^−1 1∫ 0 ( f_{nNn} (x) − f(x) )_2 dx > u )

i sformuliruem neskol~ko osnovnyh teorem.

Teorema 2.1. Esli E ξ^{2k}_i = μ2k < ∞, k > 2 i funkciØ regressii

f(x) integriruema po Rimanu, to

P_f (u) 6 2^{2k} k^k μ_{2k} u^{−k/2}, u > 0.

Teorema 2.2. Esli pogrexnosti ξi udovletvorØ¸t dopolnitel~-

nomu uslovi¸: ∃ q > 0, Q > 0; P ( | ξ_i |> t ) 6 exp^[ − Q t^{q]}, t > 0, (2.2) to P_f (u) 6 C exp [ − u^{q/2(q+2)} ] , u > 0, gde C = exp [ − 2q q + 2

+ exp[−1] + 1 − 2 ln 2 − 2/q ] . Teorema 2.3. Esli v teoreme (2.1) k = 2, to

P_f (u) 6 ( 1 + ln2 u) u^−1, u ¿ 1.

Teorema 2.4. Pust~ plotnost~ raspredeleniØ f(x) ograniqena.

Togda spravedlivo neravenstvo:

P_f (u) 6 exp [ 1 − 2 ln 2 ] exp [ − u^{1/2} ] . Teorema 2.5. Pust~ spektral~naØ plotnost~ f(x) integriruema

po Rimanu i ograniqena. Togda imeet mesto ocenka:

P_f (u) 6 exp [ − C(m) u^{1/4} ] . Zdes~ C(m) = (4e)^{−1}(2πm)^{1/2m}.

DlØ postroeniØ asimptotiqeski adaptivnyh doveritel~nyh intervalov sformuliruem sledu¸wu¸ teoremu.

32 P. B. BOBROV, E. I. OSTROVSKI`

Teorema 2.6. Pri n → ∞ imeet mesto shodimost~ po veroØtno-

sti: min 16N6n^{τN} A^∗_n p−→ 1. �ta teorema spravedliva dlØ vseh rassmatrivaemyh zadaq. S ee pomow~¸ moßno poluqit~ asimptotiqeski adaptivnye doveritel~nye intervaly. V vyraßenii dlØ doveritel~nogo intervala veliqina A^∗_n moßet byt~ zamenena na min_16_N6_n τ_N . Pri fftom ‖f_{nN} (x) − f(x)‖_{L2} < u min 16N6n^{τn} s veroØtnost~¸ ne men~xeæ qem 1 − C exp[−γ], gde γ = q 2(2 + q) , γ = 1/2, γ = 1/4 dlØ zadaq ocenivaniØ regressi, plotnosti i spektra sootvetstvenno.

3. Vspomogatel~nye rezul~taty

Pered tem kak pereæti k dokazatel~stvam, my privedem zdes~ osnovnu¸ informaci¸ o prostranstvah G_p i B_φ. TeoriØ fftih prostranstv legla v osnovu primenØemyh nami metodov. DlØ bolee detal~nogo oznakomleniØ s fftimi prostranstvami my rekomenduem qitatelØm raboty [10, 16] sootvetstvenno.

G_p-prostranstva. SluqaænaØ veliqina η prinadleßit prostranstvu G_p, esli

‖η‖_p = sup_k

¿2^k −k/q‖η‖ L_k(Ω) < ∞, gde p^{−1} + q^{−1} = 1 i ‖η‖_{Lk(Ω)} = ( E | η |^k )_{1/k} . Pust~ η(t) – sluqaænoe pole, gde t ∈ T i sup_{t∈T} ‖η(t)‖_p < ∞. Po-

loßim d_p(t, s) = ‖η(t) − η(s)‖_p. Pust~ N (d_p, ε) – naimen~xee qislo xarov d_p-radiusa ε, pokryva¸wih mnoßestvo T . Esli shoditsØ ffntropiænyæ integral 1∫ 0 ( ln N (d_p, ε) )_{1/q} dε,

DOVERITEL^NYE INTERVALY 33 to P ( sup_{t∈T} | η(t) |> u ) 6 C exp[−C u^q]. DlØ prostranstv L_k(Ω) analogiqnyæ rezul~tat byl poluqen v [17]. Esli r_k(t, s) = ‖η(t) − η(s)‖_{Lk (Ω)} i 1∫ 0 ( N (r_k, ε) )_{1/k} dε < ∞, to E sup_{t∈T} | η(t) |^k= C < ∞. B_φ-prostranstva. SluqaænaØ veliqina η prinadleßit prostranstvu B_φ, esli E η = 0 i ‖η‖_φ < ∞, gde

‖η‖_φ = sup_{λ≠0} φ^{−1} ( ln E exp[ ±λη ]) | λ |^−1 .

Zdes~ φ – qetnaØ vypuklaØ funkciØ, φ(0) = 0, φ^′(0) = 0. My budem ispol~zovat~ rezul~tat, poluqennyæ v [16]:

η ∈ B_φ ⇐⇒ ∃ K > 0; P (| η |) > u) 6 2 exp[−φ^∗(Ku) ],

gde φ^∗ – preobrazovanie ınga–FenhelØ funkcii φ:

φ^∗(x) = sup_y ¿0 ( xy − φ(y) ) . 4. Dokazatel~stva

Dokazatel~stva teorem 2.1–2.5 pohoßi. My budem otmeqat~ nekotorye vstreqa¸wiesØ razliqiØ. Po analogii s rabotami [1, 2] vvedem veroØtnosti:

π_{1n} = P (∃ N_n : N_n 6 N_{1n} − 1), π_{2n} = P (∃ N_n : N_n 6 N_{2n} + 1), gde N_{1n} = max(N : 1 6 N < N^−_n , v A^∗_n 6 A_{nN} ) + 1,

N_{2n} = min (N : N^+_n < N 6 n, v A^∗_n 6 A_{nN} ) − 1 i N^−_n = min(N : A_{nN} = A^∗_n), N^+_n = max(N : A_{nN} = A^∗_n).

34 P. B. BOBROV, E. I. OSTROVSKI`

v ¿ 3 – nekotoroe fiksirovannoe qislo. Oboznaqim:

P_0(u) = P ( max N1_n 6N6N2_n

(A^∗_n)^−1‖ f_{nN} − f ‖2_{L2}[0_,1] > u ) . Zametim, qto

P_f (u) 6 π_{1n} + π_{2n} + P_0(u).

VeroØtnosti π_{1n} i π_{2n} oceniva¸tsØ sledu¸wim obrazom:

π_{1n} 6 P ( min N1_n <N<N2_n τ_N > min_N6_{N1n} τ_N ) i π_{2n} 6 P ( min N1_n <N<N2_n τ_N > min_N¿_{N2n} τ_N ) . Funkcional τ_N predstavlØetsØ v vide:

τ_N = ρ (N ) + δN 2n − Ψ_{nN} + o(1) ∼ A_{nN} + L_{nN} .

�to razloßenie poluqaetsØ prostym vyqisleniem. V zadaqe regressii funkciØ Ψ_{nN} imeet vid: Ψ_{nN} = 2Ψ_{1n}(1, N ) + Ψ_{2n}(N ), gde tak ße, kak i v [1, 2],

Ψ1_n(N^′, N^{′′}) = N00∑ j=N0 f_{jn} q_{jn}, N^{′′} ¿ N^′,

Ψ2_n(N ) = N∑ j=1 (q2_{jn} − E q2_{jn}) i f_{jn} = 1 n n∑ i=1 f(x_i) φ_j (x_i), q_{jn} = 1 n n∑ i=1 ξ_i φ_j(x_i).

FunkciØ Ψ_{nN} v zadaqe ocenivaniØ plotnosti predstavlØetsØ v vide:

Ψ_{nN} = 2Ψ1_n(1, N ) + Ψ2_n(N ), gde Ψ1_n = n^−1 n∑ i=1 N∑ j=1 c_j φ_j(ξ_i) − c^2_j

i Ψ_{2n} – vyroßdennaØ U -statistika s Ødrom: Φ(ξ, η) = N∑ j=1 ( φ_j (ξ) − c_j )( φ_j (η) − c_j ) .

DOVERITEL^NYE INTERVALY 35 DlØ zadaqi ocenivaniØ spektra funkciØ Ψ_{nN} imeet drugoæ vid. Zdes~ Ψ_{nN} = J_4 +J_3 +J_2 +J_1, gde J_m – m-kratnyæ stohastiqeskiæ integral Ito–Vinera.

DlØ togo, qtoby ocenit~ veroØtnosti π_{1n} i π_{2n} my dokaßem sledu¸wie lemmy.

Lemma 4.1. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 2.1. Togda imeet

mesto ocenka:

E sup_{[N}

0_{,N}00

| Ψ_{1n}(M^′, M^{′′}) |^k6 9(2π)^k 2^{1/k} k^k μ_k(N^{′′})^{k/2−1} ( ρ (N^′) n )_{k/2}

i E sup_{M<N} | Ψ_{2n}(M ) |^k6 2^{2k} 9k^k μ_{2k} N^{k/2} n^{−k}.

Lemma 4.2. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 2.4. Togda

E sup_{[N}

0_{,N}00

| Ψ_{1n}(M^′, M^{′′}) |^k6 9(2π)^k 2^{1/k} k^k μ_k(N^{′′})^{k/2−1} ( ρ (N^′) n )_{k/2}

i E sup_{M<N} | Ψ_{2n}(M ) |^k6 9k^k N^{k/2} n^{−k}.

Dokazatel~stvo lemmy 4.1. Dokazatel~stvo fftoæ lemmy analogiqno dokazatel~stvam lemm 1 i 2, opisannomu v [7]. Zdes~ my privedem ffto dokazatel~stvo kratko. Iz [1] sleduet, qto

D Ψ_{1n} 6 C ρ (N )/n. Ocenim E | Ψ_{1n} |^k. Imeem

Ψ1_n(N^′, N^{′′}) ∼ N00∑ l=N0 c_l(f) 1 n n∑ i=1 ξ_i φ_l(x_i),

gde c_l(f) = ∫ f(x) φ_l(x) dx. Ispol~zuØ neravenstvo Dharmadhikari–`ogdeo [11], poluqim

E | Ψ_{1n} |^k 6 C(k)μ_k n^{−k/2}‖ Φ_f (N^{′′}) − Φ_f (N^′) ‖^k_{Lk[0,1]}.

Zdes~ C(k) = 1 2 k(k − 1) max ( 1, 2^{k−}3 )( 1 + 2 k K^{(k−2)/2l} 2l ) ,

36 P. B. BOBROV, E. I. OSTROVSKI` gde l – celoe qislo, kotoroe udovletvorØet uslovi¸ 2l 6 k < 2l+2 i K_{2l} = l∑ r=1 r^{2l−1} (r − 1)!

i Φ_f (N ) – qastiqnaØ summa Fur~e funkcii f(x):

Φ_f (N ) = N∑ j=1 c_j φ_j (x). PrimenØØ neravenstvo Nikol~skogo [12], my poluqim ocenku:

E | Ψ_{1n}(N^′, N^{′′}) |^k6 2πC(k)μ_k(N^{′′})^{k/2−1} n^{−k/2} | ρ (N^{′′}) − ρ (N^′) |^{k/2} .

Pust~ M ∈ [N^′, N^{′′}]. Togda

‖ Ψ_{1n}(N^′, M ) ‖_{Lk(Ω)} 6 (2πC(k)μ_k)^{1/k}(N^{′′})^{1/2−1/k} n^{−1/2} ( ρ (N^′) )_{1/2} . OboznaqaØ

τ (M ) =

Ψ1_n(N^′, M )

(2πC(k) μ_k)1^{/k}(N^{′′})1^/2^−1^{/k} n^−1^/2 ( ρ (N^′)

)_{1/2} ,

my imeem:

a) ‖τ (M )‖_{Lk}(Ω) 6 1

b) dlØ M^′, M^{′′} ∈ [N^′, N^{′′}] imeet mesto d_k = ‖τ (M^{′′}) −

τ (M^′)‖_{Lk(Ω)} 6 C √ |t − s|, gde t = ρ (M^{′′})/ρ (N^′), s = ρ (M^′)/ρ (N^′)

i t, s ∈ [0, 1].

�ntropiØ mnoßestva [N/, N^{′′}] v d_k-metrike ne prevoshodit ffntropi¸ otrezka [0, 1] v metrike √ |t − s|, t.e. veliqinu 2ε^{−2} pri ε ∈ [0, 1]. �ntropiænyæ integral 1∫ 0 ( N (d_k, ε) )_{1/k} dε

ocenivaetsØ veliqinoæ C^1 ∫ 0 ε^{−2/k} dε, t.e. absol¸tnoæ konstantoæ

pri k ¿ 3. Iz rezul~tatov punkta 3 nastoØweæ stat~i sleduet

E sup M∈[N0,N00] | τ (M ) |^k6 9 k + 1 k 21^{/k}.

DOVERITEL^NYE INTERVALY 37 PerehodØ k Ψ_{1n}, my poluqaem pervoe utverßdenie lemmy 4.1.

FunkciØ Ψ_{2n} – kvadratiqnaØ forma ot sluqaænyh veliqin. Ee dispersiØ ravna D Ψ_{2n} 6 CN/n^2. DlØ togo, qtoby ocenit~ k-yæ moment fftoæ kvadratiqnoæ formy, my ocenim ee k-yæ semiinvariant. V sootvetstvii s [13, str. 101]

Γ_k(Ψ2_n(N ))/B^k_n 6 C^k k^k μ2_k(W_n/B_n)^{k−}2,

gde B^2_n = D Ψ_{2n} i

W_n = max_i n∑ j=1 | a^{(n)}_{ij} |, a^{(n)}_{ij} = n^{−2} N∑ l=1 φ_l(x_i) φ_l (x_j ).

Veliqina W_n moßet byt~ ocenena neravenstvom:

W_n 6 n^{−n} max_y n∑ j=1 | |^N ∑ l=1 φ_l(y) φ_l (x_j) | |. Veliqiny vida:

L(N ) = max_y ∫ | | N∑ l=1 φ_l(y) φ_l (x) | | dx nazyva¸tsØ konstantami Lebega i L(N ) 6 C ln(N + 1). My moßem po analogii poluqit~ ocenku W_n 6 4n^{−1} ln N i, sledovatel~no:

Γ_k ( Ψ2_n(N ) ) /B^k_n 6 2^{2k} k^k μ_{2k} ln N

N dlØ k ¿ 3.

PerehodØ ot semiinvariantov k momentam po formulam iz [18, s. 311], poluqaem ocenku:

‖Ψ_{2n}(N )‖_{Lk(Ω)} 6 4k μ^{1/k}_{2k} N^{1/2} n^{−1}.

Pust~

τ (M ) =

Ψ2_n(M ) 4k μ 1/k 2k N^{1/2} n^{−1} . Togda

a) ‖τ (M )‖_{Lk}(Ω) 6 1 i

b) dlØ M^′, M^{′′} 6 N my imeem:

d_k = ‖τ (M^{′′}) − τ (M^′)‖_{Lk(Ω)} 6 C √| | | M^′ N − M^{′′} N | | = C √ |t − s|,

38 P. B. BOBROV, E. I. OSTROVSKI` gde t = M^′/N , s = M^{′′}/N . Kak i vyxe, ffntropiænyæ integral ocenivaetsØ konstantoæ C < ∞. Sledovatel~no,

E sup_M | τ (M ) |^k6 9 k + 1 k 21^{/k}. PerehodØ k Ψ_{2n}, my poluqaem vtoroe utverßdenie lemmy 4.1. Dokazatel~stvo lemmy 4.2. Ocenim k-tyæ moment funkcii Ψ1n: E | | n^{−1} n∑ i=1 N00∑ j=N0 c_j φ_j (ξ_i) − c^2_j | |^k 6 6 C(k) n^{−k/2 ∫ |}^N 00∑ j=N0 c_j φ_j(x) | |^k f(x) dx 6 6 C(k) n^{−k/2‖}^N 00∑ j=N0 c_j φ_j (x) ‖ ‖^k L_k[0,1] . Esli my primenim neravenstvo Nikol~skogo, to poluqim sledu- ¸wu¸ ocenku:

E | Ψ_{1n} |^k6 2πC(k) N^{k/2−1} ρ^{k/2}(N ) n^{−k/2}.

k-tyæ moment Ψ_{1n} imeet taku¸ ße ocenku kak i v lemme 4.1. Dalee pervoe utverßdenie lemmy 4.2 dokazyvaetsØ analogiqno lemme 4.1.

Iz [13, str. 108] sleduet, qto dispersiØ Ψ_{2n} imeet ocenku:

D Ψ_{2n} 6 4N n^2 . Ocenim teper~ k-tyæ moment. Asimptotika takih momentov opisana v [15]. Odnako, nam trebuetsØ ocenka sverhu. My neskol~ko modificiruem predloßennyæ metod.

Imeet mesto sledu¸wee neravenstvo: E | Φ(ξ, η) |^m6 N^{m−1}, m = 3, 4, . . . , k. Deæstvitel~no, E | Φ(ξ, η) |^m∼ ∫ ∫ | D_N (x, y) |^m dx dy 6 N^{m−1}.

DOVERITEL^NYE INTERVALY 39 Zdes~ D_N (x, y) – Ødro Dirihle: D_N (x, y) ∼ sin N (x − y) x − y . Tak kak U -statistika singulØrna, to my imeem:

E | Ψ_{2n} |^k6 1 n^{2k} n∑ i1=1 n∑ j1=1 . . . n∑ i_k=1 n∑ j_k=1

E Φ(ξ_{i1} , ξ_{j1} ) . . . Φ(ξ_{ik} , ξ_{jk} ) 6

k^k 1 n^{2k} n∑ i1=1 n∑ j1=1 . . . n∑ i_{k/}2=1 n∑ j_{k/}2=1 E ( Φ(ξ_{i1} , ξ_{j1})

)_2 . . . E ( Φ(ξ_{ik/2} , ξ_{jk/2} ) )_2

= k^k‖Ψ2_n‖^k_{L2}(Ω) 6 k^k N^{k/2} n^k . Ispol~zuØ put~, opisannyæ v lemme 4.1, my poluqaem vtoroe utverßdenie lemmy 4.2.

V teoreme 2.5 my imeem Ψ_{nN} = J_4 + J_3 + J_2 + J_1, gde J_m – m-kratnyæ stohastiqeskiæ integral Ito–Vinera. Togda

B^2_n = D Ψ_{nN} = D J_4 + D J_3 + D J_2 + D J_1.

Netrudno pokazat~, qto B_n 6 C(ρ (N )/n + N/n^2) i D J_m 6 B^2_n. V sootvetstvii s [14], my poluqaem neravenstvo: P ( | J_m/B_n |> u ) 6 exp^[ − C(m) u^{2/m]},

gde C(m) = (4e)^{−1}(2πm)^{1/2m}. DlØ dispersii spravedlivy ocenki:

D Ψ_{nN} 6 { 2ρ (N )/n pri N 6 N1_n, 2N/n2 pri N ¿ N2_n.

VernemsØ k ocenivani¸ veroØtnosteæ π_{1n} i π_{2n}. Pust~ τ^′ i τ^{′′} – sluqaænye veliqiny takie, qto

sup | Ψ1_n |= τ^′ K^′(N^−_n )1^/2^−1^{/k} (ρ_N /n)1^/2,

sup | Ψ2_n |= τ^{′′} K^{′′}(N_n1)1^/2/n,

gde K^′ i K^{′′} – nekotorye konstanty. Zametim, qto

max(τ^′, τ^{′′}) = τ, ‖τ ‖_{Lk}(Ω) 6 2,

max(K^′, K^{′′}) 6 K μ1^{/k}2_k k.

40 P. B. BOBROV, E. I. OSTROVSKI`

Ispol~zuØ neravenstva (3.9), (3.13), (3.24) iz [2]:

2vn A^∗_n > δ N2_n, δ(N2_n + 1) > 2(v − 1)n A^∗_n,

ρ (N_{1n} − 1) ¿ (v − 1) A^∗_n, δ N_{1n} 6 n A^∗_n, (4.1)

my vidim, qto max ( (N^−_n )1^/2^−1^{/k} ( ρ (N )/n )_{1/2} , (N_{n1})^{1/2}/n )

= (N^−_n )1^/2^−1^{/k} ( ρ (N )/n )_{1/2} pri N 6 N_{1n} i max ( N^{1/2−1/k} ( ρ (N_{n2} + 1)/n )_{1/2} , N^{1/2}/n ) = N 1^/2/n

pri N ¿ N_{2n}.

DlØ togo, qtoby ocenit~ π_{1n} i π_{2n}, my predstavim ih v vide

π_{1n} 6 P ( Kτ /(A^∗_n n)^{1/k}(v − 1)^{1/2} > 1 − 1/v ) , π_{2n} 6 P ( Kτ /(A^∗_n n)^{1/2}(v − 1)^{1/2} > 1 − 1/v ) . Ispol~zuØ neravenstvo Qebyxeva, lemmu 4.1 i (4.1), my poluqim:

π_{1n} + π_{2n} 6 9(2π)^k 2^{1/k} 2^{2k} k^k μ_{2k} v^{−k/2}.

DlØ plotnosti i spektra:

π_{1n} + π_{2n} 6 9(2π)^k 2^{1/k} k^k v^{−k/2} i π_{1n} + π_{2n} 6 exp [ − C(m) v^{1/4} ] sootvetstvenno.

Dokazatel~stvo teoremy 2.1. Po analogii s formuloæ (3.27) iz [2]:

P_0(u) 6 1 (A^∗_n(u − v))^k E sup

[N1_n ,N2_n ]

| Ψ_{2n} |^k

i ispol~zuØ vtoroe neravenstvo lemmy 4.1, my poluqim:

P_0(u) 6 9 · 2^{1/k} 2^{2k} k^k μ_{2k} v^{k/2}(u − v)^{−k}, v < u.

DOVERITEL^NYE INTERVALY 41 SkladyvaØ ocenki π_{1n}, π_{2n} i P_0(u), my vyberem v = u/2 i poluqim:

P_f (u) 6 2^{2k} k^k μ_{2k} u^{−k/2}.

�to neravenstvo dokazyvaet teoremu 2.1.

Dokazatel~stvo teoremy 2.2. Iz usloviØ (2.2) sleduet, qto

μ_k = C(q) k^{k/q}. My imeem

P_f (u) 6 2^{2k} k^{k+2k/q} u^{−k/2}.

MinimiziruØ po k vyraßenie dlØ P_f (u), my dokazyvaem teoremu 2.2.

Dokazatel~stvo teoremy 2.3. �ta teorema dokazyvaetsØ po analogii s teoremoæ 2.1. Pri k = 2 ffntropiØ N (d, ε) dopuskaet krome ocenki N (d, ε) 6 ε^{−2} ewe i trivial~nu¸ ocenku

N (d, ε) 6 N^{′′} − N^′. Sledovatel~no,

N (d, ε) 6 min(ε^{−2}, N^{′′} − N^′).

Zdes~ ffntropiænyæ integral neograniqen, no dopuskaet ocenku: 1∫ 0 ( N (d, ε) )_{1/2} dε 6 ln(N^{′′} − N^′ + 1).

Sledovatel~no,

P_f (u) 6 v ln^2 v (u/2 − v)2 + ln2 v v . VybiraØ v = u/3, my poluqim utverßdenie teoremy 2.3. Dokazatel~stvo teoremy 2.4. Zametim, qto f_{nN} (x) − f(x) = N∑ j=1 (ĉ_j − c_j) φ_j (x) + ∞∑ j=N+1 c_j φ_j (x). Togda

‖f_{nN} − f‖^2_{L2[0,1]} = N∑ j=1 (ĉ_j − c_j)2 + ρ (N ).

V sootvetstvii s punktom 3, my poluqaem, qto esli

‖n^{1/2}(ĉ_j − c_j )‖B_φ 6 1 (zdes~ B_φ = B_2, φ (t) = t^2/2),

42 P. B. BOBROV, E. I. OSTROVSKI` to P ( n | ĉ_j − c_j |^2> u ) 6^1_2 exp[ −u/2 ].

Netrudno ubedit~sØ, qto N∑ j=1 ‖ ĉ_j − c_j ‖B_2 6 N n^{1/2} . Sledovatel~no,

P_0(u) 6 P ( n N_{n2} − 1

N_n2�1∑

j=1 (ĉ_j − c_j)2 > (u − v) ) 6^1_2 exp^[ − (u − v)/2^].

Sloßim π_{1n}, π_{2n} i P_0(u) i vyberem v = u/2. Togda my poluqim:

P_f (u) 6 2^{2k} k^k u^{−k/2}.

MinimiziruØ po k, my zaverxaem dokazatel~stvo teoremy 2.4. Dokazatel~stvo teoremy 2.5. VeroØtnost~ P0(u) ocenivaetsØ poqti tak ße kak i v teoreme 2.4. Zdes~ veliqiny n^{1/2}(ĉ_j − c_j ) prinadleßat prostranstvu B_1, (t.e. φ_0(t) = E exp[t(ζ^2 − 1)], gde

L(ζ) = N (0, 1) i φ(t) = φ_0(t) φ_0 (−t) pri |t| < 1/2). Sledovatel~no,

v sootvetstvii s punktom 3, spravedlivo neravenstvo:

P_0(u) 6 1 √ 2 exp [ − C (φ)(u − v)^{1/2} ] . SkladyvaØ veroØtnosti π_{1n}, π_{2n} i P_0(u), pri v = u/2, my poluqaem utverßdenie teoremy 2.5.

Dokazatel~stvo teoremy 2.6. Ocenim veroØtnost~:

P (ε) = P ( | | min 16N6n^{τN} A^∗_n − 1 | | > ε ) . �ta veroØtnost~ ocenivaetsØ sledu¸wim obrazom:

P (ε) 6 π_{1n} + π_{2n} + P_0(ε), gde P_0(ε) = P ( | | min N1_n 6N6N2_n τ_N A^∗_n − 1 | | > ε ) .

DOVERITEL^NYE INTERVALY 43 VeroØtnosti π_{1n} i π_{2n} (lokalizaciØ) opredelØ¸tsØ tak ße, kak i pri dokazatel~stve predyduwih teorem. V fftom sluqae veliqina v v opredelenii qisel N_{1n} i N_{2n} inaØ, qem v teoremah 2.1–2.5. My imeem:

P_0(ε) 6 P ( max N1_n 6N6N2_n L_{nN} > εA^∗_n ) . Ispol~zuØ lemmy 4.1 i 4.2, my poluqim, qto pri ∀ ε > 0

P_0(ε) 6 C v^{k−1}(n A^∗_n)^{−1} ε^{−k}.

Takim obrazom, my imeem:

P (ε) 6 C k^k μ_{2k} v^{−k/2}(n A^∗_n)^{−1} + C v^{k−1}(n A^∗_n)^{−1} ε^{−k}

dlØ zadaqi regressii,

P (ε) 6 C k^k v^{−k/2}(n A^∗_n)^{−1} + C v^{k−1}(n A^∗_n)^{−1} ε^{−k}

dlØ zadaqi ocenivaniØ plotnosti i

P (ε) 6 C exp [ − C(vn A^∗_n)^{1/4} ] + C exp [ − C(v)(n A^∗_n ε)^{1/4} ] dlØ zadaqi ocenivaniØ spektra. Vo vseh fftih zadaqah my poluqaem: P (ε) → 0 pri n → ∞, tak kak n A^∗_n → ∞. Teorema 2.6 dokazana.

Zameqanie 4.1. Pust~ dlØ spektral~noæ plotnosti f(x) shoditsØ rØd ∑ n exp [ − C(n A^∗_n )^{1/4} ] . Togda_{min} 16N6n^{τN} A^∗_n p.n.−→_1.

Dokazatel~stvo fftogo zameqaniØ sleduet iz dokazatel~stva teoremy 2.6. Deæstvitel~no, esli rØd ∑ n exp [ − C(n A^∗_n )^{1/4} ] shoditsØ, to ∑ n P_n(ε) = ∑ n P ( | | min 16N6n^{τN} A^∗_n − 1 | | > ε ) 6 6^∑_n C exp^[ − C(εnA^∗_n )^{1/4 ]} < ∞.

44 P. B. BOBROV, E. I. OSTROVSKI` Takim obrazom, min 16N6n^{τN} A^∗_n shoditsØ k 1 poqti navernoe.

Literatura

1. B. PolØk, A. Cybakov, CP -kriteriæ pri proekcionnom ocenivanii regressii. — Teor. veroØtn. i ee prim. 35(2) (1990), 305–317.

2. B. PolØk, A. Cybakov, Semeæstvo asimptotiqeski optimal~nyh metodov vybora porØdka proekcionnoæ ocenki regressii. — Teor. veroØtn. i ee prim. 37(3) (1992), 502–512.

3. D. Donoho, I. Johnstone, Adapting to unknown smoothness via wavelet shrinkage.

Technical report 425, Dept. of Stat., Stanford University (1993). 4. D. Donoho, I. Johnstone, G. Kerkyacharian, D. Picard, Density estimation by wavelet thresholding. Technical report 426, Dept. of Stat., Stanford University (1993).

5. S. Efroimovich, The adaptic algorithm of nonparametrical regression. Second IFAC Symp. Stoch. Control,. Vilnius, USSR, Preprint 2 (1986), pp. 112–114.

6. M. Nussbaum, Spline smoothing in regression models and asymptotic efficiency

in L2. — Ann. Stat. 13(3) (1985), 984–997.

7. P. Bobrov, E. Ostrovskiæ, Doveritel~nye intervaly pri adaptivnom ocenivanii regressii. — Probl. peredaqi inform. 32(3) (1996), 51–59.

8. S. Efroæmoviq, Neparametriqeskoe ocenivanie plotnosti neizvestnoæ gladkosti. — Teor. veroØtn. i ee prim. 30(3) (1985), 524–534.

9. G. Golubev, Neparametriqeskoe ocenivanie gladkih spektral~nyh plotnosteæ gaussovskih stacionarnyh posledovatel~nosteæ. — Teor. vero- Øtn. i ee prim. 38(3) (1993), 775–786.

10. S. Ermakov, E. Ostrovskiæ, UsloviØ nepreryvnosti, ffksponencial~nye ocenki v CPT dlØ sluqaænyh poleæ. Dep. VINITI, 3752-V86 (1986).

11. S. Dharmadhikari, K. Jogdeo, Bounds on moments of certain random wariables.

— Ann. Stat. 40(4) (1969), 1506–1508.

12. S. Nikol~skiæ, Neravenstva dlØ celyh funkciæ koneqnoæ stepeni i ih primeneniØ v teorii differenciruemyh funkciæ mnogih peremennyh. — Trudy Matem. In-ta im. V. V. Steklova AN SSSR 38 (1951), 244–278.

13. L. Saulis, V. Statulevichius, Limit theorems for large deviations. Vilnius: Mokslas Publishers (1989).

14. A. Plikusas, Some properties of multiple integrals of Ito. — Liet. Mat. Rink 21 (1981), 163–173.

15. A. Ronßin, Asimptotiqeskie formuly dlØ momentov U-statistik s vyroßdennymi Ødrami. — Teor. veroØtn. i ee prim. 27(1) (1982), 47–55.

16. ı. Kozaqenko, E. Ostrovskiæ, Banahovy prostranstva sluqaænyh veliqin tipa subgaussovskih. — Teor. veroØtn. i matem. stat.. Kiev, KGU, 32, 1985, 42–53.

DOVERITEL^NYE INTERVALY 45

17. G. Pizier, Conditions d’entropie assupant la continuite de certains processus et applications a l’analyse harmonique. — Sem. d’anal Fonct. 23–24 (1979–1980), 1–43.

18. A. XirØev, VeroØtnost~. Nauka, M. (1989).

Bobrov P. B., Ostrovskii E. I. Confidence intervals in adaptive estimation.

In the modern nonparametric statisties an adaptic methods of estimation became in the last time field of investigation. An estimates independent of a priori information about the function from L2 under estimation (adaptive estimates) are suggested. These estimates are used in the dufferent problems concerning the estimation of the regression, the density and the spectral function.

Postupilo 18 i¸nØ 1997 g. Institut atomnoæ ffnergetiki