A. N. Borodin

VARIANTY FORMULY FE`NMANA–KACA

0. V pervoæ qasti raboty rassmatriva¸tsØ razliqnye izvest-

nye varianty formuly Feænmana–Kaca. UstanavlivaetsØ svØz~ meßdu formuloæ Feænmana–Kaca i obratnym uravneniem Kolmogorova. S odnoæ storony, kak izvestno, obratnoe uravnenie Kolmogorova ØvlØetsØ qastnym sluqaem formuly Feænmana–Kaca. S drugoæ storony, kak okazyvaetsØ, formulu Feænmana–Kaca moßno rassmatrivat~ kak qastnyæ sluqaæ uravneniØ Kolmogorova, no dlØ processov na edinicu bol~xeæ razmernosti. VtoraØ qast~ raboty posvØwena nekotorym estestvennym obobweniØm formuly Feænmana–Kaca. Rezul~taty takogo tipa moßno razbit~ na dva osnovnyh klassa. K pervomu otnosØtsØ formuly, osnovannye na var~irovanii naqala traektorii sluqaænogo processa, a ko vtoromu – osnovannye na var~irovanii konca traektorii. Privedem dva klassiqeskih rezul~tata, kotorye byli poluqeny M. Kacem v [1] i [2], sootvetstvenno. IdeØ vyvoda takih formul byla naveØna rabotoæ fizika R. Feænmana, v kotoroæ on opisyval rexenie uravneniØ Xredingera v vide kontinual~nogo integrala.

Pust~ w(s), s ¿ 0, – process brounovskogo dvißeniØ. Budem oboznaqat~ E_x matematiqeskogo oßidanie po processu brounovskogo dvißeniØ w(s) pri uslovii w(0) = x.

DlØ togo, qtoby v dal~neæxem sokratit~ formulirovki rezul~tatov, srazu privedem neskol~ko usloviæ naibolee qasto nalagaemyh na tu ili inu¸ funkci¸ odnoæ ili mnogih peremennyh. Pri fftom ne presleduetsØ cel~, qtoby usloviØ byli blizki k optimal~nym.

Pust~ funkciØ f( ⃗x ), ⃗x ∈ R^n, – dvaßdy nepreryvno differenciruema i udovletvorØet odnomu iz sledu¸wiæ treh usloviæ:

Rabota qastiqno podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 96-01-00672, grantom veduwih nauqnyh xkol No. 96-

15-96199 i Federal~noæ celevoæ programmoæ integraciiØ No. 326.53. 46

VARIANTY FORMULY FE`NMANA–KACA 47 pri nekotoryh K > 0, C > 0 i l¸byh i, j ot 1 do n |f( ⃗x )| + | | ∂ ∂x_i f( ⃗x ) | | + | | ∂ ∂x_i ∂ ∂x_j f( ⃗x ) | | 6 K, (b) |f( ⃗x )| 6 K(1 + ‖ ⃗x ‖), | | ∂ ∂x_i f( ⃗x ) | | + | | ∂ ∂x_i ∂ ∂x_j f( ⃗x ) | | 6 K, (ℓ) |f( ⃗x )| + | | ∂ ∂x_i f( ⃗x ) | | + | | ∂ ∂x_i ∂ ∂x_j f( ⃗x ) | | 6 K e^{C‖ ⃗x ‖}, (e) gde ‖ ⃗x ‖ oboznaqaet evklidovu normu vektora ⃗x .

Teorema 0.1. Pust~ funkciØ a(x) udovletvorØet uslovi¸ (ℓ), i

funkciØ F (x) udovletvorØet uslovi¸ (e), x ∈ R^1. Togda funkciØ

m(t, x) := E_x { F (w(t)) exp (^t∫ 0 a(w(v)) dv )} , t ¿ 0, x ∈ R^1 (0.1)

ØvlØetsØ rexeniem zadaqi ∂ ∂t m(t, x) =^1_2 ∂2 ∂x2 m(t, x) + a(x) m(t, x), (0.2) m(+0, x) = F (x). (0.3)

�tot rezul~tat osnovan na var~irovanii naqala traektorii brounovskogo processa. Qasto byva¸t poleznymi rezul~taty, v kotoryh zadano ne tol~ko naqalo traektorii, no i ee konec. V fftom sluqae moßno poluqit~ rezul~tat, analogiqnyæ teoreme 0.1, no osnovannyæ na var~irovanii konca traektorii brounovskogo processa.

V dal~neæxem dlØ matematiqeskogo oßidaniØ sluqaænyh veliqin ξ = ξ(ω), ω ∈ Ω, kotoroe beretsØ ne po vsemu prostranstvu ishodov Ω, a lix~ po nekotoromu podmnoßestvu Q ⊂ Ω, budet ispol~zovat~sØ oboznaqenie E_x{ξ; Q} := E_x{ξ(ω)1I_Q(ω)}, gde 1I_Q – indikator mnoßestva Q.

Teorema 0.2. Pust~ funkciØ a(x) udovletvorØet uslovi¸ (ℓ). To-

gda funkciØ

g(t, z) := ∂ ∂z Ex^{exp^( t∫ 0 a(w(v)) dv ) ; w(t) < z } (0.4)

48 A. N. BORODIN

ØvlØetsØ rexeniem zadaqi ∂ ∂t g(t, z) =^1_2 ∂2 ∂z2 g(t, z) + a(z) g(t, z), (0.5) g(+0, x) = δ_x(z), (0.6)

gde δ_x(z) – δ-funkciØ Diraka.

Zameqanie 0.1. Rezul~taty takogo tipa, vkl¸qa¸wie var~i-

rovanie libo naqala, libo konca traektorii legko moßno preobrazovat~ drug v druga. Esli indeksom x u funkcii g(t, z) otmetit~ tot fakt, qto ona zavisit ewe i ot x, t.e. poloßit~

g_x(t, z) ≡ g(t, z), to, ispol~zuØ formulu polnoæ veroØtnosti, leg-

ko ubedit~sØ, qto m(t, x) = ∞∫ −∞ F (z) g_x(t, z) dz. (0.7) Takim obrazom, funkciØ g_x(t, z), opredelØemaØ zadaqeæ (0.5), (0.6) ØvlØetsØ funkcieæ Grina dlØ zadaqi (0.2), (0.3).

Zameqanie 0.2. Pri a ≡ 0 teoremy 0.1, 0.2 prevrawa¸tsØ soot-

vetstvenno v rezul~taty, kotorye nazyva¸tsØ obratnym uravneniem i prØmym uravneniem Kolmogorova (sm. [3]).

1. UbedimsØ, qto bolee obwiæ rezul~tat, qem teorema 0.1

ØvlØetsØ faktiqeski sledstviem obratnogo uravneniØ Kolmogorova, primenennogo dlØ dvumernogo diffuzionnogo processa

⃗ξ(t) = (ξ_1(t), ξ_2(t)), gde ξ_1(t) = w(t), a

ξ_2(t) = y + t∫ 0 a(w(v)) dv + t∫ 0 b(w(v)) dw(v). Po formule Ito dlØ l¸boæ dvaßdy nepreryvno differenciruemoæ funkcii Q(x, y), udovletvorØ¸weæ uslovi¸ (e) dQ ( w(t),ξ_2(t) ) = (_1 2 ∂2 ∂x2 Q ( w(t), ξ_2(t) ) +^1_2 b^2(w(t)) ∂2 ∂y2 Q ( w(t), ξ_2(t) ) + b(w(t)) ∂ ∂x ∂ ∂y Q ( w(t), ξ(t) ) + a(w(t)) ∂ ∂y Q ( w(t), ξ_2(t) )) dt + ( ∂ ∂y Q ( w(t), ξ_2(t) ) + b(w(t)) ∂ ∂y Q ( w(t), ξ_2(t) )) dw(t).

VARIANTY FORMULY FE`NMANA–KACA 49 Sledovatel~no, proizvodØwiæ operator L processa ⃗ξ(t) imeet vid L =^1_2 ∂2 ∂x2 +^1_2 b^2(x) ∂2 ∂y2 + b(x) ∂ ∂x ∂ ∂y + a(x) ∂ ∂y . Togda, soglasno rezul~tatu A. N. Kolmogorova, (obratnoe uravnenie) funkciØ q(t, x, y) = E_x Q ( w(t), ξ_2(t) ) ØvlØetsØ rexeniem zadaqi ∂ ∂tq =^1_2 ∂2 ∂x2 q +^1_2 b^2(x) ∂2 ∂y2 q + b(x) ∂ ∂x ∂ ∂y q + a(x) ∂ ∂y q, (1.1) q(+0, x, y) = Q(x, y). (1.2) DlØ qastnogo sluqaØ Q(x, y) = F (x)e^y imeem q(t, x, y) = e^y m(t, x), gde m(t, x) := E_x { F (w(t)) exp (^t∫ 0 a(w(v)) dv + t∫ 0 b(w(v)) dw(v) )} . (1.3)

PodstavlØØ e^y m(t, x) v zadaqu (1.1), (1.2) poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 1.1. Pust~ funkcii b(x), a(x) i F (x) udovletvorØ¸t

usloviØm (b), (ℓ) i (e) sootvetstvenno. Togda funkciØ m(t, x), opredelØemaØ formuloæ (1.3), ØvlØetsØ rexeniem zadaqi ∂ ∂tm =^1_2 ∂2 ∂x2 m + b(x) ∂ ∂xm + ( a(x) +^1_2 b^2(x) ) m, (1.4)

m(+0, x) = F (x). (1.5)

Zameqanie 1.1. Teorema 1.1 formal~no obobwaet teoremu 0.1, v

kotoroæ b ≡ 0. Odnako ona moßet byt~ i neposredstvenno vyvedena iz teoremy 0.1, esli zametit~, qto, soglasno formule Ito, t∫ 0 b(w(v)) dw(v) = w(t)∫

x b(y) dy −^1_2 t∫ 0 b^′(w(v)) dv.

50 A. N. BORODIN Togda funkci¸ m(t, x), opredelØemu¸ formuloæ (1.3), moßno predstavit~ v vide m(t, x) exp (^x∫ 0 b(y) dy )

= Ex^{F (w(t)) exp^( w(t)∫

0 b(y) dy ) exp (^t∫ 0 ( a(w(v) ) −^1_2 b^′ ( w(v) )) dv )} . K pravoæ qasti fftogo ravenstva primenima teorema 0.1. Takoæ vyvod teoremy 1.1 opisan v monografii A. V. Skorohoda i N. P. Sloboden¸ka [4].

V sluqae, kogda kofffficienty a i b zavisØt ewe i ot parametra vremeni t, bolee estestvennymi ØvlØ¸tsØ rezul~taty, otnosØwiesØ ko vtoromu klassu, t.e. rezul~taty, osnovannye na var~irovanii konca traektorii sluqaænogo processa. Rassmotrim vopros ob obobwenii teoremy 0.2. Zametim, qto funkciØ ~φ(t) = exp( ∫_t 0 a(w(v)) dv), vhodØwaØ pod znak matematiqeskogo

oßidaniØ (0.4), ØvlØetsØ rexeniem lineænogo uravneniØ d ~φ(t) = a(w(t)) ~φ(t) dt, ~φ(0) = 1. (1.6) Obwiæ vid lineænogo stohastiqeskogo differencial~nogo uravneniØ, kofffficienty kotorogo zavisØt ot znaqeniæ processa brounovskogo dvißeniØ, sledu¸wiæ: dφ(t) = a(t, w(t))φ(t)dt + b(t, w(t))φ(t)dw(t) + c(t, w(t))dt, φ(0) = φ_0. (1.7)

�to uravnenie imeet Øvnoe rexenie

φ(t) = exp (^t∫ 0 ( a(v, w(v)) −^1_2 b^2(v, w(v)) ) dv + t∫ 0 b(v, w(v)) dw(v) )[ φ_0

+ t∫ 0 c(u, w(u)) exp ( − u∫ 0 ( a(v, w(v))−^1_2 b^2(v, w(v)) ) dv− u∫ 0 b(v, w(v))dw(v) ) du ] . (1.8)

VARIANTY FORMULY FE`NMANA–KACA 51

Teorema 1.2. Pust~ funkcii b(t, x), a(t, x) i c(t, x) po x udovle-

tvorØ¸t usloviØm (b), (ℓ) i (e) sootvetstvenno s konstantami K_t i C_t, ograniqennymi po t na l¸bom koneqnom intervale. Togda funkciØ g(t, z) := ∂ ∂z Ex^{φ(t); w(t) < z^} (1.9)

ØvlØetsØ rexeniem zadaqi ∂ ∂tg =^1_2 ∂2 ∂z2 g − b(t, z) ∂ ∂z g + ( a(t, z) − ∂ ∂z b(t, z) ) g + c(t, z) e�(z�x)^2/2t p_{2πt} ,

(1.10)

g(+0, z) = φ_0 δ_x(z). (1.11)

Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ podhodom, predloßennym dlØ

dokazatel~stva podobnogo rezul~tata v [5]. Poloßim u(t, z) := E_x { φ(t) | w(t) = z } . (1.12)

Vvidu ravenstva g(t, z) = u(t, z) e�(z�x)^2/2t p_{2πt} (1.13)

dostatoqno vyØsnit~, kakoæ zadaqe udovletvorØet funk- ciØ u(t, z). Rassmotrim process w(s), 0 6 s 6 t, podqinennyæ uslovi¸

w(t) = z. Takoæ process nazyvaetsØ brounovskim mostom. Obo-

znaqim ego w_{t,z}(s). Nesloßno ubedit~sØ (sm., naprimer, §11, [6]), qto dlØ processa w_{t,z}(s) spravedlivo predstavlenie w_{t,z}(s) = w(s) − s t (w(t) − z), s ∈ [0, 1]. (1.14)

Izvestno takße, qto process w_{t,z}(s), s ∈ [0, t] ne zavisit ot veliqiny w(t).

DlØ l¸bogo fiksirovannogo y opredelim semeæstvo funkciæ

V_t(s, y), s ∈ [0, t], zavisØwee krome y i ot parametra t. Pri s

izmenØ¸wemsØ vnutri promeßutka [0, t] funkciØ V_t(s, y) ØvlØetsØ rexeniem sledu¸wego stohastiqeskogo uravneniØ dV_t(s, y) = a ( s, w(s) − s t (y − z) ) V_t(s, y)ds + b ( s, w(s) − s t (y − z) ) V_t(s, y) ( dw(s) − ds t (y − z) ) + c ( s, w(s) − s t (y − z) ) ds (1.15)

52 A. N. BORODIN s naqal~nym znaqeniem V_t(0, y) = φ_0. PrinimaØ vo vnimanie (1.14) i (1.7), legko ubedit~sØ, qto

u(t, z) = E_xV_t(t, w(t)). (1.16)

Vyqislim stohastiqeskiæ differencial dV_t(t, w(t)) po peremennoæ t, kotoraØ tremØ sposobami vhodit v funkci¸ V . Nam ponadobitsØ sledu¸wiæ analog formuly Ito.

Lemma 1.1. Pust~ dlØ l¸bogo fiksirovannogo y process ξ(t, y), t ¿

0 imeet stohastiqeskiæ differencial dξ(t, y) = f(t, y)dt + σ(t, y)dw(t), gde funkcii f(t, y) i σ(t, y) po y udovletvorØ¸t uslovi¸ (e) s konstantami K_t i C_t, ograniqennymi po t na l¸bom koneqnom intervale. Togda dξ(t, w(t)) = f(t, w(t))dt + σ(t, w(t)) dw(t) + ∂ ∂y ξ(t, w(t)) dw(t) +^1_2 ∂2 ∂y2 ξ(t, w(t)) dt + ∂ ∂y σ(t, w(t)) dt. Osnovnoæ osobennost~¸ zdes~ ØvlØetsØ to, qto poslednee slagaemoe poØvlØetsØ blagodarØ smexannoæ proizvodnoæ ∂ ∂y d_tξ(t, w(t)) domnoßennoæ na dw(t), gde d_t oboznaqaet differen-

cial po pervomu argumentu processa ξ.

Stohastiqeskiæ differencial dV_t(t, y) po peremennoæ t imeet vid dV_t(t, y) = a(t, w(t) − y + z)V_t(t, y)dt + b(t, w(t) − y + z)V_t(t, y) ( dw(t) − dt t (y − z) ) + c(t, w(t) − y + z)dt − y�z_t ∂_{∂y Vt(t, y) dt.} Zdes~ poslednee slagaemoe poØvlØetsØ blagodarØ proizvodnoæ po t, vhodØweæ v indeks funkcii V_t. Pri vyqislenii fftoæ proizvodnoæ nußno uqest~, qto indeksnaØ peremennaØ t vhodit v funkci¸ V qerez otnoxenie^y�^z_t . V silu fftogo proizvodnaØ po t moßet byt~ vyraßena qerez qastnu¸ proizvodnu¸ po y. Krome togo zametim, qto peremennye y i z vhodØt v V antisimmetriqnym

VARIANTY FORMULY FE`NMANA–KACA 53

obrazom, pofftomu^∂_{∂y} V = −^∂_{∂z} V , a^{∂2}_{∂y2} V =^{∂2}_{∂z2} V . PrimenØØ teper~ lemmu 1.1, poluqim dV_t(t, w(t)) = a(t, z)V_t(t, w(t))dt + b(t, z)V_t(t, w(t)) ( dw(t) − dt t (w(t) − z) ) + c(t, z)dt + w(t)�z t ∂ ∂z V_t(t, w(t))dt − ∂ ∂z V_t(t, w(t))dw(t) +^1_2 ∂2 ∂z2 V_t(t, w(t))dt − ∂ ∂z b(t, z)V_t(t, w(t))dt − b(t, z) ∂ ∂z V_t(t, w(t))dt. (1.17) V silu nezavisimosti veliqiny w(t) ot processa w_{t,z}(s), s ∈ [0, t], imeem, qto w(t) ne zavisit ot veliqiny V_t(t, w(t)), kotoraØ soglasno (1.15) polnost~¸ opredelØetsØ po traektoriØm processa

w_{t,z}(s). VyqislØØ ot obeih qasteæ (1.17) matematiqeskoe oßida-

nie, poluqaem dExVt(t, w(t)) = a(t, z) ExVt(t, w(t)) dt −^{Exw(t)}�^z_t b(t, z)ExVt(t, w(t)) dt +c(t, z) dt + Exw(t)�z t ∂ ∂z ExVt(t, w(t)) dt +^1_2^{∂2}_{∂z2} ExVt(t, w(t)) dt − ∂ ∂z b(t, z)E_xV_t(t, w(t)) dt − b(t, z) ∂ ∂z ExVt(t, w(t)) dt. Ots¸da, vvidu (1.16) i oqevidnogo fakta E_x w(t) = x, sleduet, qto funkciØ u(t, z) ØvlØetsØ rexeniem zadaqi ∂ ∂tu =^1_2 ∂2 ∂z2 u − ( z�x_{t + b(t, z)}^) ∂_{∂z u} + ( a(t, z) − ∂ ∂z b(t, z) + z�x_{t b(t, z)}^)_{u + c(t, z),} (1.18) u(0, z) = φ_0. (1.19)

Graniqnoe uslovie neposredstvenno sleduet iz opredeleniØ funkcii u(t, z) i graniqnogo usloviØ v zadaqe (1.7). Zadaqa (1.18) i (1.19) pri zamene (1.13) perehodit v zadaqu (1.10), (1.11). Teorema dokazana.

Analogom teoremy 1.2 dlØ differencirovaniØ po naqalu traetorii brounovskogo processa slußit sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 1.3. Pust~ funkcii b(t, x) i a(t, x) po x udovletvorØ¸t

usloviØm (b) i (ℓ) sootvetstvenno, a funkcii c(t, x), F (t, x) po x

54 A. N. BORODIN

udovletvorØ¸t uslovi¸ (e) s konstantami K_t i C_t, ograniqennymi po t na l¸bom koneqnom intervale. Togda funkciØ m(t, x) := E_x { F (w(t)) exp (^t∫ 0 a(t − v, w(v))dv + t∫ 0 b(t − v, w(v)) dw(v) )

+ t∫ 0 c(t − u, w(u)) exp (^u∫ 0 a(t − v, w(v)) dv + u∫ 0 b(t − v, w(v)) dw(v) ) du }

(1.20)

ØvlØetsØ rexeniem zadaqi ∂ ∂tm =^1_2 ∂2 ∂x2 m + b(t, x) ∂ ∂xm + ( a(t, x) +^1_2 b^2(t, x) ) m + c(t, x), (1.21)

m(+0, x) = F (x). (1.22)

DlØ dokazatel~stva fftogo rezul~tata moßno primenit~ klassiqeskiæ podhod, opisannyæ, naprimer, v §13.2 iz [7]. My ne budem privodit~ zdes~ dokazatel~stva, poskol~ku analogiqnym metodom dokaßem v sledu¸wem punkte bolee obwiæ rezul~tat.

2. Analiz dokazatel~stva teoremy 1.2 pokazyvaet, qto samym

suwestvennym dlØ poluqeniØ takogo tipa rezul~tatov ØvlØetsØ lix~ to, qto funkciØ φ(t) est~ rexenie lineænogo differencial~nogo uravneniØ, kofffficienty kotorogo zavisØt ot znaqeniæ brounovskogo processa v dannyæ moment vremeni. Tak moßno, naprimer, vzØt~ funkci¸ φ, zavisØwu¸ ewe ot peremennoæ q i ØvlØ¸wu¸sØ rexeniem zadaqi ∂ ∂t φ(t, q) = σ(t, w(t), q) ∂2 ∂q2 φ(t, q) + μ(t, w(t), q) ∂ ∂q φ(t, q) + a(t, w(t), q)φ(t, q) + c(t, w(t), q), (2.1) φ(0, q) = F (q). (2.2)

Uravnenie (2.1) ØvlØetsØ neodnorodnym uravneniem teploprovodnosti s kofffficientami, zavisØwimi ot sluqaØ posredstvom

w(t). Vmesto (2.1) moßno rassmatrivat~ i drugie uravneniØ v

qastnyh proizvodnyh s kofffficientami, zavisØwimi ot znaqeniæ brounovskogo processa v dannyæ moment vremeni. PovtorØØ hod dokazatel~stva teoremy 1.2, moßno poluqit~, qto funkciØ u(t, z, q) = E_x { φ(t, q) | w(t) = z } (2.3)

VARIANTY FORMULY FE`NMANA–KACA 55 ØvlØetsØ rexeniem zadaqi ∂ ∂tu =^1_2 ∂2 ∂z u − z�x_t ∂_{∂z u + σ(t, z, q)} ∂^2_{∂q2 u} + μ(t, z, q) ∂ ∂q u + a(t, z, q)u + c(t, z, q) (2.4) u(0, z, q) = F (q). (2.5)

Rassmotrim l¸bopytnyæ primer primeneniØ fftogo rezul~tata. DlØ qastnogo sluqaØ uravneniØ (2.1) vida ∂ ∂tφ(t, q) =^1_2 ∂2 ∂q2 φ(t, q) − q�p_t ∂_{∂q φ(t, q)} + a(t, w(t), q) φ(t, q), φ(0, q) = 1, (2.6) gde p – nekotoryæ parametr, soglasno (1.18), (1.12) i (1.8) dlØ funkcii φ(t, q) imeetsØ veroØtnostnoe predstavlenie φ(t, q) = ~E_p { exp (^t∫ 0 a ( v, w(v), ~w(v) ) dv ) | ~w (t) = q } , gde ~w(s) – process brounovskogo dvißeniØ, ne zavisØwiæ ot processa w(s), a ~E_p – matematiqeskoe oßidanie po ~w pri uslovii

~w(0) = p. V silu (2.3) – (2.5) funkciØ u(t, z, q) = E_x { φ(t, q) | w(t) = z } = Ex,p^{ exp^( t∫ 0 a ( v, w(v), ~w (v) ) dv ) | w(t) = z, ~w (t) = q } , (2.7)

gde Ex,p oboznaqaet matematiqeskoe oßidanie po processam w,

~w s naqal~nymi znaqeniØmi x i p sootvetstvenno, ØvlØetsØ rexeniem zadaqi ∂ ∂t u =^1_2 ∂2 ∂z2 u +^1_2 ∂2 ∂q2 u − z�x_t ∂_{∂z u −} q�p_t ∂_{∂q u + a(t, z, q)u,} (2.8) u(0, z, q) = 1. (2.9)

�tot rezul~tat predstavlØet soboæ variant teoremy 1.2 dlØ dvumernogo brounovskogo processa (w(t), ~w (t)). Rezul~taty tipa teorem 1.2 i 1.3 dlØ mnogomernyh brounovskih dvißeniæ moßno

56 A. N. BORODIN poluqat~ prØmymi metodami polnost~¸ analogiqnymi metodam ispol~zuemym dlØ odnomernogo dvißeniØ.

Rassmotrim ewe odno napravlenie, v kotorom moßno obobwat~ uravnenie (1.7) tak, qtoby byl spravedliv analog teoremy 1.2. Ono svØzano s mnogomernoæ lineænoæ sistemoæ stohastiqeskih differencial~nyh uravneniæ, kofffficienty kotoroæ i stohastiqeskiæ differencial opredelØ¸tsØ po odnomernomu processu brounovskogo dvißeniØ w(t), t ¿ 0.

Pust~ ⃗φ(t) – rexenie n-mernoæ sistemy lineænyh stohastiqeskih differencial~nyh uravneniæ d⃗φ (t) = A (t, w(t)) ⃗φ (t)dt + B (t, w(t)) ⃗φ (t)dw(t) +⃗c(t, w(t))dt, ⃗φ_0(0) = ⃗φ_0, (2.10) gde A (t, y) = ‖a_{k,l}(t, y)‖^n_{k,l=1}, B (t, y) = ‖b_{k,l}(t, y)‖^n_{k,l=1} – matricy kofffficientov, a ⃗c (t, y) – n-mernyæ vektor svobodnyh kofffficientov. Polnost~¸ analogiqno tomu, kak ffto bylo sdelano pri dokazatel~stve teoremy 1.2 ustanavlivaetsØ sledu¸wiæ vektornyæ analog fftogo utverßdeniØ.

Teorema 2.1. Pust~ funkcii bk,l(t, x), ak,l(t, x) i ck(t, x), k =

1, 2, . . . , n, l = 1, 2, . . . , n, po x udovletvorØ¸t usloviØm (b), (ℓ) i (e) sootvetstvenno s konstantami K_t i C_t, ograniqennymi po t na l¸bom koneqnom intervale. Togda funkciØ ⃗g (t, z) := ∂ ∂z Ex^{⃗φ (t); w(t) < z^} (2.11)

ØvlØetsØ rexeniem zadaqi ∂ ∂t⃗g (t, z) =^1_2 ∂2 ∂z2 ⃗g (t, z) − B (t, z) ∂ ∂z ⃗g (t, z) + ( A (t, z) − ∂ ∂z B (t, z) ) ⃗g (t, z) + ⃗c (t, z) e�(z�x)^2 /2t

p_{2πt} , (2.12)

⃗g (0, z) = ⃗φ_0 δ_x(z). (2.13)

Vektornyæ analog teoremy 1.3 imeet bolee original~nu¸ formulirovku. Rassmotrim odnorodnu¸ n-mernu¸ sistemu lineænyh stohastiqeskih differencial~nyh uravneniæ d⃗φ (s) = A (t − s, w(s)) ⃗φ (s) ds + B (t − s, w(s)) ⃗φ (s) dw(s), (2.14) pri 0 < s < t.

VARIANTY FORMULY FE`NMANA–KACA 57 Pust~ ⃗φ_l(s), l = 1, 2, . . . , n, – proizvol~nye lineæno nezavisimye rexeniØ fftoæ sistemy. Obrazuem matricu rexeniæ P(s) =

( ⃗φ_1(s), ⃗φ_2(s), . . . , ⃗φ_n(s)) = ‖φ_{l,k}(s)‖^n_{l,k=1}. Togda uravnenie (2.14)

moßno zapisat~ v matriqnoæ forme dP(s) = A (t − s, w(s))P(s) ds + B (t − s, w(s))P(s) dw(s). (2.15) Pust~ simvol ⊤ oboznaqaet transponirovanie matricy. Pust~

⃗F (x), ⃗c (t, x) – vektornoznaqnye funkcii s koordinatami f_k(x) i c_k(t, x), k = 1, 2, . . . , n, sootvetstvenno.

Teorema 2.2. Pust~ funkcii bk,l(t, x) i ak,l(t, x), k = 1, 2, . . . , n,

l = 1, 2, . . . , n, po x udovletvorØ¸t usloviØm (b) i (ℓ) sootvetstvenno, a funkcii f_k(x) i c_k(t, x), k = 1, 2, . . . , n, po x udovletvorØ¸t uslovi¸ (e) s konstantami K_t i C_t, ograniqennymi po t na l¸bom koneqnom intervale. Togda funkciØ ⃗m (t, x), opredelØemaØ ravenstvom

P^⊤(0) ⃗m (t, x) = E_x { P^⊤(t) ⃗F (w(t)) + t∫ 0 P^⊤ (v)⃗c (t − v, w(v)) dv } , (2.16) ØvlØetsØ rexeniem zadaqi ∂ ∂t ⃗m (t, x) =^1_2 ∂2 ∂x2 ⃗m (t, x) + B^⊤ (t, x) ∂ ∂x ⃗m (t, x) + A^⊤ (t, x) ⃗m (t, x) + ⃗c(t, x), (2.17) ⃗m (0, x) = ⃗F (x). (2.18)

Dokazatel~stvo. Opredelim process^⃗ξ (s), 0 6 s 6 t, ravenstvom ⃗ξ (s) = P^⊤(s) ⃗m (t − s, w(s)) + s∫ 0 P^⊤(v) ⃗c(t − v, w(v)) dv, gde funkciØ ⃗m (t, x) ØvlØetsØ rexeniem zadaqi (2.17), (2.18). Protransponirovav matriqnoe uravnenie (2.15), poluqim

dP^⊤(s) = P^⊤(s) A^⊤ (t − s, w(s)) ds + P^⊤(s) B^⊤ (t − s, w(s)) dw(s).

58 A. N. BORODIN Togda dlØ stohastiqeskogo differenciala d⃗ξ (s) s uqetom (2.17) imeem

d⃗ξ (s) = P^⊤(s) [ A^⊤ (t − s, w(s)) ⃗m (t − s, w(s)) ds + B^⊤ (t − s, w(s)) ⃗m (t − s, w(s)) dw(s) − ∂ ∂t ⃗m (t − s, w(s)) ds + ∂ ∂x ⃗m (t − s, w(s)) dw(s) +^1_2 ∂2 ∂x2 ⃗m (t − s, w(s)) ds + B^⊤ (t − s, w(s)) ∂ ∂x ⃗m (t − s, w(s)) ds + ⃗c (t − s, w(s)) ds ]

= P^⊤(s) [ ∂ ∂x ⃗m (t − s, w(s)) + B^⊤ (t − s, w(s)) ⃗m (t − s, w(s)) ] dw(s). Sledovatel~no, process ⃗ξ (s) ØvlØetsØ martingalom, i E_x ⃗ξ (t) =

Ex^⃗ξ (0). �to ravenstvo vleqet utverßdenie teoremy, poskol~ku Ex^⃗ξ(t) ravno pravoæ qasti (2.16), a Ex^⃗ξ (0) = P^⊤(0) ⃗m (t, x).

Privedem sledu¸wiæ primer primeneniØ teoremy 2.2. Rassmotrim lineænoe differencial~noe uravnenie vtorogo porØdka_1 2 d2 ds ψ(s) = c(w(s)) ψ(s), 0 6 s 6 1. (2.19)

Suwestvuet (sm., naprimer, §13.2 iz [7]) veroØtnostnoe predstavlenie dlØ rexeniæ takih uravneniæ. Pust~ ~w (s) – process brounovskogo dvißeniØ, ne zavisØwiæ ot processa w(s), kak i v predyduwem primere. Smysl simvolov ~E_p i E_{x,p} toße ostaetsØ v sile. Togda funkcii

ψ_1(s) = ~E_s { exp ( − H∫ 0 c(w( ~w(v))) dv ) ; ~w (H) = 1 } ,

ψ_2(s) = ~E_s { exp ( − H∫ 0 c(w( ~w(v))) dv ) ; ~w (H) = 0 } , gde H = min{v : ~w (v) /∈ (0, 1)}, ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi rexeniØmi (2.19) s graniqnymi usloviØmi ψ_1(0) = ψ_2(1) = 0,

ψ_1(1) = ψ_2(0) = 1. Oboznaqim φ(s) = d ds ψ(s). Togda (2.19) moßno

VARIANTY FORMULY FE`NMANA–KACA 59 zapisat~ v vide sistemy uravneniæ d ds ψ(s) = φ(s), 0 6 s 6 t. d ds φ(s) = 2c(w(s)) ψ(s), Dvumernye funkcii (ψ_1(s), φ_1(s)) i (ψ_2(s), φ_2(s)) budut lineæno nezavisimymi rexeniØmi fftoæ sistemy.

Vospol~zuemsØ teoremoæ 2.2 dlØ funkciæ ⃗F (x) = (1, 0). Togda poluqim, qto funkcii m_1 (t, x) i m_2 (t, x), opredelØemye iz ravenstv

ψ^′_1(0) m_1(t, x) = E_{x,t} { exp ( − H∫ 0 c(w( ~w(v))) dv ) ; ~w(H) = 1 } ,

m_1(t, x)+ψ^′_2(0) m_2(t, x) = E_{x,t} { exp ( − H∫ 0 c(w( ~w(v))) dv ) ; ~w(H) = 0 } , ØvlØ¸tsØ pri t ∈ [0, 1], x ∈ R^1 rexeniem zadaqi ∂ ∂t m_1(t, x) =^1_2 ∂2 ∂x2 m_1(t, x) + 2c(x) m_2(t, x), m_1 (0, x) = 1, ∂ ∂t m_2(t, x) =^1_2 ∂2 ∂x2 m_2(t, x) + m_1(t, x), m_2 (0, x) = 0.

Literatura

1. M. Kac, On distribution of certain Wiener functionals. — Trans. Am. Math. Soc.

65 (1949), 1–13.

2. M. Kac, On some connections between probability theory and differential and integral equations. Proc. Second Berkley Symp. Math. Stat. Probab. (1951), pp. 189–215.

3. A. N. Kolmogorov, Über die Analytischen Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. — Mathemat. Ann. 104 (1931), 415–458, russkiæ perevod: UMN,

V (1938), s. 5–41.

4. A. V. Skorohod, N. P. Sloboden¸k, Predel~nye teoremy dlØ sluqaænyh blußdaniæ. Naukova dumka, Kiev (1970).

5. A. N. Borodin, Raspredelenie integral~nyh funkcionalov ot processa brounovskogo dvißeniØ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 119 (1982), 19–38.

6. P. Billingsli, Shodimost~ veroØtnostnyh mer. Nauka, Moskva (1977). 7. A. D. Ventcel~, Kurs teorii sluqaænyh processov. Nauka, Moskva (1975).

60 A. N. BORODIN

Borodin A. N. Versions of the Feynman–Kac formula.

Some new versions of the Feynman-Kac formula for Brownian motion are considered. An intersting generalization of the formula is connected with the solutions of systems of linear differential equations.

Postupilo 27 noØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN