M. I. Gordin

DVO`NYE RASXIRENI˚ DINAMIQESKIH SISTEM I POSTROENIE PEREMEXIVıWIH FIL^TRACI`

Pust~ T : X → X – avtomorfizm (obratimoe izmerimoe sohranØ¸wee meru preobrazovanie) veroØtnostnogo prostranstva

(X, F, μ) i pust~, krome togo, v prostranstve L_2(X) = L_2(X, F, P ) deæstvuet para μ-simmetriqeskih markovskih generatorov A_u i

A_s, kotorye ØvlØ¸tsØ “sobstvennymi vektorami” avtomorfiz-

ma T s sobstvennymi znaqeniØmi θ_u > 1 i θ_s < 1. DlØ sootvetstvu¸wih markovskih processov (X, F, μ) ØvlØetsØ prostranstvom sostoØniæ so stacionarnoæ veroØtnostnym raspredeleniem. Pri pomowi veroØtnostnoæ mery v prostranstve realizaciæ fftih processov my stroim, obobwaØ [2], rasxirenie ishodnogo avtomorfizma. V predpoloßenii perestanovoqnosti operatorov

A_u i A_s i izolirovannosti toqki 0 spektra operatora A_u + A_s

my pokazyvaem, qto estestvennym obrazom svØzannye s fftim rasxireniem vozrasta¸waØ i ubyva¸waØ fil~tracii oblada¸t svoæstvom ves~ma bystrogo stremleniØ k 0 maksimal~nogo kofffficienta korrelØcii meßdu sostavlØ¸wimi ffti fil~tracii σ-algebrami. V kaqestve primera rassmotreny giperboliqeskie avtomorfizmy torov. Ukazany primeneniØ k predel~nym teoremam.

Vvedenie

Pust~ (X , F, μ) – veroØtnostnoe prostranstvo i T : X → X – ego avtomorfizm (izmerimoe preobrazovanie, sohranØ¸wee meru μ). Predpoloßim, qto na tom ße veroØtnostnom prostranstve opredelena markovskaØ polugruppa (P_t)_t¿_0, simmetriqnaØ otnositel~no μ. Inaqe govorØ, dlØ kaßdogo t ¿ 0 P_t – sohranØ¸wiæ poloßitel~nost~ samosoprØßennyæ operator normy 1 v

Rabota vypolnØlas~ pri podderßke RFFI (grant 96-01-00672), INTAS- RFFI (grant 95-418) i granta veduwih nauqnyh xkol No. 96-15-96199. 61

62 M. I. GORDIN

L_2 = L_2(X , F, μ), takoæ, qto P_t 1 = 1, i semeæstvo (P_t)_t¿_0 obrazu-

et sil~no nepreryvnu¸ v L_2 polugruppu. Zametim, qto togda P_t sohranØet integral po mere μ i deæstvuet s normoæ 1 v kaßdom iz prostranstv L_p(X , F, μ), 1 6 p 6 ∞. Generator A markovskoæ polugruppy P_t = exp (−At), (ili, bolee korotko, markovskiæ generator) ØvlØetsØ togda samosoprØßennym operatorom v L_2 s plotnoæ v L_2 oblast~¸ opredeleniØ D(A).

V nastoØweæ rabote dva takih generatora, opredelennym obrazom svØzannyh s T i meßdu soboæ, ispol~zu¸tsØ, qtoby postroit~ po nim nekotoroe rasxirenie ishodnogo veroØtnostnogo prostranstva, ØvlØ¸weesØ prostranstvam realizaciæ sluqaænogo processa, oblada¸wego svoæstvom bystrogo ubyvaniØ zavisimosti. �ta konstrukciØ, blizkaØ k ispol~zovannoæ v [2], kratko opisyvaetsØ v razdele 1 raboty. V razdele 2 pri dopolnitel~- nyh predpoloßeniØh pokazano, qto sistemy σ-algebr “proxlogo” i “buduwego” processa, vvedennogo v razdele 1, oblada¸t nekotorym svoæstvom asimptotiqeskoæ nezavisimosti. V razdele 3 rassmatriva¸tsØ v kaqestve primera giperboliqeskie avtomorfizmy torov. DlØ nih privoditsØ konstrukciØ pary markovskih generatorov, osnovannaØ na gomokliniqeskih translØciØh. �ti generatory ØvlØ¸tsØ obobweniem gomokliniqeskogo laplasiana iz [5]. Nakonec, v razdele 4 ukazyva¸tsØ primeneniØ k predel~nym teoremam dlØ stacionarnyh posledovatel~nosteæ, poroßdennyh dinamiqeskoæ sistemoæ v situacii, opisannoæ v razdele 2. V celom rabota razvivaet podhod, primenennyæ v [2], gde rassmatrivalas~ situaciØ, kogda imeetsØ tol~ko odin generator, i ne obsußdalis~ svoæstva peremexivaniØ. V [2] mogut byt~ takße naædeny nekotorye dopolnitel~nye kommentarii, v qastnosti, obsußdenie svØzi s vvedennym ˚. G. Sinaem ponØtiem transversal~nogo potoka.

1. Postroenie rasxireniØ

Oboznaqim qerez U_T unitarnyæ operator, poroßdennyæ v L_2 avtomorfizmom T (U_T f = f ∘ T ).

Opredelenie [2]. Pust~ θ ∈ R^+. Markovskiæ generator A nazy-

vaetsØ θ-kommutiru¸wim s T , esli imeet mesto sootnoxenie

AU_T = θ U_T A. (1.1)

RASXIRENI˚ S PEREMEXIVAıWIMI FIL^TRACI˚MI 63 �kvivalentnoe (1.1) uslovie v terminah ishodnoæ polugruppy vyglØdit kak Pt UT = UT Pθt, t ∈ R^+. (1.2) My budem predpolagat~, qto v L_2 deæstvu¸t dve markovskie polugruppy (P^u_t )_t¿_0 i (P^s_t )_t¿_0 s generatorami A_u i A_s (ot angliæskih slov “unstable” i “ stable”), kotorye, sootvetstvenno, θ_u- i

θ_s-kommutiru¸t s T , priqem θ_u ∈ (1, ∞) i θ_s ∈ (0, 1).

ModificiruØ konstrukci¸ iz [2], my seæqas postroim nekotoroe rasxirenie dinamiqeskoæ sistemy (X , F, μ, T ), t.e. takie sistemu (X , F, μ, T ) i sohranØ¸wee meru otobraßenie π : X → X , qto π ∘ T = T ∘ π. (1.3) Pri fftom ( X , F, μ ) stroitsØ kak mnoßestvo realizaciæ nekotorogo neodnorodnogo po vremeni markovskogo processa ξ, a otobraßenie π sopostavlØet realizacii ξ(·) ee znaqenie ξ(0).

Rassmotrim opredelennyæ na (−∞, ∞) neodnorodnyæ markovskiæ process (ξ_t) s generatorami A_u na (−∞, 0] i A_s na [0, ∞) i stacionarnym raspredeleniem μ. Pod prostranstvom X realizaciæ fftogo processa my budem ponimat~ prostranstvo X^{(−∞,∞)} funkciæ ω : (−∞, ∞) → X . My snabdim X σ-algebroæ F, poroßdennoæ cilindriqeskimi mnoßestvami, i veroØtnostnoæ meroæ μ, koneqnomernye raspredeleniØ kotoroæ zada¸tsØ obyqnym obrazom po stacionarnomu raspredeleni¸ μ i polugruppam

(P^u_t )t¿0 i (P^s_t )t¿0, upravlØ¸wim processom na intervalah (−∞, 0]

i [0, ∞), sootvetstvenno.

Vvedem teper~ izmerimoe sohranØ¸wee meru otobraßenie

π : X → X , poloßiv π(ω) = ω(0), i opredelim v X preobrazovanie

T sootnoxeniem

(T ω)(t) = { T ( ω(θ^{−1}_u t) ) , dlØ t 6 0, T ( ω(θ^{−1}_s t) ) , dlØ t ¿ 0.

(1.4)

Oqevidno, qto T izmerimo i qto π ∘ T = T ∘ π. RassußdaØ tak ße kak v [2], netrudno proverit~, qto T ØvlØetsØ avtomorfizmom prostranstva ( X , F, μ ) . 2. Fil~tracii v rasxirenii i ih svoæstva

V prostranstve ( X , F, μ ) , postroennom v razdele 1, imeetsØ estestvennaØ vozrasta¸waØ fil~traciØ {F^u_t }_t6_0, v kotoroæ F^u_t –

64 M. I. GORDIN σ-algebra, poroßdennaØ processom (ξ(τ )) na (−∞, t]. Kak sleduet iz sootnoxeniØ (1.4), opredelØ¸wego T ,

T^{−1}(F^u_t ) = F^u_θ�1_{u t}. V ( X , F, μ ) imeetsØ takße estestvennaØ ubyva¸waØ fil~traciØ

{F^s_t }_t¿_0, v kotoroæ F^s_t – σ-algebra, poroßdenaØ processom (ξ(τ ))

na [t, ∞). Iz sootnoxeniØ (1.4) na fftot raz sleduet, qto

T^{−1}(F_t) = F_θ�1_{s t}.

NaqinaØ ots¸da, my budem sqitat~, qto θ^{−1}_s = θ_u = θ dlØ nekotorogo θ > 1. Poloßim

F_n = F^u_{−θ}�n , F^n = F^s_θn .

Togda my imeem

T^{−1}(F_n) = F_{n+1} ⊇ F_n, T^{−1}(F^n) = F^{n+1} ⊆ F^n.

Oboznaqim qerez E_n i E^n operatory uslovnogo matematiqeskogo oßidaniØ otnositel~no σ-algebr F_n i F^n, sootvetstvenno, i qerez E operator bezuslovnogo matematiqeskogo oßidaniØ. Dalee, dlØ proizvol~nogo operatora S na prostranstve izmerimyh funkciæ oboznaqim qerez |S|_{p,q} ego normu kak operatora iz L_p v L_q dlØ nekotoryh p, q ∈ [1, ∞]. My budem ispol~zovat~ odni i te ße standartnye oboznaqeniØ | · |_p dlØ L_p-norm i (·, ·) dlØ skalØrnyh proizvedeniæ otnositel~no oboih prostranstv (X , F, μ) i (X , F, μ). Iz sil~noæ nepreryvnosti polugrupp {P_s(t)}, {P_u(t)} sleduet, qto ⋁ n∈Z^{Fn ⊇ π−1(F), ⋁}n∈Z^{F n ⊇ π−1(F).} Oboznaqim qerez L_2 prostranstvo kvadratiqno summiruemyh na (X ,F, μ) funkciæ, a qerez L^0_2 ⊂ L_2 i L_2^0 ⊂ L_2 podprostranstva, sostoØwie iz vseh funkciæ s nulevymi integralami.

Predloßenie 2.1. Predpoloßim, qto As i Au kommutiru¸t i

qto dlØ podhodØweæ postoØnnoæ c > 0 i nekotorogo podprostranstva D prostranstva L_2 takogo, qto D ⊆ D(A_u)∩D(A_s) i D plotno v L^0_2, dlØ vseh f ∈ D vypolnØetsØ neravenstvo (A_sf + A_uf, f) ¿ c(f, f).

RASXIRENI˚ S PEREMEXIVAıWIMI FIL^TRACI˚MI 65 Togda dlØ vseh n ¿ 0 |E^nE_{−n} − E|_{2,2} 6 exp (−cθ^n). i |E_{−n}E^n − E|_{2,2} 6 exp (−cθ^n). Dokazatel~stvo. OgraniqimsØ dokazatel~stvom pervogo iz ne-

ravenstv, poskol~ku vtoroe vyvoditsØ iz nego posredstvom soprØßeniØ rassmatrivaemyh operatorov. Imenno, pokaßem, qto dlØ vsØkoæ g ∈ L_2^0, izmerimoæ otnositel~no σ-algebry F_{−n} =

F^u_{−θ}n , vypolnØetsØ neravenstvo

|E^ng|_2 6 exp (−cθ^n)|g|_2.

Vvidu togo, qto E^ng = E^nE(g|ξ(τ ), τ ¿ −θ^n), i poskol~ku v silu markovskogo svoæstva sluqaænaØ veliqina E^nE(g|ξ(τ ), τ ¿ −θ^n) ØvlØetsØ ξ_{−θ}n -izmerimoæ, dostatoqno dokazat~ poslednee neravenstvo dlØ funkciæ vida g = f(ξ_{−θ}n ), gde f ∈ L^0_2. DlØ takih g

E(g|ξ(0)) = (P^u_θn f)(ξ(0)) i pofftomu

|E^ng|_2 = |E^{θn}g|_2 = |E^{θn} E(g|ξ(0))|_2 == |P^s_θnP^u_θn f|_2 =

= | exp (−θ^n(A_u + A_s))f|_2 6 exp (−cθ^n)|f|_2 = exp (−cθ^n)|g|_2. Predloßenie dokazano.

Sledstvie 2.2. Pust~ f ∈ L^0_2 takova, qto ∑ k¿0 ( (|f|^2 − |P_s(θ^{−k})f|^2)^{1/2} + (|f|^2 − |P_u(θ^{−k})f|^2 )^{1/2} ) < ∞. Togda ∑ k¿0 ( |E_{−k}f|_2 + |f − E_kf |_2 ) < ∞, gde f = f ∘ π.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku Ekf = (Pu(θ^{−k})f(ξ(−θ^{−k} )), to ∑ k¿0^{|f − Ekf |2 =} ∑ k¿0 ( |f|^2 − |P_u(θ^{−k})f|^2 )_{1/2} < ∞, i nam dostatoqno dokazat~, qto ∑ k¿0^{|E−kf |2 < ∞.}

66 M. I. GORDIN Poslednee ße neravenstvo sleduet iz ocenok ∑ k¿0^{|E−kf |2} 6^∑_{k¿0}(|E−kE^kf|2 + |f − E^kf |2) 6^∑_{k¿0}^(|E^{−k}Ek − E|2,2|f|2 + (|f|^2 − |Ps(θ^{−k})f|^2)^{1/2)} 6^∑_{k¿0}^(exp (−cθ^n)|f|2 + (|f|^2 − |Ps(θ^{−k})f|^2)^{1/2)} < ∞.

Sledstvie 2.3. V predpoloßeniØh PredloßeniØ 2.1 T ØvlØetsØ

K-avtomorfizmom prostranstva (X , F, μ).

Dokazatel~stvo. Napomnim, qto avtomorfizm T prostranstva

(X , F, μ) nazyvaetsØ K-avtomorfizmom [5], esli suwestvuet takaØ σ-algebra F^0 ⊂ F, qto

T^{−1}(F^0) ⊂ F^0, ⋁ n∈Z^{T n(F 0) = F, ⋂}n∈Z^{T n(F 0) = N ,} gde N – trivial~naØ σ-algebra prostranstva (X , F, μ). Dalee, horoxo izvestno, qto faktor-avtomorfizm K-avtomorfizma - Kavtomorfizm. Poloßim F^s = ⋁ n∈ZF^n. Poskol~ku π^{−1}(F) ⊆ F^s,

to T ØvlØetsØ faktorom avtomorfizma T^{(s)}, sootvetstvu¸wego T -invariantnoæ podalgebre F^s. K-svoæstvo avtomorfizma

T^{(s)} = T |_Fs budet ustanovleno, esli pokazat~, qto E^n → E v

sil~noæ operatornoæ topologii pri n → ∞. Iz PredloßeniØ 2.1 vytekaet,qto dlØ l¸bogo celogo m

|E^{2n+m}E_m − E|_{2,2} = |E^nE_{−n} − E|_{2,2} 6 exp (−cθ^n)

i, sledovatel~no, E^nf → Ef pri n → ∞, esli f izmerima otnositel~no F_m. No sootnoxenie ⋁ m∈Z^{Fm ⊇ π−1(F)} pozvolØet, vybrav m dostatoqno bol~xim, skol~ ugodno toqno approksimirovat~ π^{−1}(F)-izmerimye funkcii F_m-izmerimymi, qto i dokazyvaet utverßdenie.

Zameqanie 2.4. V hode lokazatel~tstva PredloßeniØ 2.3 bylo

faktiqeski ustanovleno K-svoæstvo avtomorfizma T^{(s)}.

RASXIRENI˚ S PEREMEXIVAıWIMI FIL^TRACI˚MI 67 3. Giperboliqeskie avtomorfizmy torov

V fftom razdele privoditsØ konstrukciØ pary transversal~- nyh generatorov dlØ giperboliqeskogo avtomorfizma tora T^d. Pust~ X = T^d = R^d/Z^d s normirovannoæ meroæ Haara μ i pust~ T : T^d → T^d - algebraiqeskiæ avtomorfizm T^d (togda μ T -invariantna). T nakryvaetsØ obratimym lineænym otobraßeniem T̃ : R̃^d → R̃^d, perevodØwim rexetku Z^d na sebØ. Togda

pr T̃ = T pr, gde pr : R^d → T^d – kanoniqeskoe otobraßenie. Spektr spec(T̃ ) operatora T̃ raspadaetsØ na tri qasti

spec(T̃ ) = σ_s(T̃ ) ∪ σ_u(T̃ ) ∪ σ_n(T̃ ),

raspolaga¸wiesØ, sootvetstvenno, vnutri, snarußi i vne ediniqnoæ okrußnosti {z : |z| = 1} ⊆ C . Poloßim r = max_{λ∈σs} |λ|, R =

min_{λ∈σu} |λ|, Λ = min(R, r^{−1}) > 1. My predpolagaem, qto T – giperboliqeskiæ avtomorfizm, t.e. qto σ_n(T̃ ) = ∅. Razloßeni¸ spektra spec(T̃ ) = σ_s(T̃ ) ∪ σ_u(T̃ ) sootvetstvuet T̃ – invariantnoe lineænoe razloßenie R^d = L_s ⨁ L_u. Oboznaqim qerez p_s i p_u so-

otvetstvu¸wie proektory. My naqnem s primera, dlØ kotorogo ime¸tsØ oqevidnye kandidaty na rol~ θ-kommutiru¸wih s T markovskih generatorov.

Primer 3.1. Rassmotrim sluqaæ giperboliqeskogo avtomorfiz-

ma dvumernogo tora T^2. Zdes~ σ_s = {λ^{−1}}, σ_u = {λ} pri nekotorom λ, |λ| > 1. Dalee, L_s i L_u v fftom sluqae odnomerny i parallel~no im deæstvu¸t sohranØ¸wie meru potoki, generatorami kotoryh ØvlØ¸tsØ vektornye polØ D_s i D_u. PolØ D_s i D_u udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

D_u U_T = λ U_T D_u, D_s U_T = λ^{−1}U_T D_s.

Poloßim A_u = −(D_u)^2, A_s = −(D_s)^2. V fftoæ situacii (pri θ =

λ^2) vypolneny vse usloviØ PredloßeniØ 2.1. Neobhodimoe svoæ-

stvo poluograniqennosti vytekaet iz fflliptiqnosti operatora

−((D_u)^2 + (D_s)^2). Vmesto primeneniØ obweæ teorii zdes~ pro-

we vyqislit~ spektr rassmatrivaemogo operatora. Sobstvennye funkcii parametrizu¸tsØ fflementami Z^2, pri fftom sootvetstvu- ¸wie sobstvennye znaqeniØ vyraßa¸tsØ poloßitel~no opredelennoæ kvadratiqnoæ formoæ na Z^2, otkuda i sleduet nußnoe nam neravenstvo. Perestanovoqnost~ A_s i A_u vytekaet iz perestanovoqnosti potokov s generatorami L_s i L_u.

68 M. I. GORDIN

V sluqae obwego giperboliqeskogo avtomorfizma nußna bolee sloßnaØ konstrukciØ, da¸waØ vmesto pary brounovskih dvißeniæ na tore paru qisto razryvnyh processov s nezavisimymi priraweniØmi, prinima¸wimi znaqeniØ v T^d. Pust~

e^l, l = 1, . . . , d, – standartnyæ bazis Z^d. Poloßim γ^l = pr p_se^l dlØ l = 1, . . ., d. Zametim, qto γ^l = −pr p_ue^l, otkuda sleduet, qto dlØ l = 1, . . . , d e^l ∈ pr(L_s) ∩ pr(L_u), i, sledovatel~no, T^ne^l → 0 ffkspo-

nencial~no bystro pri |n| → ∞.

Teper~, obobwaØ konstrukci¸ iz [2], my vvedem paru markovskih generatorov dlØ giperboliqeskogo avtomorfizma tora. �ta para udovletvorØet usloviØm PredloßeniØ 3.1 . Zafiksiruem nekotoroe θ ∈ (1, Λ). Poloßim

(A_sf)(x) = ∑ k∈Z d∑ l=1 (2f(x) − f(x − T^kγ^l ) − f(x + T^kγ^l ))θ^k,

(A_uf)(x) = ∑ k∈Z d∑ l=1 (2f(x) − f(x − T^kγ^l ) − f(x + T^kγ^l ))θ^{−k}, gde f ∈ L^0_2 ∩H^α, a α < 1 udovletvorØet uslovi¸ Λ^{−α}θ < 1 (H^α oboznaqaet zdes~ prostranstvo funkciæ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ Gel~dera s pokazatelem α). ˚sno, qto rØdy, opredelØ¸wie A_u i A_s, shodØtsØ dlØ takih f. SootnoxeniØ kommutacii s avtomorfizmom T legko proverØ¸tsØ neposredstvenno dlØ funkciæ iz opisannogo klassa. My hotim ustanovit~, qto A_u i A_s prodolßa¸tsØ do generatorov markovskih polugrupp, udovletvorØ- ¸wih usloviØm PredloßeniØ 3.1. Kl¸qevym svoæstvom, kotoroe nadleßit proverit~, ØvlØetsØ poluograniqennost~ operatora A_u + A_s.

Predloßenie 3.2. Pust~ θ ∈ (1, Λ), i pust~ α ∈ (0, 1] takovo,

qto Λ^{−α}θ < 1. DlØ vvedennyh tol~ko qto operatorov A_s i A_u pri nekotoroæ postoØnnoæ c > 0 dlØ vseh f ∈ L^0_2 ∩ H^α imeet mesto neravenstvo ((A_s + A_u)f, f) ¿ c(f, f) i vypolnØ¸tsØ ostal~nye usloviØ PredloßeniØ 2.1.

Dokazatel~stvo. Proverim pervym delom vypolnenie neraven-

stva. Pust~ Δ – ffto operator v L_2, opredelennyæ na gel~derov-

RASXIRENI˚ S PEREMEXIVAıWIMI FIL^TRACI˚MI 69 skih funkciØh f vyraßeniem

(Δf)(x) = ∑ k∈Z d∑ l=1 (2f(x) − f(x − T^kγ^l ) − f(x + T^kγ^l)).

Togda my imeem dlØ f ∈ D: (A_sf +A_uf, f) = ∑ k∈Z d∑ l=1 (2f(x)−f(x−T^k γ^l)−f(x+T^k γ^l), f)(θ^k +θ^{−k} ) ¿ 2(Δf, f) ¿ c(f, f), gde poslednee neravenstvo – ffto ustanovlennoe v [5] svoæstvo izolirovannosti sobstvennogo znaqeniØ nul~ v spektre operatora Δ (otmetim drugoæ vybor znaka v opredelenii Δ v [5]). Ostal~nye utverßdeniØ vyteka¸t iz dokazannogo neravenstva. V samom dele, zamknem po Fridrihsu operator A_u + A_s. Togda operatory A_u i A_s, buduqi poloßitel~no opredelennymi, toße mogut byt~ soglasovannym obrazom (t.e. s sohraneniem additivnyh sootnoxeniæ) zamknuty. Poroßdaemye imi polugruppy budut markovskimi (t.e. sohranØ¸wimi poloßitel~nost~ i znaqeniØ postoØnnyh), t.k. oni ØvlØ¸tsØ predelami polugrupp s ograniqennymi generatorami, poluqennymi otbrasyvaniem “beskoneqnyh hvostov” v rØdah, predstavlØ¸wih A_u, A_s i A_u + A_s. �ti ograniqennye generatory poroßda¸t markovskie processy s koneqnym s veroØtnost~¸ 1 qislom skaqkov na ograniqennom intervale, qto delaet oqevidnym markovskiæ harakter fftih generatorov. Ta ße approksimaciØ dokazyvaet perestanovoqnost~ (dlØ approksimiru¸wih processov ona est~ prosto sledstvie kommutativnosti tora kak gruppy).

Teper~ my privedem usloviØ, obespeqiva¸wie v rassmatrivaemoæ v nastoØwem razdele situacii vypolnenie predpoloßeniæ SledstviØ 2.2.

Zameqanie 3.3. Pust~ f ∈ L2 udovletvorØet uslovi¸ |f(· + r) −

f(·)|_2 6 w(|r|) dlØ r ∈ T^d (gde |r| – rasstoØnie ot r do 0 v inva-

riantnoæ rimanovoæ metrike na T^d ), a nepreryvnaØ vozrasta- ¸waØ na nekotorom intervale vida [0, A) funkciØ w takova, qto funkciØ h → w^2(h^{1/2}) vognuta i, esli N nastol~ko veliko, qto θ^{−N} < A, to ∑ k¿N^{w(θ−k) < ∞} (primerom takoæ funkcii na^{[0, 1)}

70 M. I. GORDIN ØvlØetsØ h → 1/(− log h)^{1+ϵ}, gde ϵ > 0). Togda dlØ f vypolneny usloviØ SledstviØ 2.2, kasa¸wiesØ shodimosti rØdov.

Dokazatel~stvo. Ustanovim, naprimer, shodimost~ rØda ∑ k¿0 ( |f|^2 − |P_s(θ^{−k})f|^2 )_{1/2} . Zametim, qto iz vida operatora A_s sleduet, qto (ξ(τ ), τ ¿ 0) ØvlØetsØ bezgraniqno delimym T^d–znaqnym processom s odnorodnymi nezavismymi priraweniØmi. Dalee, on imeet koneqnye vtorye momenty (bolee toqno, ego netrudno predstavit~ v vide ξ(τ ) = π(ξ(τ )), gde ξ(τ )) – bezgraniqno delimyæ R^d-znaqnyæ process s odnorodnymi nezavismymi priraweniØmi i koneqnymi vtorymi momentami). Pofftomu pri malyh τ > 0 spravedliva ocenka E|ξ(τ ) − ξ(0)|^2 6 M τ . UqityvaØ nezavisimost~ ξ(0) i

ξ(θ^{−k}) − ξ(0) i vybrav N dostatoqno bol~xim, imeem ∑ k¿N ( |f|^2 − |P_s(θ^{−k})f|^2 )_{1/2} = ∑ k¿N ( E(f(ξ(θ^{−k} )) − f(ξ(0)))^2 )_{1/2} = ∑ k¿N ( E(f(ξ(0) + ξ(θ^{−k}) − ξ(0)) − f(ξ(0)))^2

)_{1/2} 6 ∑ k¿N ( Ew^2(|ξ(θ^{−k}) − ξ(0)|) )_{1/2} 6 ∑ k¿N ( w^2(E^{1/2}|ξ(θ^{−k}) − ξ(0)|^2 )_{1/2} = ∑ k¿N^{w(E} 1/2|ξ(θ^{−k}) − ξ(0)|^2) 6 ∑ k¿N^w (√ M θ^{−k} ) < ∞.

4. Priloßenie k predel~nym teoremam

My budem sqitat~ v fftom razdele, qto vypolneny usloviØ PredloßeniØ 2.1.

Predloßenie 4.1. Pust~ f ∈ L^0_2 takova, qto ∑ k¿0 ( (|f|^2 − |P_s(θ^{−k})f|^2)^{1/2} + (|f|^2 − |P_u(θ^{−k})f|^2 )^{1/2} ) < ∞. Togda f = f ∘ π predstavima v vide f = h + g ∘ T − g,

RASXIRENI˚ S PEREMEXIVAıWIMI FIL^TRACI˚MI 71 gde h, g ∈ L_2 ( X , F, μ ) , h izmerima otnositel~no F_0 i E_{−1}h = 0.

Dokazatel~stvo. Soglasno Sledstvi¸ 2.2, v naxih predpolo-

ßeniØh ime¸t mesto sootnoxeniØ ∑ k¿0 ( |E_{−k}f|_2 + |f − E_kf |_2 ) < ∞, a iz shodimosti ukazannyh rØdov sleduet vozmoßnost~ predstavit~ f v opisannoæ vyxe forme [1].

Predloßenie 4.2. Pust~ v usloviØh PredloßeniØ 2.1 dlØ funk-

cii f ∈ L^0_2, vypolneno sootnoxenie ∑ k¿0 ( (|f|^2 − |P_s(θ^{−k})f|^2)^{1/2} + (|f|^2 − |P_u(θ^{−k})f|^2 )^{1/2} ) < ∞, Togda suwestvuet predel

lim_{n→∞}^1n | | | | n−1∑ k=0 f ∘ T^k | | | | 2

2 = σ^2

i raspredeleniØ sluqaænyh funkciæ na [0, 1], ravnyh 0 v 0 i n^{−1/2} m−1∑ k=0 f ∘ T^k na intervale ((m − 1)/n, m/n], m = 1, ..., n, slabo shodØtsØ (v prostranstve D([0, 1])) k mere Vinera so srednim znaqeniem 0 i dispersieæ σ^2 v toqke 1.

Dokazatel~stvo. Kak i v [2], vmesto posledovatel~nosti {f ∘

T^k, k ¿ 0} budet rassmatrivat~sØ odinakovo s neæ raspredelen-

naØ posledovatel~nost~ {f ∘ T^k, k ¿ 0}. Iz naxih predpoloßeniæ sleduet, qto k f priloßimo Predloßenie 4.1. Iz predstavleniØ dlØ f, naliqie kotorogo utverßdaet Predloßenie 4.1, budet vytekat~ Predloßenie 4.2 (sm., napr., dokazatel~stvo teoremy 8.1 gl.4 iz [3] ), esli tol~ko my ustanovim ffrgodiqnost~ posledovatel~nosti h ∘ T^k, k ∈ Z. No iz ZameqaniØ 2.4 sleduet bolee sil~- noe, qem ffrgodiqnost~ K-svoæstvo avtomorfizma T^{(s)} = T |_Fs, gde

F^s = ⋁ n∈ZF^n, qto i zaverxaet dokazatel~stvo.

Zameqanie 4.3. V usloviØh PredloßeniØ 4.2 spravedliv tak-

ße zakon povtornogo logarifma (v obyqnoæ forme i v forme F. Xtrassena).

72 M. I. GORDIN Literatura 1. M. I. Gordin, O central~noæ predel~noæ teoreme dlØ stacionarnyh pro-

cessov. — Doklady AN SSSR 188, ˝ 1 (1969), 739–741.

2. M. I. Gordin, RasxireniØ dinamiqeskih sistem i metod martingal~noæ

approksimacii. — Zap.nauqn. semin. POMI 216 (1994), 10–19.

3. A. N. Borodin, I. A. Ibragimov, — Trudy MIAN 216 (1994), 10–19,

Predel~nye teoremy dlØ sluqaænyh blußdaniæ.

4. V. A. Rohlin, Lekcii po ffntropiænoæ teorii preobrazovaniæ s invari-

antnoæ meroæ. — Uspehi matem. nauk 22, ˝ 5 (1967), 1–56.

5. M. Gordin, Homoclinic approach to the central limit theorem for dynamical systems. — Contemporary Math. 149 (1993), 149–162.

Gordin M. I. Double extensions of dynamical systems and a construction of mixing filtrations.

Let T be an automorphism of a probability space (X, F, P ) and let As and Au be generators of symmetric Markov transition semigroups on X. As and Au are supposed also to be “eigenvectors” for T with eigenvalues θ�1 and θ for some θ > 1. We give a probabilistic construction (based on As and Au) of an extension of the quadruple (X, F, P, T ). This extension (X0, F0, P, T 0) is naturally supplied with decreasing and increasing filtrations.

Under the assumptions that As and Au commute and that their sum As + Au is bounded below apart from zero we establish very strong decay to zero of the maximal correlation coefficient between the σ-fields of these filtrations.

As an application we prove the following assertion under the above conjectures. Let f ∈ L2 has integral 0 with respect to P and be such that ∑ k¿0 ( (|f |2 − |Ps(θ�k)f |2)1/2 + (|f |2 − |Pu(θ�k)f |2)1/2 ) < ∞. Then the sequence {f ∘ T k, k ∈ Z} satisfies the Functional Central Limit Theorem.

As an example we consider hyperbolic toral automorphisms.

Postupilo 10 dekabrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN