N. L. Gorn, M. A. Lifxic O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA DL˚ QASTIQNO NABLıDAEMYH SUMM SLUQA`NYH VELIQIN Vvedenie

V rabote [10] rassmatrivalis~ predel~nye mnoßestva funkciæ, poroßdaemye vyboroqnymi nabl¸deniØmi vinerovskogo processa. Prodelav lineænu¸ interpolØci¸ vinerovskoæ traektorii meßdu momentami nabl¸deniØ, proizvedØ obyqnu¸ dlØ zakona povtornogo logarifma (ZPL) normirovku i lineænu¸ zamenu vremeni, moßno poluqit~ semeæstvo sluqaænyh fflementov prostranstva C[0, 1], kotoroe “shoditsØ” s veroØtnost~¸ edinica k nekotoromu nesluqaænomu kompaktnomu mnoßestvu. �tot predel~nyæ kompakt zavisit, voobwe govorØ, ot mnoßestva momentov nabl¸deniØ i ne obØzatel~no sovpadaet s klassiqeskim predel~nym mnoßestvom Xtrassena, kotoroe otveqaet sluqa¸ polnost~¸ nabl¸daemoæ vinerovskoæ traektorii. V obwem sluqae predel~noe mnoßestvo budet zamknutym i zvezdnym, no ne obØzatel~no vypuklym. (Kstati, imenno takaØ geometriqeskaØ struktura otveqaet oscillØcii gaussovskih processov obwego vida v beskoneqnomernom prostranstve [4, 9].)

Voznikaet estestvennyæ vopros – budet li predel~noe mnoßestvo tem ße samym, esli my zamenim vinerovskiæ process sluqaænoæ lomanoæ, poroßdennoæ summami nezavisimyh sluqaænyh veliqin. V [10] dan poloßitel~nyæ otvet dlØ sluqaØ odinakovo raspredelennyh slagaemyh. Zdes~ sovpadenie predel~nyh mnoßestv obespeqivaetsØ izvestnoæ teoremoæ Maæora (sm. [8, 11]) o skorosti shodimosti v sil~nom principe invariantnosti. �tot rezul~tat, raznovidnost~ tak nazyvaemoæ KMT-konstrukcii, daet ocenku porØdka o( √ n) dlØ skorosti approksimacii posledovatel~nosti summ podhodØwim vinerovskim processom. TakaØ

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ i Nemeckogo nauqno-issledovatel~skogo obwestva DFG (granty 96-01-00672 i 96-01-00096ge). 73

74 N. L. GORN, M. A. LIFXIC ocenka vpolne dostatoqna dlØ sovpadeniØ predel~nyh mnoßestv pri l¸boæ normirovke, voznika¸weæ v naxeæ zadaqe.

Kazalos~ by, sluqaæ neodinakovo raspredelennyh slagaemyh ne dolßen vyzyvat~ osobyh zatrudneniæ – stoit lix~ zamenit~ konstrukci¸ Maæora kakim-nibud~ podhodØwim analogom (sm., naprimer, [6, 14]). �ta ideØ deæstvitel~no prohodit, esli, grubo govorØ, slagaemye ograniqeny po veroØtnosti. Odnako, esli v summe prisutstvu¸t slagaemye suwestvenno razliqnyh porØdkov veliqiny i mnoßestvo momentov nabl¸deniØ ØvlØetsØ dostatoqno redkim, izvestnye ocenki skorosti approksimacii v principe invariantnosti prevyxa¸t normirovku zakona povtornogo logarifma. V fftom sluqae ukazannaØ prostaØ shema ne rabotaet.

Odin iz vozmoßnyh vyhodov – sledu¸wiæ. Esli posledovatel~nost~ summ trebuetsØ approksimirovat~ vinerovskim processom tol~ko na dostatoqno redkom mnoßestve momentov vremeni, to moßno poluqit~ ocenki skorosti approksimacii luqxego kaqestva, qem v obwem sluqae. V fftom i sostoit smysl naxego osnovnogo rezul~tata (Teorema 3). Ispol~zuØ dannu¸ versi¸ principa invariantnosti, my moßem identificirovat~ predel~nye mnoßestva v funkcional~nom zakone povtoronogo logarifma i dlØ summ, soderßawih slagaemye raznogo porØdka. RazumeetsØ, ffto delaetsØ pri dopolnitel~nom predpoloßenii, kotoroe obespeqivaet vypolnenie klassiqeskogo zakona povtornogo logarifma. V kaqestve takogo dopolnitel~nogo predpoloßeniØ my ispol~zuem uslovie V. A. Egorova [1], analogiqnoe uslovi¸ Lindeberga v central~noæ predel~noæ teoreme. Interesno otmetit~, qto qut~ bolee obwie usloviØ V. V. Petrova [5, 15] v principe ne pozvolØ¸t poluqit~ interesu¸wu¸ nas formu zakona povtornogo logarifma (sm. Primer 2 niße).

V fftoæ stat~e rassmatriva¸tsØ tol~ko summy veliqin s koneqnymi vtorymi momentami. Po povodu ZPL bez stol~ sil~nyh momentnyh predpoloßeniæ sm., naprimer, [12].

Predel~nye mnoßestva interpolirovannogo vinerovskogo processa

Kak obyqno, budem oboznaqat~ C[0, 1] prostranstvo nepreryvnyh funkciæ na otrezke [0, 1]; ‖ · ‖ oboznaqaet supremum-normu v C[0, 1], a | · |_2 – gil~bertovu normu Ødra vinerovskoæ mery (sm.

O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE 75 [3]). Vyraßenie log . . . log n oboznaqim log_n.

Nazovem podposledovatel~nost~¸ proizvol~noe neograniqennoe zamknutoe podmnoßestvo R_+. Pust~ T – podposledovatel~- nost~; togda dlØ kaßdogo M > 1 moßno opredelit~ indeks plotnosti T sledu¸wim obrazom [7, 13, 16]. Poloßim τ_0 = 1 i τ_{n+1} = inf{t ∈ T ∩ [M τ_n, ∞)}, n > 0, a zatem ν(T, t) = ν(T, t, M ) = sup{n : τ_n 6 t}. Dalee poloßim dlØ kaßdogo t > 0 R(T, t) = {s ∈ [0, 1] : st ∈ T } ⊂ [0, 1] i vvedem v rassmotrenie interpolØcionnyæ operator π^T_t : C[0, 1] → C[0, 1], associirovannyæ s mnoßestvom R(T, t), t.e. dlØ kaßdogo x ∈ C[0, 1] i kaßdogo s ∈ R(T, t) π^T_t (x)(s) = x(s), a dlØ s ∈ [0, 1] \ R(T, t)

π^T_t (x)(s) = x(s_−) + s − s_− s_+ − s_−

(x(s_+) − x(s_−)), gde s_− = { 0, esli R(T, t) ∩ [0, s] = ?; sup{s^′ ∈ R(T, t) : s^′ 6 s}, v protivnom sluqae i s_+ = { 1, esli R(T, t) ∩ [s, 1] = ?; inf{s^′ ∈ R(T, t) : s^′ > s}, v protivnom sluqae.

DlØ kaßdoæ posledovatel~nosti {Z_t, t ∈ T }, indeksirovannoæ fflementami T i prinima¸weæ znaqeniØ v C[0, 1], oboznaqim C(Z; T ) ee predel~noe mnoßestvo.

Teper~ dlØ vinerovskogo processa W (t), t > 0 i podposledovatel~nosti T my moßem opredelit~ dlØ kaßdogo poloßitel~nogo t > 0 funkcii

V^T_t (s) = (2t log ν(T, t))^{−1/2}W (ts) ∈ C[0, 1]

76 N. L. GORN, M. A. LIFXIC i Y^T_t = π^T_t V^T_t .

Pri fftom kaßdaØ funkciØ Y^T_t polnost~¸ opredelØetsØ znaqeni- Ømi processa {W (τ ), τ ∈ T ∩ [0, t]}. My hotim dat~ opisanie predel~nogo mnoßestva dlØ Y^T = {Y^T_t , t ∈ T }. S fftoæ cel~¸ opredelim semeæstvo podmnoßestv T_{h,ε} = {t ∈ T : ‖h − π^T_t h‖ 6 ε} ⊂ T, gde h ∈ C[0, 1], ε > 0. DlØ dvuh proizvol~nyh posledovatel~nosteæ T^′ ⊂ T oboznaqim

b(T^′|T ) = lim sup_{t→∞,} t∈T 0 [ log ν(T^′, t) log ν(T, t) ]_{1/2}

i b^T (h) = = { lim_{ε→0} b(T_{h,ε}|T ), esli T_{h,ε} ne ograniqeno dlØ vseh ε > 0, 0, esli T_{h,ε} ograniqeno dlØ nekotorogo ε > 0.

Sledu¸waØ teorema opisyvaet predel~noe mnoßestvo dlØ Y^T :

Teorema 1 [10]. Pust~ T podposledovatel~nost~, a Y^T sootvet-

stvu¸wee mnoßestvo interpolirovannyh i normirovannyh traektoriæ vinerovskogo processa. Togda poqti navernoe dlØ l¸bogo h ∈ C[0, 1] sootnoxenie h ∈ C(Y^T ; T ) verno v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda |h|_2 6 b^T (h). (1) V dal~neæxem my stremimsØ pokazat~, qto C(Y^T ; T ) ostanetsØ tem ße samym i pri zamene vinerovskogo processa podhodØweæ sluqaænoæ lomanoæ.

Lomanye, postroennye po summam sluqaænyh veliqin

Pust~ X_1, X_2, . . . posledovatel~nost~ nezavisimyh s.v. s nulevymi srednimi i koneqnymi dispersiØmi. Poloßim S_n =^n ∑ j=1 X_j i B_n = Var S_n =^n ∑ j=1 Var X_j . Opredelim ^S(B_n) = S_n pri n ∈ N

i zadadim ^S(b) dlØ proizvol~nyh b ∈ R_+ pri pomowi lineænoæ

O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE 77 interpolØcii. Svoæstva sluqaænoæ lomanoæ ^S v osnovnom analogiqny svoæstvam vinerovskogo processa.

DlØ kaßdoæ podposledovatel~nosti T ∈ N oboznaqim BT = {B_t, t ∈ T } i rassmotrim, kak i ranee, pri kaßdom t ∈ T mnoßestvo R(BT, B_t ) = {s ∈ [0, 1] : sB_t ∈ BT } ⊂ [0, 1] i interpolØcionnyæ operator π^{BT}_{Bt} : C[0, 1] → C[0, 1], associirovannyæ s R(BT, B_t ). Dalee, opredelim normiru¸wiæ mnoßitel~ L^T_t = 2 log ν(BT, B_t) i zadadim sluqaænye fflementy C[0, 1], poloßiv dlØ s ∈ [0, 1]

^V^T_t (s) = (B_tL^T_t )^{−1/2} ^S(B_ts), ^Y^T_t = π^{BT}_{Bt} ^V^T_t . My budem izuqat~ predel~noe povedenie fflementov ^Y^T_t , kotorye polnost~¸ opredelØ¸tsØ znaqeniØmi {S_t, t ∈ T }.

UsloviØ, svØzannye s zakonom povtornogo logarifma

Nam pridetsØ naloßit~ na posledovatel~nost~ X_j nekotorye razumnye ograniqeniØ, kotorye obespeqiva¸t vypolnenie po kraæneæ mere obyqnogo zakona povtornogo logarifma. Naibolee udobnymi sredi takogo sorta usloviæ ØvlØ¸tsØ usloviØ V. V. Petrova i V. A. Egorova. Nam potrebuetsØ takße fundamental~noe uslovie A. N. Kolmogorova, kotoroe bolee ograniqitel~no, qem dva predyduwih, no igraet osnovnu¸ rol~ vo vseh dokazatel~stvah, v tom qisle i v naxem.

Pust~ X_1, X_2, . . . opredelennaØ vyxe posledovatel~nost~ s.v., i pust~ zadana posledovatel~nost~ ε_j → 0. Oboznaqim L_j = EX^2_j 1_{{|Xj |>εj (Bj / log2 Bj )}1/2_}. Sledu¸wie usloviØ ØvlØ¸tsØ dostatoqnymi dlØ vypolneniØ zakona povtornogo logarifma (sm. [1, 5]).

Uslovie Kolmogorova: ∀j |X_j| 6 M_j = ε_i √ B_j log_2 B_j

. (K)

78 N. L. GORN, M. A. LIFXIC

UsloviØ Petrova: B^{−1}_n n∑ j=1 L_j → 0, (P1) ∞∑ j=1 (B_j log_2 B_j )^{−1}L_j < ∞. (P2)

Uslovie Egorova:

∃α > 0 log B_n(log_3 B_n)^{1+α}B^{−1}_n n∑ j=1 L_j → 0. (E)

ZameqaniØ. 1. UsloviØ Egorova sil~nee, qem usloviØ Petrova,

no slabee, qem uslovie Kolmogorova.

2. Strogoe neravenstvo α > 0 v uslovii Egorova vaßno: esli

α = 0, to ZPL uße ne obØzan vypolnØt~sØ (sm. [1]).

3. V opredelenii Lj moßno zamenit~ posledovatel~nost~ εj

fiksirovannym, no proizvol~no malym qislom ε.

4. Nekotorye obobweniØ usloviØ (E) privedeny v [2]. Odin kontrprimer

Seæqas my pokaßem, poqemu dlØ raznoraspredelennyh veliqin ne goditsØ metod dokazatel~stva iz [10], gde rassmatrivalis~ odinakovo raspredelennye veliqiny. Tam byl ispol~zovan princip invariantnosti Maæora, da¸wiæ toqnost~ approksimacii S_n − W (n) = o( √ n). TakaØ ocenka byla dostatoqna, poskol~ku dlØ l¸boæ fiksirovannoæ podposledovatel~nosti normiru¸wiæ mnoßitel~ v zakone povtornogo logarifma imeet porØdok rosta bol~xiæ, qem √ n. Sootvetstvu¸wiæ rezul~tat dlØ neodinakovo raspredelennyh veliqin dolßen byl by imet~ vid S_n − W (B_n) = o( √ B_n). Odnako sledu¸wiæ primer pokazyvaet, qto vypolnenie usloviØ Egorova (i tem bolee usloviæ Petrova) moßet okazat~sØ nedostatoqnym dlØ stol~ toqnoæ approksimacii.

Primer 1. Opredelim posledovatel~nost~ pj = (j log j log log j)^{−1}, j > 9. Pri fftom budet^∑ pj = ∞. Pust~ Xj nezavisimye veliqi-

ny takie, qto

P {X_j = 1} = P {X_j = −1} = 1/2 − p_j ,

O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE 79 P {X_j = √ j} = P {X_j = − √ j} = p_j . Togda Var X_j = EX^2_j → 1 i B_n ∼ n. Po lemme BorelØ–Kantelli p.n. sobytiØ |X_j | = √ j proishodØt beskoneqno qasto. DlØ l¸boæ

approksimacii W_n summ S_n =^n ∑ j=9 X_j imeem |X_n| 6 |W_n − W_{n−1}| + |S_{n−1} − W_{n−1}| + |S_n − W_n|, tak qto |S_{n−1} − W_{n−1}| + |S_n − W_n| > |X_n| − |W_n − W_{n−1}|. DlØ gaussovskih approksimaciæ imeem |W_n − W_{n−1}| = O( √ log n).

Takim obrazom, |S_n − W_n| > √ n/2 beskoneqno qasto.

S drugoæ storony, proverim vypolnenie usloviØ (E). V samom dele, pust~ ε_j = j^{−1/3}. Togda, naqinaØ s nekotorogo natural~nogo n_0, verno 1 < ε_j(B_j / log_2 B_j )^{1/2} < √ j i n∑ j=n0 L_j = n∑ j=n0 ip_j = [ √ n]∑ j=n0 (log j log log j)^{−1}) + n∑ j=[ √ n] (log j log log j)^{−1})

= O( √ n) + O(n(log n log log n)^{−1}) = O(n(log n log log n)^{−1}) i log B_n(log_3 B_n)^{1+α}B^{−1}_n n∑ j=9 L_j ∼ log n(log_3 n)^{1+α}n^{−1} n∑ j=n0 L_j = O((log_3 n)^{1+α}(log log n)^{−1}) → 0.

Netrudno usilit~ fftot primer i dobit~sØ vypolneniØ sootnoxeniØ lim sup n→∞ |S_n − W_n|/ √ B_n = ∞

s veroØtnost~¸ edinica, vse ewe ostavaØs~ v ramkah (E).

ApproksimaciØ na lakunarnyh posledovatel~nostØh pri vypolnenii usloviØ Kolmogorova

80 N. L. GORN, M. A. LIFXIC

Kak ffto qasto byvaet v zadaqah, svØzannyh s zakonom povtornogo logarifma, snaqala nußno razobrat~sØ, qto proishodit pri vypolnenii fundamental~nogo usloviØ (K).

Nazovem posledovatel~nost~ T = (t_n) ⊂ N lakunarnoæ, esli γ = inf_n {B_{tn+1} /B_{tn} } > 1. Togda normiru¸waØ posledovatel~nost~, svØzannaØ s mnoßestvom BT = {B_t, t ∈ T }, dopuskaet predstavlenie L^T_{tn} = 2 log n.

Pust~ posledovatel~nost~ X_j udovletvorØet uslovi¸ (K). Sledu¸wiæ rezul~tat daet gaussovsku¸ approksimaci¸ dlØ summ vdol~ posledovatel~nosti T .

Teorema 2. Pust~ vypolneno uslovie (K) i T – lakunarnaØ posle-

dovatel~nost~. Togda suwestvu¸t takie nezavisimye centriro-

vannye gaussovskie veliqiny U_j , qto summy W_n =^n ∑ j=1 U_j p.n. da¸t

approksimaci¸ S_{tn} − W_n = o (√ B_{tn} log n ) (2) pri ravenstve dispersiæ Var W_n = B_{tn} .

Dokazatel~stvo. Poloßim

S^′_n = t_n∑

j=t_n�1+1

X_j , B^′_n = t_n∑

j=t_n�1+1

Var X_j .

Postroim gaussovsku¸ approksimaci¸ dlØ S^′_n standartnym kvantil~nym metodom. Poloßim S^{′′}_n = S^′_n/ √ B^′_n i oboznaqim F_n funkci¸ raspredeleniØ S^{′′}_n . Ne ograniqivaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto F_n nepreryvna. Togda veliqina F_n(S^{′′}_n) ravnomerno raspredelena na [0,1], i esli Φ-f.r. standartnogo normal~nogo zakona N (0, 1), to s.v. Φ^{−1}F_n(S^{′′}_n ) imeet raspredelenie N (0, 1). Poloßim U_n = √ B^′_nΦ^{−1}F_n(S^{′′}_n), zafiksiruem poloßitel~noe δ i pokaßem, qto ∑ P {|S^′_n − U_n| > δ √ B^′_n log n} < ∞. (3)

DlØ fftogo snaqala dadim ocenku veroØtnosti P {U_n < S^′_n − δ √ B^′_n log n; S^′_n > 0} = P {Φ^{−1}F_n(S^{′′}_n ) < S^{′′}_n − δ √ log n; S^{′′}_n > 0} = P {F_n(S^{′′}_n) < Φ(S^{′′}_n − δ √ log n); S^{′′}_n > 0}. (4)

O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE 81 Pokaßem, qto sootvetstvu¸wee sobytie moßet sluqit~sØ tol~ko, esli veliqina S^{′′}_n velika; kak sledstvie, ono imeet malu¸ veroØtnost~. My opiraemsØ na sledu¸wu¸ kl¸qevu¸ lemmu ([5, §10.1]).

Lemma 1. Pust~ X1, . . . , Xn nezavisimye centrirovannye s.v.;

|X_j| 6 M ∀j 6 n; pust~ B =^n ∑ j=1 Var X_j . Togda spravedlivy sle-

du¸wie utverßdeniØ

(i) dlØ kaßdogo θ E exp θ n∑ j=1 X_j 6 exp^{{ θ2B}_2^(1 +^{θM}_2^{)}} ; (5)

(ii) dlØ kaßdogo x ∈ [0, B/M ] P n∑ j=1 X_j > x

6 exp^{−^{x2}_{2B}^(1 −^{xM}_{2B}^{)}} . (6)

Zameqanie. V [5] figuriruet neskol~ko inoe uslovie |Xj| 6 Mj ,

no v dokazatel~stve ispol~zuetsØ tol~ko poslednee znaqenie M = M_n.

Primenim Lemmu 1 k {X_j , t_{n−1} + 1 6 j 6 t_n}, B = B^′_n, M = M_{tn} . Otmetim, qto M B^{1/2} 6 ε_{tn} (B_{tn} / log_2 B_{tn} )^{1/2} (B_{tn} − B_{tn}�_1 )^{1/2}

6^{εtn B1/2tn (log2 Btn )−1/2}

((1 − 1/γ)B_{tn} )^{1/2} 6

C_1ε_{tn} (log_2 B_{tn} )^{−1/2}.

Pofftomu my moßem primenØt~ (6) dlØ znaqeniæ x, udovletvorØ- ¸wih uslovi¸ y = x √ B^′_n 6

(C_1ε_{tn} )^{−1}(log_2 B_{tn} )^{1/2}.

Rassmotrim sluqaæ y 6 2(log n)^{1/2}. Zdes~ nußnoe uslovie vypolneno v silu lakunarnosti T . V silu (6) dlØ takih y imeem 1 − F_n(y) = P {S^{′′}_n > y} = P {S^′_n > x} 6 exp { − y^2 2 (1 − C_2ε_{tn} ) } .

82 N. L. GORN, M. A. LIFXIC S drugoæ storony, dlØ takih y my imeem y − δy/2 > y − δ √ log n;

sledovatel~no 1 − Φ(y − δ √ log n) > 1 − Φ(y − δy/2) = 1 − Φ((1 − δ/2)y) i dlØ y > y_0(δ) moßno prodolßit~ fftu cepoqku neravenstvom

1 − Φ((1 − δ/2)y) > exp { − (1 − δ/4)^2y^2 2 } . SravnivaØ poluqennye ocenki, vidim, qto pri bol~xih n F_n(y) > Φ(y − δ √ log n).

Sledovatel~no, veroØtnost~ (4) ocenivaetsØ summoæ P {F_n(S^{′′}_n) < Φ(S^{′′}_n − δ √ log n); 0 6 S^{′′}_n 6 y_0(δ)} + P {S^{′′}_n > 2 √ log n}. (7) Pokaßem, qto pervaØ veroØtnost~ v (7) pri bol~xih n ravna nul¸. V samom dele, esli sobytie {F_n(S^{′′}_n) < Φ(S^{′′}_n − δ √ log n); 0 6 S^{′′}_n 6 y_0(δ)} (8) nepusto, dlØ nekotorogo s ∈ [0, y_0(δ)] bylo by verno P {S^{′′}_n 6 0} = F_n(0) 6 F_n(s) 6 Φ(s − δ √ log n)

6 Φ(y0(δ)−δ^√log n) → 0 (n → ∞).

Sledu¸wee fflementarnoe predloßenie prizvano iskl¸qit~ taku¸ absurdnu¸ asimmetri¸.

Predloßenie 1. Pust~ S – sluqaænaØ veliqina s nulevym sred-

nim i ediniqnoæ dispersieæ. Togda P {S 6 0} > 1 2 (E exp{|S|}^{−3}. Dokazatel~stvo predloßeniØ. Vospol~zuemsØ sootnoxeniem

inf_{x>0} x^{−3/2}e^{x/2} = [ inf_{x>0} x^{−3}e^x ]_{1/2} = (e/3)^{3/2}

i primenim k mere P = L(S) neravenstvo Koxi

(e/3)^{3/2} = ∫ (e/3)^{3/2}|x|^2 dP 6 (∫ |x| dP )_{1/2} (∫ e^{|x|} dP )_{1/2} .

O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE 83 Togda ∫ |x| dP > (e/3)(Ee^{|S|})^{−1}. Povtorim fftot priem, skombinirovav

sup_{x>0} xe^{−√x} = sup_{x>0} x^2e^{−x} = (2/e)^2

s neravenstvom Koxi 1 2 ∫ |x|dP = 0∫ −∞ |x|dP 6 (2/e)^2 0∫ −∞ e √_{|x|} dP

6 (2/e)^2

0∫ −∞ 1 dP 1/2 0∫ −∞ e^{|x|} dP 1/2

6 (2/e)^2P {S 6 0}^{1/2}[Ee^{|S|}]^{1/2}.

Sledovatel~no, P {S 6 0} > 1 4 [∫ |x|dP ]_2

(e/2)^4[Ee^{|S|}]^{−1}

>^1_4 (e/3)^6(e/2)^4[Ee^{|S|}]^{−3} >^1_2 [Ee^{|S|}]^{−3}.

Primenim dokazannoe predloßenie k s.v. S = S^{′′}_n, ime¸weæ nulevoe srednee i ediniqnu¸ dispersi¸. PolagaØ v (5) θ = (B^′_n)^{−1/2}, imeem

E exp{|S^{′′}_n|} 6 exp { 1 2 ( 1 + M_{tn} /2 √ B^′_n )}

6 exp^{{ 1}_2(1 + C3εt_n )^} →^√e > 0.

Sledovatel~no, lim inf_{n→∞} F_n(0) > 0 i pri bol~xih n sobytie (8) pusto.

DlØ vtoroæ veroØtnosti iz (7) neravenstvo (6) daet horoxu¸ ocenku: P {S^{′′}_n > 2 √ log n} = P {S^′_n > 2 √ B^′_n log n} 6 exp{−2 log n(1 − C_4ε_{tn} )}, privodØwu¸ k shodØwemusØ rØdu.

84 N. L. GORN, M. A. LIFXIC

SummiruØ poluqennye ocenki, imeem P {U_n < S^′_n − δ √ B^′_n log n; S^′_n > 0} 6 n^{−2(1−ε}

0_{n)} , ε^′_n → 0. Iz soobraßeniæ simmetrii imeem takße P {U_n > S^′_n + δ √ B^′_n log n; S^′_n 6 0} 6 n^{−2(1−ε}

0_{n)} . Rassmotrim teper~ osta¸wiesØ veroØtnosti P {U_n > S^′_n + δ √ B^′_n log n; S^′_n > 0}, P {U_n < S^′_n − δ √ B^′_n log n; S^′_n > 0}.

Qtoby ocenit~ ih, potrebuetsØ sledu¸waØ lemma, neznaqitel~no otliqa¸waØsØ ot Lemmy 2 iz [5, §10.1].

Oboznaqim K(δ) := δ/ √ 1 + δ^2 i y_n := K(δ) √ log n.

Lemma 2. DlØ kaßdogo μ > 0 suwestvuet takoe N = N (δ, μ), qto

dlØ vseh n > N i vseh x, udovletvorØ¸wih neravenstvam y_n √ B^′_n 6

x 6 2^√log nB^′_n, verno P {S^′_n > x} > exp { − x^2 2B^′_n (1 + μ) } . My opuskaem dokazatel~stvo Lemmy 2, poskol~ku ono vpolne analogiqno rassußdeniØm iz [5]. S ee pomow~¸ my pokaßem, qto P {U_n > S^′_n + δ √ B^′_n log n, S^′_n > 0} 6 n^{−2(1−ε}

0_{n)}

, ε^′_n → 0. (9)

UkazannaØ veroØtnost~ ocenivaetsØ sledu¸weæ summoæ P {U_n > S^′_n + δ √ B^′_n log n, S^′_n > 0} = P {F_n(S^{′′}_n) > Φ(S^{′′}_n + δ √ log n), S^{′′}_n > 0}

= P {1 − F_n(S^{′′}_n) < 1 − Φ(S^{′′}_n + δ √ log n), S^{′′}_n > 0}

6 P {S^{′′}_n > 2^√log n}+

+P {1 − F_n(S^{′′}_n ) < 1 − Φ(S^{′′}_n + δ √ log n), y_n

6 S^{′′}_n > 2^√log n}

+P {1 − F_n(S^{′′}_n) < 1 − Φ(S^{′′}_n + δ √ log n), 0 6 S^{′′}_n 6 y_n}.

O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE 85 DlØ pervoæ iz fftih veroØtnosteæ my uße imeem ocenku n^{−2(1−ε}

0_{n)} . DlØ ocenki vtorogo slagaemogo rassmotrim x v intervale y_n √ B^′_n 6 x 6 2 √ log nB^′_n. PolagaØ y =^x√_B0_n i primenØØ Lemmu 2 s μ = δ + δ^2/4, poluqim

1 − F_n(y) = P (S^{′′}_n > y) = P (S^′_n > x) > exp { − y^2 2 (1 + δ/2)^2 } . S drugoæ storony, poskol~ku y 6 2 √ log n, to verno y(1 + δ/2) 6 y + δ √ log n i

1 − Φ(y + δ √ log n) 6 1 − Φ(y(1 + δ/2))

6 (yn(1 + δ/2))^{−1} exp^{−^{y2}_2 (1 + δ/2)^{2}} .

DlØ fiksirovannogo δ i bol~xih n spravedlivo exp { − y^2 2 (1 + δ/2)^2 } > (y_n(1 + δ/2))^{−1} exp { − y^2 2 (1 + δ/2)^2 } . Takim obrazom, dlØ dostatoqno bol~xih n vtoroe slagaemoe iz naxeæ ocenki obrawaetsØ v nul~. To ße samoe proishodit i s tret~im slagaemym. V samom dele, primenØØ k y_n Lemmu 2 s μ = δ^2, dlØ vseh 0 6 y 6 y_n imeem

1 − F_n(y) > 1 − F_n(y_n) = P (S^{′′}_n > y_n) > exp { − y^2_n 2 (1 + δ^2) }

= exp { − δ^2 log n 2 } . (10)

S drugoæ storony,

1 − Φ(y + δ √ log n) 6 1 − −Φ(δ √ log n) 6 (δ^2 log n)^{−1} exp { − δ^2 log n 2 } . (11) SravnivaØ (10) i (11), poluqaem, qto pri bol~xih n i vseh 0 6 y 6 yn_{1 − Fn(y) > 1 − Φ(y + δ√log n).} Takim obrazom, (9) dokazano, i my prixli k ocenke P {|S^′_n − U_n| > δ √ B^′_n log n} 6 4n^{−2(1−ε}

0_{n)} .

86 N. L. GORN, M. A. LIFXIC Po lemme BorelØ–Kantelli imeem S^′_n −U_n = o( √ B^′_n log n). V silu lakunarnosti T n∑ j=1 √ B^′_j log j 6 n∑ j=1 √ B_{tj} √ log n

6

∞∑ j=0 γ^{−j/2} √ B_{tn} log n 6 √ γ √ γ − 1 √ B_{tn} log n, i vidno, qto posledovatel~nosti W_n = ∑_n j=1 U_j i S_{tn} = ∑_n j=1 S^′_j udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ S_{tn} − W_n = o( √ B_{tn} log n).

�

RedukciØ k lakunarnym posledovatel~nostØm pri vypolnenii usloviØ Kolmogorova

Pust~ teper~ T ⊂ N – proizvol~naØ podposledovatel~nost~. Zafiksiruem γ > 1 i postroim lakunarnu¸ podposledovatel~- nost~ (t_n) i svØzannoe ~s neæ razbienie mnoßestva T . Oboznaqim

t_1 = inf{t ∈ T }; t_{n+1} = inf{t ∈ T : B_t > γB_{tn} }; T_n = {t ∈ T : B_{tn} 6 B_t < γB_{tn} }. Togda posledovatel~nost~ (t_n) lakunarna i T = ∪T_n. Bolee togo, normiru¸wiæ mnoßitel~ v ZPL dopuskaet predstavlenie L^T_t ∼ 2 log n, t ∈ T_n. Sledu¸wiæ rezul~tat pozvolØet v izvestnom smysle perehodit~ ot T k (t_n).

Predloßenie 2. Pust~ vypolneno uslovie (K), T – proizvol~naØ

podposledovatel~nost~, γ > 1 i posledovatel~nost~ (t_n) postroena po vyxeukazannomu pravilu. Togda

lim sup n→∞ sup_{t∈Tn} |S_t − S_{tn} | (2B_t log n)^{1/2} 6

(γ − 1)^{1/2}. (12)

O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE 87

Dokazatel~stvo. DlØ kaßdogo n poloßim

r_n = sup{t ∈ N : B_t < γB_{tn} }, S^′_n = r_n∑

j=t_n+1

X_j , B^′_n = Var S^′_n.

My sumeem pereæti ot supremumov k ordinarnym summam pri pomowi sledu¸wego standartnogo priema ([5, §3.3, Teorema 12]).

Lemma 3. Pust~ X1, . . . , Xn nezavisimye centrirovannye s.v. To-

gda dlØ kaßdogo x P sup 16k6n k∑ j=1 X_j > x 6 2P n∑ j=1 X_j > x − 2 n∑ j=1 Var X_j . Poskol~ku T_n ⊂ [t_n, r_n], my imeem sup_{t∈Tn}(S_t − S_{tn} ) 6 sup_{tn+1} 6k6rn k∑ j=t_n+1 X_j . DlØ proizvol~nogo fiksirovannogo δ > 0 primenim Lemmu 3 k urovn¸ x = x_n = ((2 + δ)B^′_n log n)^{1/2}. Poluqim P { sup_{t∈Tn}(S_t − S_{tn} ) > x_n }

6 2P^{S^′_n > xn −^√2B^′_n^}

= 2P {S^′_n > ((2 + δ − α_n)B^′_n log n)^{1/2}}, α_n → 0.

Snova primenim Lemmu 1. �to vozmoßno, poskol~ku uslovie (K) obespeqivaet B_{rn} ∼ γB_{tn} , B^′_n = B_{rn} − B_{tn} ∼ (γ − 1)B_{tn} i ((2 + δ − α_n)B^′_n log n)^{1/2}M_{rn} B^′_n = ((2 + δ − α_n) log n)^{1/2}ε_{rn} B^{1/2}_{rn} (B^′_n)^{1/2}(log_2 B_{rn} )^{1/2} = O(ε_{rn} ) → 0. Iz (6) sleduet P {S^′_n > x_n(1−o(1))} 6 exp{−(1+δ/2) log n(1−o(1))} = n^{−(1+δ/2−o(1))}. Takim obrazom, P { sup_{t∈Tn}(S_t − S_{tn} ) > x_n }

6 2n^{−(1+δ/2−o(1))}.

88 N. L. GORN, M. A. LIFXIC V silu simmetrii verno i neravenstvo dlØ moduleæ P { sup_{t∈Tn} |S_t − S_{tn} | > x_n }

6 4n^{−(1+δ/2−o(1))}.

Poskol~ku x_n ∼ ((2+δ)(γ−1)B_{tn} log n)^{1/2}, lemma BorelØ–Kantelli obespeqivaet vypolnenie (12) poqti navernoe. �

Gaussovskie approksimacii pri vypolnenii usloviØ Egorova

Sledu¸waØ teorema predstavlØet soboæ princip invariantnosti, dostatoqnyæ dlØ nahoßdeniØ interesu¸wih nas predel~- nyh mnoßestv.

Teorema 3. Pust~ vypolneno uslovie (E), a T ⊂ N – proizvol~-

naØ podposledovatel~nost~. Togda dlØ l¸bogo η > 0 posledovatel~- nost~ X_j moßet byt~ realizovana na odnom veroØtnostnom prostranstve s vinerovskim processom W , udovletvorØ¸wim uslo- vi¸ lim sup t→∞, t∈T (B_tL^T_t )^{−1/2}|S_t − W (B_t)| 6 η. (13)

Dokazatel~stvo. Kaßdu¸ iz veliqin Xj my predstavim v vide

summy dvuh centrirovannyh veliqin, pervaØ iz kotoryh udovletvorØet uslovi¸ (K), a vtoraØ ØvlØetsØ ostatkom. Povedenie summ pri vypolnenii (K) my uße izuqili. V dal~neæxem ße budet pokazano, qto ostatki ne vliØ¸t na obwu¸ kartinu, tak kak porØdok rosta ih summ est~ o (√ B_T L^T_t ) . Poloßim

X^{(1)}_j = X_j1_{{|Xj |}6_{εj (Bj / log log Bj )}1/2_},

X^{(2)}_j = X_j1_{{εj (Bj / log log Bj )}1/2_{<|Xj |}}

i vospol~zuemsØ predstavleniem

X_j = Z^{(1)}_j + Z^{(2)}_j , gde Z^{(1)}_j = X^{(1)}_j − EX^{(1)}_j ; Z^{(2)}_j − EX^{(2)}_j .

O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE 89 Slagaemye Z^{(1)}_j podqinØ¸tsØ uslovi¸ Kolmogorova. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ

S^{(1)}_n = n∑ j=1 Z^{(1)}_j , S^{(2)}_n = n∑ j=1 Z^{(2)}_j , ~B_n = n∑ j=1 Var Z^{(1)}_j .

Zametim, qto iz usloviØ (E) sleduet ~B_n ∼ B_n, poskol~ku

0 6 Var Xj − Var X^{(1)}_j 6 2Lj,

a znaqit lim_{n→∞} B_n − ~B_n B_n = 0.

Postroim lakunarnu¸ podposledovatel~nost~ (t_n) i svØzannoe s neæ razbienie T . Opredelim γ > 1 tak, qtoby η = 2(γ − 1)^{1/2}. Poloßim

t_1 = inf{t ∈ T }; t_{n+1} = inf{t ∈ T : ~B_t > γ ~B_{tn} }; T_n = {t ∈ T : ~B_{tn} 6 ~B_t < γ ~B_{tn} }. Pust~ r_n = sup{t ∈ N : ~B_t < γ ~B_{tn} }. Togda obe posledovatel~nosti (t_n) i (r_n) lakunarny, T = ∪T_n i L^T_t ∼ 2 log n, t ∈ T_n (t → ∞). Po Teoreme 2 naædetsØ gaussovskaØ posledovatel~nost~ s nezavisimymi priraweniØmi W_n, dlØ kotoroæ S^{(1)}_{tn} − W_n = o (√ B_{tn} log n )

i Var W_n = ~B_{tn} . Po Predloßeni¸ 2 imeem

lim sup n→∞ sup_{t∈Tn} |S^{(1)}_t − S^{(1)}_{tn} | (2B_t log n)^{1/2} 6

(γ − 1)^{1/2}.

Teper~ pokaßem, qto summy slagaemyh Z^{(2)}_j asimptotiqeski nesuwestvenny.

90 N. L. GORN, M. A. LIFXIC

Predloßenie 3. Pust~ Xj udovletvorØet uslovi¸ (E) i pust~

(t_n) – lakunarnaØ posledovatel~nost~, γ = lim inf n→∞ B_{tn+1} /B_{tn} > 1. Togda s veroØtnost~¸ edinica, lim m→∞ |S^{(2)}_{tm} | (B_{tm} log m)^{1/2}

= 0. (14)

Dokazatel~stvo. PolagaØ S^′_n =^{tn∑}_{j=tn�1+1} Z^{(2)}_j , zapixem

S^{(2)}_{tm} (B_{tm} log m)^{1/2}

= (B_{tm} log m)^{−1/2} m∑ n=1 S^′_n. V silu (E) i lakunarnosti (t_n) imeem pri nekotoryh n_0 i α > 0 ∞∑ n=n0 Var (S^′_n) B_{tn} log n 6 ∞∑ n=n0 t_n∑ j=1 L_j B_{tn} log n

= ∞∑ n=n0 t_n∑ j=1 L_j B_{tn} log B_{tn} (log_3 B_{tn} )^{1+α} log n log B_{tn} (log_3 B_{tn} )^{1+α}

6^{∞∑}_{n=n0}^1

log n log B_{tn} (log_3 B_{tn} )^{1+α} < ∞.

(15)

PrimenØØ usilennyæ zakon bol~xih qisel (sm. [5, §9.3, Teorema 12]), poluqaem (14). �

ProdolßaØ dokazatel~stvo Teoremy 3, pokaßem, qto lim sup n→∞ sup_{t∈Tn} |S^{(2)}_t − S^{(2)}_{tn} | (2B_t log n)^{1/2} 6 lim sup n→∞ sup t_n6t6r_n |S^{(2)}_t − S^{(2)}_{tn} | (2B_{tn} log n)^{1/2}

= 0. (16)

Pust~ S^′_n = S^{(2)}r_n − S^{(2)}_{tn} . Togda v silu PredloßeniØ 3 lim_{n→∞} |S^′_n| (B_{tn} log n)^{1/2} 6 lim_{n→∞} |S^{(2)}_{tn} | (B_{tn} log n)^{1/2}

+ lim_{n→∞}

|S^{(2)}r_n | (B_{tn} log n)^{1/2}

= 0.

O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE 91 Poskol~ku veliqiny S^′_n nezavismy, iz lemmy BorelØ–Kantelli sleduet, qto dlØ kaßdogo δ ∑ n P {|S^′_n| > δ(B_{tn} log n)^{1/2}} < ∞. PrimenØØ Lemmu 3, vyvodim ots¸da ∑ n P { sup t_n6t6r_n (S^{(2)}_t − S^{(2)}_{tn} ) > δ(B_{tn} log n)^{1/2} } < ∞, i (16) vypolneno. SummiruØ poluqennye ocenki, nahodim

lim sup n→∞ sup_{t∈Tn} |S_t − W_n| (2B_t log n)^{1/2} 6

(γ − 1)^{1/2}.

Esli veroØtnostnoe prostranstvo dostatoqno bogato, to posledovatel~nost~ (W_n) moßno tak vstroit~ (delaØ lineænu¸ interpolØci¸ i dobavlØØ nezavisimye brounovskie mosty) v vinerovskiæ process W , qtoby W_n = W ( ~B_{tn} ). Bolee togo, iz rezul~tatov [10] o vinerovskom processe sleduet, qto

lim sup n→∞ sup_{t∈Tn} |W ( ~B_{tn} ) − W (B_t)| (2B_t log n)^{1/2} 6

(γ − 1)^{1/2},

otkuda i vytekaet utverßdenie Teoremy 3. �

Iz dokazannogo principa invariantnosti mgnovenno vytekaet harakterizaciØ interesu¸wih nas predel~nyh mnoßestv dlØ interpolirovannyh i normirovannyh sluqaænyh lomanyh.

Sledstvie. Pust~ posledovatel~nost~ Xj udovletvorØet uslo-

vi¸ (E), a T – proizvol~naØ podposledovatel~nost~ momentov vremeni. Togda s veroØtnost~¸ edinica

C(Ŷ^T ; T ) = C(Y^T ; T ) = {h ∈ C[0, 1] : |h|_2 6 b^T (h)}.

Ewe odin kontrprimer

Pokaßem, qto poluqennye nami rezul~taty uße ne obØzany vypolnØt~sØ, esli uslovie Egorova (E) zamenit~ neskol~ko bolee slabymi usloviØmi (P1), (P2).

92 N. L. GORN, M. A. LIFXIC

Primer 2. Pust~ T = (tn) ⊂ N kakaØ-nibud~ lakunarnaØ posle-

dovatel~nost~, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ bystrogo rosta ∑ (log log t_n)^{−1} < ∞.

Pust~ (p_n) takaØ posledovatel~nost~, qto 0 6 p_n 6 1, p_n → 0 i ∑ p_n log n = ∞. Nakonec, pust~ (H_n) – poloßitel~naØ posledovatel~nost~, vozrasta¸waØ k beskoneqnosti, no nastol~ko medlenno, qto H_np_n → 0. Opredelim raspredeleniØ nezavisimyh s.v. X_j sledu¸wim obrazom. DlØ j ∉ T poloßim P {X_j = 1} = P {X_j = −1} = 1/2, a dlØ kaßdogo n pust~

P {X_{tn} = (H_nt_n log n)^{1/2}} = P {X_{tn} = −(H_nt_n log n)^{1/2}} = p_n 2 log n , P {X_{tn} = 0} = 1 − p_n log n . Pri j ∉ T imeem Var X_j = 1, v to vremØ kak Var X_{tn} = H_nt_np_n. Ots¸da sleduet, qto B_j ∼ j. Dalee, polagaØ ε_j = j^{−1/3} → 0, imeem L_j = 0 dlØ j ∉ T i L_{tn} = Var X_{tn} = H_nt_np_n. Ots¸da legko vyvodØtsØ oba usloviØ Petrova. S drugoæ storony, po lemme BorelØ–Kantelli poqti navernoe vypolneno

lim sup n→∞ |X_{tn} |/(B_{tn} log n)^{1/2} > lim sup_{n→∞} H^{1/2}_n = ∞,

qto protivoreqit daße nefunkcional~noæ forme zakona povtornogo lagarifma dlØ podposledovatel~nosteæ.

Sloßenie veliqin odnogo porØdka

DlØ sluqaØ, kogda skladyvaemye veliqiny ime¸t priblizitel~no odinakovyæ porØdok, moßno poluqit~ trebuemyæ funkcional~nyæ zakon dlØ podposledovatel~nosteæ pri neskol~ko inyh usloviØh; privodimyæ niße rezul~tat ØvlØetsØ prØmym obobweniem [10], gde rassmotreny odinakovo raspredelennye veliqiny. Vsled za [14] budem govorit~, qto semeæstvo s.v. {{X_j, j > 1}, X} prinadleßit klassu Z, esli {X_j } nezavisimy i suwestvuet konstanta C takaØ, qto P {|X_j| > x} 6 CP {|X| > x} dlØ vseh j > 1 i kaßdogo x > 1.

O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE 93

Teorema 4. Pust~ {{Xj }, X} prinadleßat klassu Z, priqem

EX_j = 0 i EX^2 < ∞. Predpoloßim takße, qto lim inf_{n→∞} B_n/n > 0 i qto veroØtnostnoe prostranstvo dostatoqno bogato. Togda moßno postroit~ vinerovskiæ process W , udovletvorØ¸wiæ dlØ kaßdoæ podposledovatel~nosti T usloviØm lim_{t∈T,} t→∞ | ^S(B_t) − W ( ~B_t)| √ B_tL^T_t = 0, lim_{t∈T,} t→∞ ‖ ^Y^T_t − Y^T_t ‖ = 0

poqti navernoe.

Dokazatel~stvo. V osnove rassußdeniæ leßit sledu¸waØ ver-

siØ principa invariantnosti.

Lemma 4 [14]. Pust~ G : [0, ∞) → [0, ∞) vozrasta¸waØ funkciØ,

lim_{x→∞} G(x) = ∞, G(2x) 6 C_1G(x) dlØ nekotoroæ poloßitel~noæ konstanty C_1 i kaßdogo x > 1. Pust~ {{X_j}, X} prinadleßit klassu Z, EG(|X|) < ∞, EX_j = 0 i G(x)/x ne ubyvaet.

Togda naædetsØ posledovatel~nost~ nezavisimyh normal~nyh s.v. {U_j, j > 1} s nulevymi srednimi i dispersiØmi σ^2_j = Var X_j I{G(|X_j|) 6 j}, qto n∑ j=1 X_j − n∑ j=1 U_j = o(G^{−1}(n))

poqti navernoe.

Primenim Lemmu 4 k G(x) = x^2 i naædem taku¸ posledovatel~nost~ nezavisimyh centrirovannyh normal~nyh s.v. {U_j }, dlØ kotoryh Var U_j = σ^2_j = Var X_jI{|X_j | 6 √ n} i n∑ j=1 X_j − n∑ j=1 U_j = o( √ n).

Poloßim ~B_t :=^t ∑ j=1 σ^2_j . Esli veroØtnostnoe prostranstvo do-

statoqno bogato, suwestvuet vinerovskiæ process W , dlØ kotorogo_n ∑ j=1 U_j = W ( ~B_n).

94 N. L. GORN, M. A. LIFXIC Pofftomu utverßdenie Lemmy 4 moßno zapisat~ kak lim_{t→∞} | ^S(B_t) − W ( ~B_t)| √ t = 0,

otkuda lim_{t→∞} ^S(B_t) − W ( ~B_t)| √ B_t = 0. (17)

V usloviØh Teoremy 4 imeem takße

lim_{t→∞}(B_t − ^B_t)/B_t = 0,

otkuda sleduet (sm. [10]) lim_{t∈T,} t→∞ |W (B_t) − W ( ~B_t)| √ B_tL^T_t = 0, (18)

i teper~ pervoe utverßdenie Teoremy 4 vytekaet iz (17) i (18). Dal~neæxee oqevidno. �

Avtory priznatel~ny M. Veberu, V. A. Egorovu, V. Linde za poleznye sovety, poluqennye pri rabote nad stat~eæ.

Literatura

1. V. V. Egorov, O zakone povtornogo logarifma. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 14, No. 4 (1969), 722–729.

2. V. V. Egorov, Neskol~ko teorem ob usilennom zakone bol~xih qisel i zakone povtornogo logarifma. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 17, No. 1 (1972), 84–98.

3. M. A. Lifxic, Gaussovskie sluqaænye funkcii. Kiev, TViMS, 1995. 4. A. E. Mihaælov, Ob oscillØcii gaussovskih processov I, II. — Zap. nauqn.

semin. LOMI 177 (1989), 92–97; 194 (1992) 119–123.

5. V. V. Petrov, Summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin. M, Nauka, 1972. 6. A. I. Sahanenko, Skorost~ shodimosti v principe invariantnosti dlØ raznoraspredelennyh veliqin s ffksponencial~nymi momentami. — Trudy inst. matem. SOAN SSSR 3 (1984), 4–49.

7. I. S. Chang, C. A. Hsiung, Strassen invariance principle for random sequences.

— Z. Wahrsch. verw. Gebiete 64 (1983), 401–409.

8. M. Csörgő, P. Révész, Strong approximations in probability and statistics. Budapest, Acad. Kiado, 1981.

9. X. Fernique, Oscillations de fonctions aléatoires gaussiennes à valeurs vectorielles. — Math. Scand. 60 (1987), 96–108.

O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE 95

10. M. A. Lifshits, M. Weber, Strassen law for partially observed processes. — J.

Theor. Probab. 10 (1997), 101–115.

11. P. Major,, An improvement of Strassen’s invariance principle. — Ann. Probab 7 (1979), 55–61.

12. A. I. Martikainen, Generalizations of the law of the iterated logarithm. — In:

Probab. Theory and Math. Statist. 2 (1986), 235–251.

13. C. Qualls, The law of iterated logarithm on arbitrary sequence for stationary Gaussian processes and Brownian motion. — Ann. Probab. 5 (1977), 724–739.

14. Q.-M. Shao, Strong approximation theorems for independent random variables and their applications. — J. Multivariate Anal. 52 (1995), 107–130.

15. V. V. Petrov, On the law of the iterated logarithm without assumptions about the existence of moments. — Proc. Nat. Acad. Sci. USA 59, No. 4 (1968), 1068–1072.

16. M. Weber, The law of the iterated logarithm on the subsequences. Characterizations. — Nagoya Math. J. 118 (1990), 65–97.

Gorn N. L., Lifshits M. A On the functional law of the iterated logarithm for partially observed sums of random variables.

We consider partial sum process generated by a sequence of nonidentically distributed independent random variables. Assuming that this process is available for observations along arbitrary time sequence, we fill the gaps by linear interpolation and prove the functional law of the iterated logarithm (FLIL) for sample paths obtained in this way. Assuming that condition of V. A. Egorov holds, we show that FLIL is valid, while under other conditions sufficient for usual law of the iterated logarithm FLIL may fail.

Postupilo 8 fevralØ 1997 g.

Universitet im. F. Xillera `ena, GermaniØ CPO Menkomteh, S.-Peterburg