N. G. Dokuqaev

URAVNENI˚ DL˚ RASPREDELENI` LOKAL^NOGO VREMENI PREBYVANI˚ DIFFUZIONNOGO PROCESSA NA POVERHNOSTI I ZADAQI UPRAVLENI˚

Vvedenie

Voprosam, svØzannym s veroØtnostnym raspredeleniem funkcionalov ot lokal~nogo vremeni, pocvØwena obxirnaØ literatura (sm. obzory [1–4] i bibliografi¸ tam ße). Naibolee podrobno izuqeno lokal~noe vremØ skalØrnogo brounovskogo dvißeniØ. V poslednee vremØ vyØsnilos~, qto privleqenie ideæ, svØzannyh s lokal~nym vremenem, okazyvaetsØ ves~ma poleznym dlØ rexeniØ zadaq stohastiqeskoæ teorii optimal~nogo upravleniØ (v qastnosti, dlØ zadaq stohastiqeskoæ finansovoæ matematiki – sm., naprimer, [5]). S drugoæ storony, estestvenno vkl¸qit~ v stohastiqesku¸ teori¸ optimal~nogo upravleniØ novye zadaqi, v kotoryh trebuetsØ minimizirovat~ (maksimizirovat~) lokal~noe vremØ prebyvaniØ v mnoßestvah nulevoæ mery. �to ØvlØetsØ odnoæ iz priqin, poqemu vaßno imet~ opisanie raspredeleniØ lokal~nogo vremeni dlØ bolee obwih processov, qem brounovskoe dvißenie (naprimer, dlØ diffuzionnyh processov s zavisØwim ot upravleniØ snosom). V rabote [3] bylo v principe ustanovleno suwestvovanie lokal~nogo vremeni prebyvaniØ na gladkih giperpoverhnostØh obwih mnogomernyh processov Ito (toqnee, dokazano suwestvovanie nepreryvnyh neubyva¸wih processov, vozrasta¸wih tol~ko na giperpoverhnosti i poluqennyh kak predely integralov ot nekotoryh special~- nyh neotricatel~nyh funkciæ ot processa Ito). Niße vyvedeny special~nye analogi uravneniæ Kolmogorova dlØ raspredeleniØ lokal~nogo vremeni prebyvaniØ na “kusoqno-gladkoæ” giperpoverhnosti dlØ obwego mnogomernogo diffuzionnogo pro-

Rabota podderßana grantom RFFI No. 96-01-00408. 96

URAVNENI˚ DL˚ RASPREDELENI` 97 cessa. Ustanovlena razreximost~ fftih uravneniæ i shodimost~ sluqaænyh veliqin, predel kotoryh obyqno nazyva¸t lokal~- nym vremenem. Naædeno Øvnoe vyraßenie lokal~nogo vremeni qerez rexenie uravneniØ Kolmogorova i stohastiqeskiæ integral. Rassmotreny processy i giperpoverhnosti dostatoqno obwego vida, blagodarØ qemu okazalos~ vozmoßnym issledovat~ novu¸ stohastiqesku¸ zadaqu optimal~nogo upravleniØ, v kotoroæ upravlenie vhodit v kofffficient snosa diffuzionnogo processa i minimiziruetsØ funkcional tipa matematiqeskogo oßidaniØ lokal~nogo vremeni. DlØ fftoæ zadaqi vyveden analog uravneniØ Bellmana kak neobhodimoe i dostatoqnoe uslovie optimal~nosti i poluqeny dostatoqnye usloviØ ego razreximosti.

1. Postanovka zadaqi

Na veroØtnostnom prostranstve (Ω, F, P) rassmotrim n- mernyæ vinerovskiæ process w(t) s nezavisimymi komponentami, takoæ, qto w(0) = 0. Rassmotrim sluqaænyæ n-vektor a, ne zavisØwiæ ot w(t). Pust~ sluqaænyæ process y(t) razmernosti n ØvlØetsØ sil~nym rexeniem stohastiqeskogo uravneniØ Ito dy(t) = f ( y(t), t ) dt + β ( y(t), t ) dw(t), (1.1) y(0) = a. (1.2)

Funkcii f(x, t) : R^n×R → R^n, β(x, t) : R^n×R → R^{n×n} ograniqeny i izmerimy. Polagaem, qto funkciØ β(x, t) nepreryvna, proizvodnaØ ∂β(x, t)/∂x ograniqena, b(x, t) =^1

/_2 β(x, t) β(x, t)^T ¿ δI > 0 dlØ nekotorogo δ > 0 dlØ vseh x, t.

Izvestno [8, §II.6], qto v pri takih predpoloßeniØh uravnenie (1.1)–(1.2) imeet slaboe rexenie (odnoznaqnoe po raspredeleni¸). Vvedennyæ zdes~ nabor (Ω, F, P, w(t), y(t)) ØvlØetsØ, takim obrazom, odnim iz takih slabyh rexeniæ.

Pust~ D ⊂ R^n – nekotoraØ oblast~. Polagaem, qto oblast~ D ograniqena i imeet C^2-gladku¸ granicu, a ∈ D p.n.

Rassmotrim sluqaænye momenty pervogo vyhoda τ_D = inf{t : y(t) /∈ D}. Pust~ Γ ⊂ D – nekotoraØ giperpoverhnost~ razmernosti n − 1, ∂Γ-kraæ fftoæ giperpoverhnosti (vozmoßno, ∂Γ = ∅).

98 N. G. DOKUQAEV Rassmotrim nekotoru¸ normu ‖ · ‖_E v R^n, ffkvivalentnu¸ evklidovoæ norme. Vvedem mnoßestva Γ_∗(ε) = {x ∈ D : inf_{y∈Γ} ‖x − y‖_E < ε/2}, Γ^′(ε) = {x ∈ D : inf_{y∈∂Γ} ‖x − y‖_E < ε/2}. (1.3)

DlØ vseh ε > 0 zadadim proizvol~nym obrazom borelevskie mnoßestva Γ(ε), takie, qto

Γ_∗(ε)\Γ^′(ε) ⊆ Γ(ε) ⊆ Γ_∗(ε). (1.4)

Nas budet interesovat~ lokal~noe vremØ prebyvaniØ processa y(t) na Γ (do vyhoda iz D), t.e. predel~nye znaqeniØ pri ε → +0 veliqin

l_ε(t) = 1 ε τ_D ∧t∫

0 Ind{y(s) ∈ Γ(ε)} ds. (1.5) V sluqae f, β, Γ obwego vida budet pokazano, qto dlØ l¸bogo t > 0 ffti veliqiny shodØtsØ k nekotoroæ sluqaænoæ veliqine ^t(t) (shodimost~ po raspredeleni¸ ustanovlena v p. 5, v srednekvadratiqeskom – v p.6). Budet naædeno uravnenie dlØ harakteristiqeskoæ funkcii

ϕ(z) = Ee^zb^{t(t)}, z ∈ C. (1.6)

Krome togo, budut vyvedeny uravneniØ, ØvlØ¸wiesØ analogom obratnogo uravneniØ Kolmogorova (i ustanovlena ih razreximost~ v sootvetstvu¸wih klassah funkciæ) dlØ funkcionalov tipa

ϕ_1 = E^t(T ), ϕ_2 = E τ_D ∧T∫

0 φ ( y(t), t ) eb^{t(t)}dt (1.7)

dlØ zadannogo qisla T > 0 i funkcii φ. (Posledniæ funkcional ponimaem kak predel pri ε → 0 sootvetstvu¸wih funkcionalov dlØ veliqin (1.5)). Budut takße izuqeny zadaqi upravleniØ, v kotoryh trebuetsØ minimizirovat~ podobnye funkcionaly (po vidimomu, takie zadaqi v stohastiqeskoæ teorii upravleniØ ranee ne rassmatrivalis~).

URAVNENI˚ DL˚ RASPREDELENI` 99

2. Prostranstva i klassy funkciæ

Zadadim qislo T > 0. Oboznaqim Q = D × (0, T ). Niße znak ‖·‖_X oznaqaet normu v prostranstve X, (·, ·)_X oznaqaet skalØrnoe proizvedenie v gil~bertovom prostranstve X.

Vvedem prostranstva (kompleksnoznaqnyh) funkciæ.

Pust~ H^k =^0W^k_2(D) – gil~bertovy prostranstva Soboleva, k = 0, 1. Pust~ H^{−1} – prostranstvo, dvoæstvennoe k H^1, s normoæ ‖ · ‖_H−1 takoæ, qto ‖u‖_H−1 dlØ u ∈ H^0 est~ supremum (u, v)_H0 po v ∈ H^0, ‖v‖_H1 6 1.

Pust~ ℓ_m oznaqaet meru Lebega v R^m, B_m est~ σ–algebra lebegovskih mnoßestv v R^m. Vvedem prostranstva C^0 = C ( [0, T ] → H^0 ) , X^k = L^2 ( [0, T ], B_1, ℓ_1, H^k ) , k = 0, ±1, i Y^1 = X^1∩C^0, s normoæ ‖u‖_Y 1 = ‖u‖_X1 + ‖u‖_C0 .

Formu (u, v)_H0 sqitaem opredelennoæ takße i dlØ u ∈ H^{−1}, v ∈ H^1 (raspostranØØ ee estestvennym obrazom s u ∈ H^0, v ∈ H^1).

Pust~ niße μ ∈ (1, 2) – proizvol~noe qislo v sluqae n = 1, μ ∈ ( 1, n n − 1 ) v sluqae n > 1. (2.1)

Vvedem prostranstvo W = W^{(1)}μ (D) i soprØßennoe prostranstvo W^∗.

Vvedem prostranstvo X = L^∞ ( [0, T ], B_1, ℓ_1, W^∗ ) . Sledu¸wee predloßenie 2.1 standartno.

Predloßenie 2.1. W^∗ ⊂ H^{−1}, X ⊂ X^{−1}.

Lemma 2.1. DlØ ξ ∈ H^1, η ∈ H^1 vypolneno ξη ∈ W i ‖ξη‖W 6

c‖ξ‖_H1 ‖η‖_H1 , gde c = c(n, D, μ) – konstanta.

Dokazatel~stvo. Pust~ r = 2/μ, r^′ = r(r − 1)^{−1}, p = μr^′, η ∈ H^0.

Imeem p = μr^′ = 2μ(2 − μ), μ(2 − μ)^{−1} < n(n − 2)^{−1}, p < 2n(n − 2)^{−1} pri n > 2,

‖ξη‖_{Lμ(D)} = ∫ D ξ^μη^μdx 1/μ 6 ∫ D ξ^{μr′} dx 1/r^′ ∫ D η^2dx 1/r 1/μ

= ‖η‖_H0 ∫ D ξ^pdx 1/p 6 c‖η‖H0 ‖ξ‖H1 , (2.2)

100 N. G. DOKUQAEV gde konstanta c = c(n, D, μ). Posledn¸¸ ocenku poluqili iz teorem vloßeniØ dlØ prostranstv Soboleva (sm. [6, s. 78]). Primeniv (2.2) k (∂ξ/∂x_i)η, (∂η/∂x_i)ξ, poluqaem trebuemoe.

Lemma 2.2. DlØ ξ ∈ H^1, g ∈ W^∗ ∩ H^0 vypolneno ξg ∈ H^{−1} i ‖ξg‖_H−1 6 c‖ξ‖_H1 ‖g‖_W∗ , gde c = c(n, D, μ) – konstanta. Dokazatel~stvo. Vvedem mnoßestvo BH^1 = {η ∈ H^1 ∩ L∞(D) :

‖η‖_H1 6 1}. Imeem ‖ξg‖_H−1 = sup_{η∈BH1} (η, ξg)_H0 6 sup_{η∈BH1} (ηξ, g)_H0 6 sup_{η∈BH1} ‖ηξ‖_W ‖g‖_W∗ 6 c sup_{η∈BH1} ‖η‖H1 ‖ξ‖H1 ‖g‖W∗ 6 c‖ξ‖H1 ‖g‖W∗ , (2.3) gde c – konstanta iz lemmy 2.1. Ots¸da poluqaem trebuemoe.

Vvedem parametr P = { n, T, D, δ, sup_{x,t} |f(x, t)|, sup_{x,t} |β(x, t)|, sup_{x,t,i} | | | | ∂β ∂x_i (x, t) | | | | } . (2.4)

3. Paraboliqeskoe uravnenie s kofffficentom iz X

Niße budut vvedeny paraboliqeskie uravneniØ novogo tipa, kotorye v dal~neæxem budut ispol~zovany dlØ opisaniØ ffvol¸- cii funkcionalov (1.6)–(1.7) (t.e. ØvlØ¸tsØ analogom obratnogo uravneniØ Kolmogorova). Novizna fftih uravneniæ zakl¸qaetsØ v naliqii kofffficienta g, ØvlØ¸wegosØ obobwennoæ funkcieæ iz X .

Vvedem operator A – proizvodØwiæ operator processa y(t): AV = n∑ i,j=1 b_{ij}(x, t) ∂^2V ∂x_i∂x_j (x) + n∑ i=1 f_i(x, t) ∂V ∂x_i (x). (3.1)

Zdes~ b_{ij}, f_i, x_i- komponenty matricy b i vektorov f, x.

Budem rassmatrivat~ kraevye zadaqi ∂V ∂t + AV + gV = −φ, V (x, t)|_{x∈∂D} = 0, V (x, T ) = R(x). (3.2) Izvestno [6, §III.4], qto v sluqae g ∈ L_∞(Q), φ ∈ X^{−1}, R ∈ H^0 = L_2(D) ffta zadaqa odnoznaqno razrexima v klasse Y^1. V sluqae g ∈ L_∞(Q), φ ∈ L_∞(Q), R ∈ W^2_2 (D) ffta zadaqa odnoznaqno razrexima v klasse W^{2,1}_q (Q), ∀q > 1 (sm. [6, §IV.9]).

URAVNENI˚ DL˚ RASPREDELENI` 101

Teorema 3.1. Pust~ zadany z ∈ C, h ∈ X , φ ∈ X^{−1}, R ∈ H^0.

Pust~ g_ε ∈ L_∞(Q), g ∈ X , h_ε ∈ L_∞(Q), φ_ε ∈ L_∞(Q), R_ε ∈ H^0 – takie funkcii, qto g_ε = zh_ε, g = zh, ‖h_ε − h‖_X → 0, ‖φ_ε − φ‖_X−1 → 0, ‖R_ε − R‖_H0 → 0, ε → 0. Pust~ V_ε – rexeniØ zadaqi (3.2), sootvetstvu¸wie g = g_ε, φ = φ_ε. Togda posledovatel~nost~ V_ε imeet pri ε → +0 predel V v Y^1, ravnomernyæ po z : |z| 6 1, opredelØemyæ odnoznaqno, i pri fftom

‖V ‖_Y 1 6 c (‖φ‖_X−1 + ‖R‖_H0 ) , (3.3)

gde c > 0- konstanta, zavisØwaØ ot parametrov P, μ, ‖g‖_X .

Otmetim, qto V v teoreme dlØ l¸bogo zadannogo g lineæno zavisit ot φ, R. Krome togo, V = 0 v sluqae φ = 0, R = 0. Ots¸da sleduet, qto lineen i odnoroden operator K(g), sopostavlØ¸wiæ rexenie V = K(g)η pare η = (φ, R) ∈ X^{−1} ×H^0. Vvedem operatory L(g), L(g), takie, qto K(g) = (L(g), L(g)), t.e. V = L(g)φ+L(g)R dlØ sootvetstvu¸wego znaqeniØ V iz teoremy 3.1. Po teoreme, L(g) : X^{−1} → Y^1, L(g) : H^0 → Y^1 – lineænye nepreryvnye operatory; po lemme 2.2, gV ∈ X^{−1}.

Opredelenie 3.1. Govorim, qto V est~ rexenie v klasse Y^1 za-

daqi (3.2) s obobwennym g ∈ X .

Dokazatel~stvo teoremy 3.1. Snaqala pokaßem, qto pri pod-

stanovke g = g_ε v (3.2) konstanta v neravenstve (3.3) dlØ V = V_ε ne uveliqivaetsØ pri ε → +0.

Niße ispol~zuem fflementarnoe neravenstvo uv 6 u^2/(2γ) + v^2γ/2 (∀u, v, γ ∈ R, γ > 0). Pust~ v ∈ H^1 ∩ C^2(D). Imeem dlØ l¸- bogo t ∈ [0, T ] i operatora (3.1) A = A(x, t) ocenki (v, Av)_H0 = ( v, n∑ i,j=1 b_{ij} ∂^2v ∂x_i∂x_j ) H0 + ( v, n∑ i=1 f_i ∂v ∂x_i ) H0 =

− n∑ i,j=1 ( ∂v ∂x_i , b_{ij} ∂v ∂x_j ) H0 − n∑ i,j=1 ( v, ∂b_{ij} ∂x_i ∂v ∂x_j ) H0 + n∑ i=1 ( v, f_i ∂v ∂x_i ) H0 6 −δ^{n∑}_{i=1}^‖^{∂v}_{∂xi}^‖^2_{H0} +^{n∑}_{i,j=1} ‖v‖H0^‖^{∂bij}_{∂xi}^‖_{L∞(Q)}^‖^{∂v}_{∂xj}^‖_{H0} + n∑ i=1 ‖v‖_H0 ‖f_i‖_{L∞(Q)} ‖ ‖ ‖ ‖ ∂v ∂x_i ‖ ‖ ‖ ‖_{H0} 6 −δ n∑ i=1 ‖ ‖ ‖ ‖ ∂v ∂x_i ‖ ‖ ‖ ‖ 2 H0 + δ 4 n∑ i=1 ‖ ‖ ‖ ‖ ∂v ∂x_i ‖ ‖ ‖ ‖ 2 H0

102 N. G. DOKUQAEV + C δ n∑ i,j=1 ‖v‖^2_H0 (‖ ‖ ‖ ‖ ∂b_{ij} ∂x_i ‖ ‖ ‖ 2 L_∞(Q) +‖f_i‖^2_{L∞(Q)} ) , (3.4)

gde konstanta C = C(n). Ots¸da poluqaem, qto dlØ l¸bogo v ∈ H^1 dlØ l¸bogo t ∈ [0, T ] vypolneno (v, Av)_H0 6 − 3δ 4 n∑ i=1 ‖ ‖ ‖ ‖ ∂v ∂x_i ‖ ‖ ‖ ‖ 2 H0 +C_1‖v‖^2_H0 , (3.5)

gde konstanta C_1 zavisit ot P.

DlØ l¸bogo v ∈ H^1 dlØ l¸bogo t ∈ [0, T ] vypolneno

(v, φ_ε(·, t) )_H0 6 ‖v‖^2_H1 ‖φ_ε(·, t) ‖^2_H−1 6 C_D n∑ i=1 ‖ ‖ ‖ ‖ ∂v ∂x_i ‖ ‖ ‖ ‖_{H0} ‖φ^ε(·, t) ‖^{H−1} 6^δ_4^{n∑}_{i=1}^‖^{∂v}_{∂xi}^‖^2_{H0} +C2‖φε(·, t) ‖^2_H−1 , (3.6) gde konstanta C_D zavisit ot n, D, konstanta C_2 zavisit ot parametra P.

DlØ l¸bogo v ∈ H^1 vypolneno (v, g_εv )_H0 6 ‖v^2‖_W ‖g_ε‖_W∗ 6 C_3‖v‖_H1 ‖v‖_H0 ‖g_ε‖_W∗ 6^δ_4^{n∑}_{i=1} ‖v‖^2_H1 +^^C3‖v‖^2_{H0} 6^δ_4^{n∑}_{i=1}^‖^{∂v}_{∂xi}^‖^2_{H0} +C3‖v‖^2_{H0} , (3.7)

gde konstanty ^C_3, C_3 zavisØt ot sup_ε ‖g_ε‖_W∗ , δ, n, D.

DlØ rexeniØ V = V_ε zadaqi (3.2) s g = g_ε, φ = φ_ε, R = R_ε, ε ∈ (0, ε_1] imeem v silu (3.5)–(3.7) ‖V_ε(·, t)‖^2_H0 − ‖V_ε(·, T )‖^2_H0

= 2 T∫ t ( V_ε(·, s), AV_ε(·, s) + g_εV_ε(·, s) + φ_ε(·, s) ) H0 ds 6 T∫ t { −δ n∑ i=1 ‖ ‖ ‖ ‖ ∂V_ε ∂x_i (·, s) ‖ ‖ ‖ ‖ 2 H0 +C_4 ( ‖V_ε(·, s)‖^2_H0 + ‖φ_ε(·, s)‖^2_H−1 ) } ds, (3.8) gde konstanta C_4 zavisit ot P, μ, ‖g‖_X .

URAVNENI˚ DL˚ RASPREDELENI` 103 Ots¸da srazu vidno, qto

‖V_ε‖_Y 1 6 C_∗ ( ‖φ_ε‖_X−1 + ‖R_ε‖_H0 ) (∀ε ∈ (0, ε_1]), (3.9)

gde konstanta C_∗ zavisit ot P, μ, ‖g‖_X .

Pokaßem, qto posledovatel~nost~ {V_ε} shoditsØ v sebe v Y^1. Pust~ ε_1 → 0, ε_2 → 0. Oboznaqim W = V_{ε1} − V_{ε2} . Imeem ∂W ∂t + AW + g_{ε1} W = −ξ, W (x, t)|_{x∈∂D} = 0, W (x, T ) = R_{ε1} − R_{ε2} , (3.10) gde ξ = φ_{ε1} − φ_{ε2} + ( g_{ε1} − g_{ε2} ) V_{ε2} . (3.11)

Imeem ‖φ_{ε1} − φ_{ε2} ‖_X−1 → 0, ‖g_{ε1} − g_{ε2} ‖_X → 0, (3.12)

poskol~ku posledovatel~nosti {φ_{εi} }, {g_{εi} } shodØtsØ v sebe i shodØtsØ v sootvetstvu¸wih prostranstvah. Po lemme 2.2,

‖(g_{ε1} − g_{ε2} )V_{ε2} ‖_X−1 = T∫ 0 ‖(g_{ε1} − g_{ε2} )V_{ε2} (·, t)‖_H−1 dt 6 T∫ 0 ‖g_{ε1} − g_{ε2} ‖_W∗ ‖V_{ε2} (·, t)‖_H1 dt 6 ‖g_{ε1} − g_{ε2} ‖_X T∫ 0 ‖V_{ε2} (·, t)‖_H−1 dt = ‖g_{ε1} − g_{ε2} ‖_X ‖V_{ε2} ‖_X1 → 0 (3.13)

pri ε_1 → 0, ε_2 → 0, vvidu (3.9), (3.12). Znaqit, ‖ξ‖_X−1 → 0. Primeniv ocenku (3.9) k rexeni¸ W kraevoæ zadaqi (3.10), poluqaem, qto

‖W ‖_Y 1 6 C_∗ (‖ξ‖_X−1 + ‖R_{ε1} − R_{ε2} ‖_H0 ) → 0. (3.14)

Ots¸da vidno, qto posledovatel~nost~ {V_ε}, ε = ε_i → 0, shoditsØ v sebe (a znaqit, shoditsØ) v banahovom prostranstve Y^1. Ocenka (3.3) sleduet iz (3.9), iz fftoæ ße ocenki sleduet odnoznaqnost~ V . Pokaßem, qto posledovatel~nost~ {V_ε} shoditsØ v Y^1 ravnomerno po z ∈ C : |z| 6 1. Pust~ ε → 0. Oboznaqim W = V_ε − V . Imeem ∂W ∂t + AW + g_εW = −ξ, W (x, t)|_{x∈∂D} = 0, W (x, T ) = R_ε − R, (3.15)

104 N. G. DOKUQAEV gde ξ = φ_ε − φ + ( g_ε − g ) V. (3.16) Imeem ‖φ_ε − φ‖_X−1 → 0, ‖g_ε − g‖_X = z‖h_ε − h‖_X → 0 (3.17) ravnomerno po |z| 6 1. Po lemme 2.2, ‖(g_ε − g)V ‖_X−1 = T∫ 0 ‖(g_ε − g)V_{ε2} (·, t)‖_H−1 dt 6 T∫ 0 ‖g_ε − g‖_W∗ ‖V (·, t)‖_H1 dt 6 ‖g_ε − g‖_X T∫ 0 ‖V (·, t)‖_H−1 dt = ‖g_ε − g‖_X ‖V ‖_X1 → 0 (3.18)

pri ε → 0 i ‖ξ‖_X−1 → 0 ravnomerno po |z| 6 1. Primeniv ocenku (3.3) k rexeni¸ W kraevoæ zadaqi (3.15), poluqaem, qto

‖W ‖_Y 1 6 C_∗ (‖ξ‖_X−1 + ‖R_ε − R‖_H0 ) → 0. (3.19)

Ots¸da vidno, qto posledovatel~nost~ {V_ε}, ε =→ 0, shoditsØ ravnomerno po |z| 6 1. Teorema 3.1 dokazana.

4. O klasse giperpoverhnosteæ, sootvetstvu¸wih fflementam X

Estestvenno predpoloßit~, qto dlØ izuqeniØ funkcionalov tipa (1.6)–(1.7) prigodny uravneniØ (3.2) s takimi g ∈ X , φ ∈ X^{−1}, qto v kaqestve funkciæ g_ε, φ_ε, figuriru¸wih v teoreme 3.1, moßno vzØt~ funkcii ε^{−1}Ind{x ∈ Γ(ε)} dlØ giperpovehnosti Γ ⊂ D (mnoßestva Γ(ε) opredeleny v (1.3)–(1.4)). Niße budet pokazano, qto predel ε^{−1}Ind{x ∈ Γ(ε)} prinadleßit X dlØ Γ iz dostatoqno xirokogo klassa “kusoqno C^1-gladkih” giperpoverhnosteæ.

Qerez e^{(j)} oboznaqaem j-yæ ort v R^n. Vvedem funkcii γ_j : Γ → R, takie, qto γ_j (x) = | cos α_j(x)|, gde α_j(x) – ugol meßdu e^{(j)} i normal~¸ k Γ v toqke x ∈ Γ, esli ffta normal~ opredelena; γ_j (x) = 0 (∀j), esli x – toqka naruxeniØ gladkosti, gde ne opredelena normal~.

Oboznaqim qerez N (x, j) qislo pereseqeniæ giperpoverhnosti Γ luqom iz x = (x_1, x_2, ..., x_n) v (x_1, ..., x_{j−1}, −∞, x_{j+1}, ..., x_n), toqki

URAVNENI˚ DL˚ RASPREDELENI` 105 ^x_k(x, j) ØvlØ¸tsØ sootvetstvu¸wimi toqkami pereseqeniØ; polagaem N (x, j) = +∞, esli luq prohodit po kasatel~noæ k Γ. Opredelim funkcii

G_j(x) = N(x,j)∑

k=1 γ_j (^x_k(x, j)) ‖n ( ^x_k(x, j) ) ‖_E . (4.1)

Polagaem G_j(x) = +∞, esli N (x, j) = +∞.

Teorema 4.1. Pust~ zadano mnoßestvo^^Γ ⊂ R^n, ØvlØ¸weesØ ob¨-

edineniem koneqnogo qisla mnogogrannikov ^Γ_i razmernosti n − 1 s poparno nepereseka¸wimisØ vnutrennostØmi, ^Γ = ∪^N_{i=1}^Γ_i . Pust~ M : R^n → R^n – nekotoraØ nepreryvnaØ biektivnaØ funkciØ, giperpoverhnost~ Γ ⊂ D takova, qto Γ = M(^Γ). Predpolagaem, qto funkcii M : ^Γ_i → R^n ØvlØ¸tsØ C^1-gladkimi biekciØmi, M(x) = x, esli x ØvlØetsØ verxinoæ kakogo-libo ^Γ_i, |n(x) − n_i| 6 δ_0, esli x prinadleßit vnutrenneæ qasti Γ_i, i = 1, ..., N . Zdes~ Γ_i = M(^Γ_i), n(x) – normal~ k Γ v x, n_i normal~ k ^Γ_i, δ_0 6 n^{−2}/2 (orientaciØ normaleæ fiksirovana, |n(x)| = 1, |n_i| = 1). Togda N (x, j) < +∞ dlØ vseh j dlØ p.v. x. Dalee, opredelim obobwennye funkcii g = n∑ j=1 ∂G_j ∂x_j . (4.2)

Togda g ∈ W^∗ i funkcii g_ε(x) = ε^{−1}Ind{x ∈ Γ(ε)} shodØtsØ k g v metrike W^∗.

Zameqanie 4.1. PredpoloßeniØ teoremy 4.1 vypolneny dlØ dis-

kov, sfer i mnogih drugih kusoqno C^1-gladkih n − 1-mernyh poverhnosteæ.

Zameqanie 4.2. DlØ izuqeniØ zavisØwih ot vremeni poverhno-

steæ Γ moßno ispol~zovat~ analogiqnye zavisØwie ot vremeni g ∈ X . Dokazatel~stvo. Oboznaqim S0 = ∪∂Γi; imeem ℓn(S0) = 0. Ras-

smotrim mnoßestvo otkrytyh oblasteæ D_i ⊆ D, takih, qto D = ∪^N_{i=1}D_i, D_i ∩ D_j = ∅, esli i ≠ j, Γ_i = Γ ∩ D_i (qerez D_i, D oboznaqaem zamykaniØ oblasteæ). Oboznaqim Γ_i(ε) = Γ(ε) ∩ D_i.

106 N. G. DOKUQAEV

Oboznaqim P_j(x) prØmu¸ lini¸, prohodØwu¸ qerez x i parallel~nu¸ e^{(j)}. Zadadim funkcii ψ(., ε) : Γ(ε) → Γ\S_0, takie, qto ψ(x) ∈ Γ_i, esli x ∈ Γ_i(ε), |ψ(x, ε) − x| 6 cε, gde konstanty c takovy, qto ffti funkcii suwestvu¸t dlØ vseh ε 6 ε_∗ dlØ nekotorogo malogo ε_∗ > 0. Zadadim funkcii G^ε_j(x), x = (x_1, ..., x_n). Polagaem, qto ffti funkcii nepreryvny po x_j. Polagaem, qto ffti funkcii G^ε_j(x) postoØnny na kaßdom otrezke P_j(x), leßawem v D\Γ(ε) (konstanty svoi dlØ kaßdogo takogo otrezka), G^ε_j(x) = 0, esli (x_1, ..., x_{j−1}, y_j, x_{j+1}, ..., x_n) /∈ Γ(ε) (∀y_j < x_j) i ∂G^ε_j (x)/∂x_j = ε^{−1}γ^2_j (ψ(x, ε)), x ∈ P_j(x) ∩ Γ(ε). �ti usloviØ opredelØ¸t G^ε_j(x) odnoznaqno.

Imeem ∑_n j=1 γ^2_j (x) = 1 (∀x ∈ Γ\S_0). Togda n∑ j=1 ∂G^ε_j ∂x_j (x) = 1 ε n∑ j=1 γ^2_j (ψ(x, ε)) = 1 ε , x ∈ Γ(ε),

n∑ j=1 ∂G^ε_j ∂x_j (x) = 0, x /∈ Γ(ε),

n∑ j=1 ∂G^ε_j ∂x_j (x) = g_ε(x), x ∈ D. Imeem ℓ_n(x ∈ R^n : P_j(x) ∩ S_0 ≠ ∅) = 0, j = 1, ..., n.

Po predloßeni¸ 2.1 [7], vypolneno N (j, x) < +∞ dlØ p.v. x (Moßno predstavit~ luq kak rexenie trivial~nogo obyknovennogo differencial~nogo uravneniØ, togda predloßenie 2.1 [7] moßno pereformulirovat~ dlØ dannogo sluqaØ). Vvidu kusoqnoæ C^1-gladkosti Γ, imeem N (x, j) 6 const dlØ p.v. x.

Pust~ N = 1, Γ = Γ_1 takovo, qto n_1 = (n^{(1)}_1 , ..., n^{(n)}_1 ), |n^{(j)}_1 | = n^{−1/2}, j = 1, .., n, togda γ_j (x) ¿ δ_1 (∀x ∈ Γ\S_0) dlØ nekotoryh δ_1 > 0. Oboznaqim qerez μ_j (x, ε) dlinu minimal~nogo otrezka, leßawego v Γ(ε) s koncami v ∂Γ(ε), prohodØwego qerez x i parallel~- nogo e^{(j)}. Imeem ε^{−1}μ_j(x, ε) → γ^{−1}_j (x)‖n(x)‖^{−1}_E . Iz nepreryvnosti normali na dannoæ C^1-gladkoæ poverhnosti Γ = Γ_1 sleduet, qto G^ε_i (x) → G_i(x) pri ε → +0 dlØ p.v. x, i = 1, ..., n,

sup_x |G^ε_j(x)| 6 ε^{−1}μ_j (x, ε) sup_x γ^2_j (ψ(x, ε)) 6 c,

URAVNENI˚ DL˚ RASPREDELENI` 107 gde konstanta c zavisit ot Γ, ‖ · ‖_E , x ∈ P_j(x) ∩ Γ(ε). Po teoreme Lebega, ‖G^ε_i − G_i‖_{Lν (D)} → 0 pri ε → +0, (∀ν > 1, i = 1, ..., n). Pust~ u ∈ C^2(D) ⊂ W. Imeem ⟨g_ε − g, u⟩ = − n∑ j=1 ∫ D ( G^ε_j(x) − G_j(x) ) ∂u ∂x_j (x)dx

+ n∑ j=1 ∫ ∂D ( G^ε_j(x) − G_j(x) ) u(x) cos(n(x), e_j)dx

= − n∑ j=1 ∫ D ( G^ε_j (x) − G_j(x) ) ∂u ∂x_j (x)dx, poskol~ku G^ε_j ≡ G_j na ∂D. Znaqit, dlØ ν = μ(μ − 1)^{−1} imeem |⟨g_ε − g, u⟩| 6 n∑ j=1 ( G^ε_j − G_j ) L_ν (D) ‖u‖W . Ots¸da poluqaem, qto g_ε = ∑_n j=1 ∂G^ε_j ∂x_j (x) → g v W ∗. V ukazannom qastnom sluqae teorema 4.1 dokazana. Pust~ N = 1, n_1 – proizvol~nyæ vektor. Vvedem novye koordinaty ~x_j = ∑_n k=1 θ_{jk}x_k, gde θ ∈ R^{n×n} – takaØ matrica, qto θ^T = θ^{−1} i |~n^{(j)}_1 | = n^{−1/2}, n^{(j)}_1 ~n^{(j)}_1 ¿ 0, j = 1, .., n, gde ~n_1 = (~n^{(1)}_1 , ..., ~n^{(n)}_1 ) –sootvetstvu¸waØ normal~ k θ^Γ v novyh koordinatah. Oboznaqim qerez ~N (x, j) qislo pereseqeniæ giperpoverhnosti ~Γ = θΓ luqom iz ~x = (~x_1, ~x_2, ..., ~x_n) v (~x_1, ..., ~x_{j−1}, −∞, ~x_{j+1}, ..., ~x_n), toqki ~x^′_k(x, j) ØvlØ¸tsØ sootvetstvu¸wimi toqkami pereseqeniØ; polagaem ~N (x, j) = +∞, esli luq prohodit po kasatel~noæ k Γ. Togda ~N (x, j) < +∞ dlØ vseh j dlØ p.v. x. Opredelim funkcii

~G_j(~x) = e_N (e_{x,j})∑ k=1 γ_j (~x^′_k(~x, j)) ‖n(~x^′_k(~x, j)‖ e_E . Zdes~ ~γ_j (~x) – sootvetstvu¸wie funkcii, postroennye po pravilu, ukazannomu pered formulirovkoæ teoremy, no v novyh koordinatah, ‖~x‖ e_E = ‖θ^{−1}~x‖_E – norma v R^n. Oboznaqim ~g = ∑_n j=1 ∂ e_{Gj} ∂exj . Kak vyxe, poluqaem, qto ~g_ε(~x) = Ind{x = θ^{−1} ~x ∈ Γ(ε)} → ~g

108 N. G. DOKUQAEV v W^∗. Oboznaqim ΔG_j(x) skaqok funkcii G_j v x na prØmoæ P_j(x), v porØdke vozrastaniØ x_j. Imeem ΔG_j(x) = γ_j (x). Oboznaqim Δ ~G_j(~x) analogiqnye skaqki v novyh koordinatah. Iz togo, qto preobrazovanie koordinat ØvlØetsØ povorotom, vidno, qto Δ ~G_j(~x) = ∑_n k=1 θ_{jk}ΔG_k(θ^{−1} ~x) esli N (x, j) < +∞, x ∈ Γ\S_0. Znaqit, ⟨~ξ, ~g⟩ = ⟨ξ, g⟩ dlØ ~ξ ∈ W, ξ(x) = ~ξ(θx). Sledovatel~no, teorema 4.1 dokazana v fftom sluqae.

Pust~ N > 1, g^{(i)}ε (x) = Ind{x ∈ Γ_i(ε)}. Imeem g_ε = ∑_N i=1 g^{(i)}_ε ,

g^{(i)}_ε (x) → g^{(i)} ∈ W^∗ in W^∗, g^{(i)} = ∑_n j=1 ∂G(^i)_j ∂x_j , gde G (i) j postroeny tak ße, kak v formulirovke teoremy 4.1 dlØ sootvetstvu¸wih Γ = Γ_i. Imeem G_j(x) = ∑_N i=1 G^{(i)}(x). Ots¸da sleduet dokazatel~stvo teoremy 4.1.

5. VeroØtnostnaØ interpretaciØ rexeniØ paraboliqeskogo uravneniØ dlØ obobwennyh g, φ

Rassmotrim process y(t), udovletvorØ¸wiæ uravneni¸ Ito (1.1)–(1.2). Polagaem, qto vypolneny predpoloßeniØ p. 1. Vs¸- du niße polagaem, qto sluqaænyæ naqal~nyæ vektor a = y(0) imeet plotnost~ raspredeleniØ ρ ∈ H^0 = L_2(D). Polagaem, qto zadana giperpoverhnost~ Γ, dlØ kotoroæ vypolneny predpoloßeniØ teoremy 4.1, g – tot ße fflement X , qto v teoreme 4.1.

Pust~ Γ(ε) zadany (1.3)–(1.4), l_ε(t) – veliqiny, zadannye (1.5).

Teorema 5.1. . a) DlØ l¸bogo t > 0 suwestvuet takaØ sluqaænaØ

veliqina ^t(t), qto l_ε(t) → ^t(t) po raspredeleni¸ pri ε → +0.

b) Pust~ z ∈ C. Vvedem obobwennu¸ funkci¸ g_1 = zg. Pust~ V_1 = L(g_1)g, V = zV_1 (inymi slovami, V = zL(zg)g). Togda V ∈ Y^1, i 1 + (V (·, 0), ρ)_H0 = lim_{ε→+0} E exp{z l_ε(T )} = E exp{z ^t(T )}, (5.1)

priqem predel imeet mesto ravnomerno po z ∈ C : |z| 6 1.

Sledstvie 5.1. Ee^{kbt(t)} < +∞, E^^t(t)^k < +∞ (∀k > 0).

Zameqanie 5.1. V rabote [3] bylo v principe ustanovleno su-

westvovanie lokal~nogo vremeni prebyvaniØ na gladkih giperpoverhnostØh obwih mnogomernyh processov Ito. Toqnee, tam dokazano suwestvovanie nepreryvnyh neubyva¸wih processov

URAVNENI˚ DL˚ RASPREDELENI` 109 ^t(t), vozrasta¸wih tol~ko na giperpoverhnosti i takih, qto ih moßno poluqit~ kak predel p.n. veliqin ^l_ε(t) = ∫_t 0 ^g_ε(y(t)dt, gde ^g_ε – nekotorye neotricatel~nye funkcii; no byl ostavlen otkrytym vopros, moßno li v obwem sluqae vzØt~ moßno vzØt~ ^g_ε = g_ε (indikator okrestnosti giperpoverhnosti s normiru¸wim mnoßitelem).

Pust~ niße ^t(t) – veliqiny iz teoremy 5.1.

Teorema 5.2.. Pust~ z ∈ C, φ ∈ X^{−1}, funkciØ R ∈ L2(D) izmeri-

ma, funkcii φ_ε ∈ L_2(Q), –izmerimye funkcii, takie, kak v teoreme 3.1 dlØ dannogo φ, V = L(zg)φ + L(zg)R, togda

(V (·, 0), ρ)_H0 = lim_{ε→+0} E { R(y(T ))Ind{τ_D > T } exp{ z l_ε(T )}

+ τ_D ∧T∫

0 exp{ z l_ε(t)}φ_ε(y(t), t)dt } . (5.2)

Dokazatel~stvo teoremy 5.2. Vvedem funkcii Rε ∈ C^2(D), ta-

kie, qto ‖R_ε −R‖_H0 → 0. Vvedem funkcii g_ε(x) = ε^{−1}Ind{x ∈ Γ(ε)}, V_ε = L(zg_ε)φ + L(zg_ε)R_ε. Imeem V_ε ∈ W^{2,1}_q (Q), ∀q > 1, v silu [6, §IV.9]. Vvedem funkci¸

W (t) = V_ε(y(t), t) exp { z t∫ 0 g_ε ( y(r) ) dr } . Imeem

d_tW (t) = exp { z t∫ 0 g_ε ( y(r) ) dr } d_tV_ε(y(t), t) + zg_ε ( y(r) ) W (t)dt. Poskol~ku V_ε ∈ W^{2,1}_q (Q), ∀q > 1, dlØ d_tV_ε(y(t), t) primenima formula Ito §II.10 [8]. Ispol~zuØ fftu formulu, poluqaem

E(W (τ_D ∧ T ) − W (0)) = E(W (τ_D ∧ T ) − V_ε(y(0), 0))

= −E τ_D ∧T∫

0 exp { z t∫ 0 g_ε ( y(r) ) dr } φ_ε(y(t), t)dt,

110 N. G. DOKUQAEV

EV_ε(y(0), 0) = (V_ε(·, 0), ρ)_H0

= E { R_ε(y(T ))Ind{τ_D > T } exp z τ_D ∧T∫

0 g_ε ( y(t) ) dt

+ τ_D ∧T∫

0 exp { z t∫ 0 g_ε ( y(r) ) dr } φ_ε(y(t), t)dt } . (5.3)

Po teoreme 3.1 imeem V_ε → V v Y^1. Ots¸da poluqaem trebuemoe.

Dokazatel~stvo teoremy 5.1. Dokaßem snaqala p.b). Pust~

g_ε(x) = ε^{−1}Ind{x ∈ Γ(ε)}, V_ε = zL(zg_ε)g_ε. �to oznaqaet, qto V_ε udovletvorØet zadaqe ∂V_ε ∂t + AV_ε + zg_εV_ε = −zg_ε, V_ε(x, t)|_{x∈∂D} = 0, V_ε(x, T ) = 0. (5.4) DlØ (x, s) ∈ Q iz formuly Ito §II.10 [8] imeem analogiqno (5.3)

V_ε(x, s) = E τ_D ∧T∫

0 g_ε ( y(t) ) exp z t∫ 0 g_ε ( y(r) ) dr

= E exp z τ_D ∧T∫

0 g_ε ( y(t) ) dt − 1. (5.5) Znaqit, ϕ_ε(z) = (V_ε(·, 0), ρ)_H0 + 1 = E exp{z l_ε(T )}. (5.6)

Ots¸da poluqaem utverßdenie b) teoremy 5.1.

Dokazatel~stvo utverßdeniØ a). Po teoreme 3.1 imeem V_ε → V v Y^1 ravnomerno po z ∈ C : |z| 6 1. Vvedem funkci¸ ϕ(z) = (V (·, 0), ρ)_H0 + 1. Po dokazannomu, ϕ_ε(z) → ϕ(z) ravnomerno po z ∈ C : |z| 6 1. Po teoreme Levi [9] ffto oznaqaet, qto ϕ(z)–harakteristiqeskaØ funkciØ nekotoroæ sluqaænoæ veliqiny ^t(T ), k kotoroæ veliqiny l_ε(T ) shodØtsØ po raspredeleni¸. Teorema 5.1 dokazana.

URAVNENI˚ DL˚ RASPREDELENI` 111

Teorema 5.3. Pust~ V = L(0)g, togda

(V (·, 0), ρ)_H0 = E ^t(T ).

Dokazatel~stvo. Imeem Elε = (ρ, Vε(·, 0)H0 , gde Vε = L(0)gε,

g_ε(x) = ε^{−1}Ind{x ∈ Γ(ε)}. Po teoreme 5.1 El_ε(T ) → E^t(T ) pri ε → +0, po teoreme 3.1 V_ε → V v Y^1. Ots¸da poluqaem trebuemoe.

Zameqanie. DlØ nemarkovskih processov Ito y(t) v predpoloße-

niØh [10] (t.e. kogda βdw(t) = β̃dw̃(t)+ ^βd ^w(t), gde f, β – sluqaænye neupreßda¸wie po otnoxeni¸ k ^w(t) funkcii, β̃β̃^T ¿ δI > 0), moßno poluqit~ analog teorem 5.1–5.3 pri pomowi podhoda [10– 11].

6. ˚vnaØ formula dlØ lokal~nogo vremeni i sil~naØ shodimost~

Pust~ vypolneny predpoloßeniØ p. 5, g – tot ße fflement X , qto v teoreme 4.1. SohranØem vse oboznaqeniØ p. 5 (v qastnosti, dlØ l_ε(T ), g_ε).

Pust~ niße β_j , j = 1, ..., n – stolbcy matricy β v (1.1), F_t-potok σ-algebr sobytiæ, poroßdennyh {a, w(s), s 6 t}. Pust~ L(g) : X^{−1} → H^0 – operator, sopostavlØ¸wiæ funkcii φ ∈ X^{−1} znaqenie V (x, t)|_{t=0} = L(g)φ.

Teorema 6.1. Pust~ naqal~nyæ vektor a imeet plotnost~ ras-

predeleniØ ρ ∈ L_∞(D). Pust~ V = L(0)g. Togda V ∈ Y^1 i E|l_ε(T ) → ^t(T )|^2 → 0 pri ε → 0, gde sluqaænaØ veliqina

^t(T ) = V (a, 0) + n∑ j=1 τ_D ∧T∫

0 ∂V ∂x (y(t), t)β_j (y(t), t) dw_j(t). (6.1)

Zdes~ pod ∂V /∂x ponimaem izmerimu¸ po Borel¸ funkci¸, ØvlØ- ¸wu¸sØ predstavitelem klassa ffkvivalentnosti ∂V /∂x ∈ L_2(Q). Funkcii

ξ_j (t) = ∂V ∂x (y(t), t)β_j (y(t), t)

112 N. G. DOKUQAEV takovy, qto E ∫_T 0 |ξ_j(t)|^2dt < +∞ (∀j) i dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti progressivno izmerimyh otnositel~no potoka F_t sluqaænyh funkciæ vremeni ξ_{ε,j}(t), ε = ε_k → 0, vypolneno E ∫_T 0 |ξ_{j,ε}(t)− ξ_j (t)|^2dt → 0 pri ε → 0, sup_ε E ∫_T 0 |ξ_{j,ε}(t)|^2dt < +∞ (∀j). Pust~ p = L(0)^∗ρ. Togda E τ_D ∧T∫

0 φ(y(t), t) = ∫ Q φ(x, t)p(x, t)dxdt dlØ l¸boæ funkcii φ ∈ C(Q). Inymi slovami, p(x, t) – plotnost~ raspredeleniØ processa y(t), obryva¸wegosØ na ∂D,

Sledstvie 6.1. Pust~ vypolneny predpoloßeniØ teoremy 6.1,

p = L(0)^∗ρ, Togda v oboznaqeniØh teoremy 6.1 imeem

E^t(T )^2 = ∫ D |V (x, 0)|^2ρ(x) dx + n∑ j=1 ∫ Q | | | ∂V ∂x (x, t)β_j (x, t) | | | 2 p(x, t) dx dt. Lemma 6.1. Pust~ vypolneny predpoloßeniØ teoremy 6.1, Vε = L(0)g_ε, ξ_{j,ε}(t) =^{∂Vε}_{∂x} (y(t), t)β_j (y(t), t). Togda l_ε(T ) = V_ε(a, 0) + n∑ j=1 τ_D ∧T∫

0 ξ_{j,ε}(t) dw_j(t) (6.2) i E|l_ε(T ) − ^t(T )|^2 → 0 pri ε → 0.

Dokazatel~stvo lemmy 6.1. Pust~ p – to ße, qto v sled-

stvii 6.1. Zametim, qto p ∈ L_∞(Q). DlØ V_ε = L(0)g_ε imeem g_ε = −∂V_ε/∂t − AV_ε. Po teoreme 9.1 §IV.9 [6] V_ε ∈ W^{2,1}_q (Q) (∀q > 1). DlØ x ∈ D iz formuly Ito §II.10 [8] imeem −V_ε(y(0), 0) = V_ε(y(τ_D ∧ T, τ_D ∧ T ) − V_ε(a, 0) = − τ_D ∧T∫

0 g_ε(y(t)) dt + n∑ j=1 τ_D ∧T∫

0 ξ_j (y(t), t) dw_j(t). Sledovatel~no,

l_ε(T ) = V_ε(y(0), 0) + n∑ j=1 τ_D ∧T∫

0 ∂V_ε ∂x (y(t), t)β_j (y(t), t) dw_j (t).

URAVNENI˚ DL˚ RASPREDELENI` 113 Ots¸da poluqaem (6.2). FunkciØ ∂V_ε(x, t)/∂x nepreryvna, ots¸- da sleduet, qto funkcii ξ_{ε,j}(t) progressivno izmerimyh otnositel~no potoka F_t.

Oboznaqim W_ε = V_ε − V . Imeem E τ_D ∧T∫

0 |ξ_{j,ε}(t) − ξ_j(t)|^2dt 6 cE τ_D ∧T∫

0 | | | | ∂W_ε ∂x (y(t), t) | | | | 2 dt 6 c^∫_Q^|^{∂Wε}_{∂x} (x, t)^|^2 p(x, t) dx dt 6 c‖p‖L_∞(Q)‖Wε‖Y 1 → 0, (6.3) E|V_ε(a, 0)−V (a, 0)|^2 6 c ∫ D ‖W_ε(x, 0)‖^2ρ(x)dx 6 c‖ρ‖_{L∞(D)}‖W_ε‖_Y 1 → 0 (6.4) dlØ nekotoroæ konstanty c > 0 v silu teoremy 3.1. Lemma 6.1 dokazana.

Dokazatel~stvo teoremy 6.1 prØmo sleduet iz lemmy 6.1 i

iz (6.2)–(6.4).

V sluqae stacionarnyh kofffficientov vyvedem analog formuly Tanaki.

Teorema 6.2. Pust~ ρ ∈ L∞(D) i β(x, t) ≡ β(x), f(x, t) ≡ f(x),

funkciØ β(x) nepreryvna. Pust~ F (x) – rexenie zadaqi AF = g, F |_{∂D} = 0 v klasse H^1. Togda F ∈ C(D) i p.n.

^t(T ) = F (y(τ_D ∧ T )) − F (a) − n∑ j=1 τ_D ∧T∫

0 ∂F ∂x (y(t))β_j (y(t)) dw_j (t). (6.5)

Zdes~ ∂F/∂x – izmerimyæ po Borel¸ variant funkcii L_2(Q). Funk- cii ^ξ_j (t) = ∂F ∂x (y(t))β_j (y(t))

takovy, qto E ∫_T 0 |^ξ_j(t)|^2dt < +∞ (∀j) i E ∫_T 0 |^ξ_{j,ε}(t) − ^ξ_j (t)|^2dt → 0 dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti funkciæ ^ξ_{ε,j}(t), ε = ε_k → 0, progressivno izmerimyh po otnoxeni¸ k potoku F_t i takovy, qto sup_ε E ∫_T 0 |^ξ_{j,ε}(t)|^2dt < +∞ (∀j).

114 N. G. DOKUQAEV

Dokazatel~stvo. Pust~ Fε – rexenie zadaqi AFε = gε, Fε|∂D = 0

v klasse H^1. DlØ g vypolneno (4.1), (4.2). Po teoreme III.14.1 [12], F ∈ C(D), F_ε ∈ C(D) i ‖F_ε − F ‖_{C(D)} → 0, ‖F_ε − F ‖_H1 → 0. (6.6) Pust~ V_ε = L(0)g_ε, U_ε = V_ε + F_ε. Imeem F_ε ∈ W^2_q (D), ∀q > 1 [12, §IV.9], U_ε ∈ W^{2,1}_q (Q), V_ε ∈ W^{2,1}_q (Q), ∀q > 1 [6, §IV.9], ∂U_ε ∂t (x, t) + AU_ε(x, t) = 0, U_ε(x, t)|_{x∈∂D} = 0, U_ε(T, x) = F (x). (6.7) Oboznaqim ^ξ_{j,ε}(t) = ∂V^ε ∂x (y(t), t)β_j (y(t)), ^ξ_{j,ε}(t) = ∂F_ε ∂x (y(t))β_j (y(t)). (6.8)

Po lemme 6.1,

l_ε(T ) = U_ε(a, 0) − F_ε(a) + n∑ j=1 τ_D ∧T∫

0 ξ_{j,ε}(t) dw_j(t) (6.9) Imeem ξ_{j,ε}(t) = ∂U_ε ∂x (y(t), t)β_j (y(t)) − ^ξ_{j,ε}(t), (6.10) F_ε (y(τ_D ∧ T )) = U_ε (y(τ_D ∧ T , τ_D ∧ T )) . (6.11) Po formule Ito §II.10 [8] i (6.7), imeem

U_ε (y(τ_D ∧ T )) = U_ε(a, 0) + n∑ j=1 τ_D ∧T∫

0 ∂U_ε ∂x (y(t), t)β_j (y(t)) dw_j (t). (6.12) Iz (6.6)–(6.12) poluqaem dokazatel~stvo teoremy 6.2.

Zameqanie 6.1. Analog teoremy 6.2 moßno poluqit~ dlØ D =

R^n. V fftom sluqae (6.5) vypolneno dlØ funkcii F , ØvlØ¸weæsØ rexeniem uravneniØ AF = g v klasse funkciæ polinomial~nogo porØdka rosta. Izvestnu¸ formulu Tanaki dlØ brounovskogo lokal~nogo vremeni moßno zapisat~ v vide (6.5), gde n = 1, D = R, y(t) = a + w(t), Γ = {0}, F (x) = 2x^+.

URAVNENI˚ DL˚ RASPREDELENI` 115

7. Nepreryvnost~ lokal~nogo vremeni

Teorema 7.1. Pust~ imeetsØ nabor giperpoverhnosteæ {Γ} = {Γh}

Γ_h = Γ_0 + h, h ∈ Δ, gde Δ ⊂ R^n est~ nekotoroe otkrytoe mnoßestvo, Γ_h ⊂ D (∀h), 0 ∈ Δ. Pust~ vypolneny predpoloßeniØ teoremy 6.1 i sohraneny oboznaqeniØ fftoæ teoremy. Pust~ ^t(T ) = ^t(T, h) – sootvetstvu¸wie veliqiny dlØ Γ = Γ_h, h ∈ Δ. Togda E|^t(T, h) − ^t(T, 0)|^2 → 0 pri h → 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ g = g^h, G^h_j – sootvetstvu¸wie funkcii

(4.2), V^h = L(0)g^h, W^h = V^h − V^0. Imeem g^h = ∑_n j=1 ∂G^h_j ∂x_j . Oqevid-

no, G^h_j (x) ≡ G^0_j (x − h), ‖G^h_j − G^0_j ‖_{L2(D)} → 0 pri h → 0, j = 1, ..., n, togda ‖g^h − g^0‖_H−1 → 0. Po teoremam 3.1, 6.1, vypolneno

E|^t(T, h) −^t(T, 0)|^2 6 cE|V^h(a, 0) − V^0(a, 0)|^2+ cE τ_D ∧T∫

0 | | | | ∂W^h ∂x (y(t), t) | | | | 2 dt 6 c^∫_D ‖W^h(x, 0)‖^2ρ(x)dx + c^∫_Q^|^{∂W h}_{∂x} (x, t)^|^2 p(x, t) dx dt 6 c‖p‖L_∞(Q)‖W^h‖Y 1 6 c‖p‖L_∞(Q)‖g^h − g^0‖_H−1 → 0 dlØ nekotoroæ konstanty c > 0. Teorema 7.1 dokazana.

Teorema 7.2. Pust~ T0 ∈ [0, T ], T1 ∈ [0, T ]. Pust~ sohranØ¸t-

sØ predpoloßeniØ i oboznaqeniØ teoremy 6.1. Togda E|^t(T_1) − ^t(T_0)|^2 → 0 pri T_1 → T_0.

Dokazatel~stvo. Pust~ φ0 ∈ X^{−1}, φ1 ∈ X^{−1}, φi(t) = g dlØ t 6

T_i, φ_i(t) = 0 dlØ t > T_i, i = 0, 1. Pust~ V_i = L(0)φ_i, W = V_1 − V_0. Oqevidno, ‖φ_1 − φ_0‖_X−1 → 0. Po teoreme 3.1, ‖W ‖_Y 1 → 0. Dalee dokazatel~stvo teoremy 7.2 analogiqno dokazatel~stvu teoremy 7.1.

Teorema 7.3. Pust~ vypolneny predpoloßeniØ teoremy 6.2. To-

gda suwestvuet variant ^t(T ), p.n. nepreryvnyæ po T .

Dokazatel~stvo ØvlØetsØ prØmym sledstviem iz (6.5).

116 N. G. DOKUQAEV

8. Zadaqa optimal~nogo upravleniØ

Niße polagaem, qto sluqaænyæ naqal~nyæ vektor a imeet plotnost~ raspredeleniØ ρ ∈ H^0 = L_2(D). Polagaem, qto zadana giperpoverhnost~ Γ ⊂ D, D–oblast~, takaØ, kak ukazano v p. 1, dlØ kotoroæ vypolneny predpoloßeniØ teoremy 4.1, g – tot ße fflement X , qto v teoreme 4.1.

Rassmotrim upravlØemoe stohastiqeskoe uravnenie Ito dy(t) = f ( y(t), u ( y(t), t ) , t ) dt + β ( y(t), t ) dw(t), (8.1) y(0) = a. (8.2)

Zdes~ y(t) – vektor sostoØniØ razmernosti n, u ( y(t), t ) – vektor upravleniØ razmernosti m, vinerovskiæ process w(t) imeet razmernost~ n. Sluqaænyæ vektor a ne zavisit ot w(t) dlØ t > 0.

Funkcii f(x, u, t) : R^n × R^m × R → R^n, β(x, t) : R^n × R → R^{n×n}, ograniqeny i izmerimy. FunkciØ f(x, u, t) nepreryvna po u dlØ kaßdogo x, t. Polagaem, qto matrica b(x, t) =^1

/_2 β(x, t) β(x, t)^T ravnomerno nevyroßdena, proizvodnaØ ∂β/∂x suwestvuet i ograniqena.

Pust~ Δ ⊂ R^m – zadannoe kompaktnoe mnoßestvo, T > 0 – nekotoroe qislo, Q = D × (0, T ). Qerez U_0 oboznaqim klass dopustimyh upravleniæ, sostoØwiæ iz vseh izmerimyh funkciæ u(x, t) : Q → R^m takih, qto u(x, t) ∈ Δ dlØ poqti vseh (x, t) ∈ Q.

Otmetim, qto dlØ kaßdogo u(·) ∈ U_0 funkciØ f(x, t) = f(x, u(x, t), t) udovletvorØet predpoloßeniØm p. 1. Sledovatel~- no, suwestvuet odnoznaqnoe po raspredeleni¸ slaboe rexenie uravneniØ (8.1)–(8.2). DlØ sootvetstvu¸wego rexeniØ V zadaqi (3.2) budem ispol~zovat~ oboznaqenie V = L(u, g)φ + L(u, g)R. Po teoreme 3.1, L(u, g) : Y^{−1} → Y^1, L(u, g) : H^0 → Y^1 – lineænye nepreryvnye operatory. Pust~ c_0 = 1 ili c_0 = −1. DlØ kaßdogo u(·) ∈ U_0 zadana sluqaænaØ veliqina ^t(T ) (tak, kak ukazano v teoreme 5.1 ili tak, kak ukazano v teoreme 6.1, dlØ ρ ∈ L_∞(D)). Zadadim funkcional Φ_0 ( u( · ) ) = c_0E^t(T ) = (V (·, 0), ρ)_H0 , gde V = L(u, 0)g. Rasssmotrim zadaqu optimal~nogo upravleniØ

Φ_0 ( u( · ) ) = c_0E^t(T ) → min_{u(·)} (8.3)

URAVNENI˚ DL˚ RASPREDELENI` 117 OkazyvaetsØ, dlØ fftoæ zadaqi suwestvuet optimal~noe upravlenie i dlØ optimal~nogo rexeniØ vypolnen nekotoryæ analog uravneniØ Bellmana.

Teorema 8.1. Suwestvuet upravlenie ^u(·) ∈ U0, ØvlØ¸weesØ

optimal~nym v klasse U_0 v zadaqe (8.3) odnovremenno dlØ vseh plotnosteæ ρ ∈ L_2(D) (ØvlØ¸wihsØ plotnost~¸ raspredeleniØ naqal~nogo vektora a). FunkciØ ^V = L(^u, 0)g dlØ p.v. (x, t) ∈ Q udovletvorØet sootnoxeni¸ ∂ ^V ∂x (x, t)f(x, ^u(x, t), t) 6 ∂ ^V ∂x (x, t)f(x, v, t) (∀v ∈ Δ). (8.4) Spravedlivo takße i bolee obwee utverßdenie. Pust~ zadana vewestvennaØ obobwennaØ funkciØ φ ∈ X^{−1} i funkcional Φ ( u( · )) ) = EV (a, 0) = ∫ D V (x, 0)ρ(x)dx = (V (·, 0), ρ)_H0 , (8.5) gde V = L(u, 0)φ.

Teorema 8.2. a) Cuwestvuet upravlenie ^u(·) ∈ U0, ØvlØ¸weesØ

optimal~nym v klasse U_0 v zadaqe Φ ( u( · ) ) → min_{u(·)} (8.6)

dlØ vseh plotnosteæ ρ ∈ L_2(D) odnovremenno. FunkciØ ^V = L(^u, 0)φ dlØ p.v. (x, t) ∈ Q udovletvorØet sootnoxeni¸ (8.4).

b) L¸boe upravlenie ^u(·) ∈ U_0, dlØ kotorogo vypolneno (8.4) s ^V = L(^u, 0)φ dlØ p.v. (x, t) ∈ Q, ØvlØetsØ optimal~nym v klasse U_0 v zadaqe (8.6) dlØ vseh plotnosteæ ρ ∈ L_2(D) odnovremenno.

Uravnenie ^V = L(^u, 0)φ vmeste s (8.4) sostavlØ¸t uravnenie Bellmana dlØ zadaqi (8.6).

Dokazatel~stvo teorem 8.1–8.2. Teorema 8.2 ØvlØetsØ prØmym

sledstviem teoremy 2.1 [13], otnosØweæsØ k bolee obweæ zadaqe s

T 6 +∞ (esli poloßit~ κ = 0 v oboznaqeniØh [12]). Teorema 8.1

ØvlØetsØ qastnym sluqaem teoremy 8.2.

Literatura

1. A. N. Borodin, Brounovskoe lokal~noe vremØ. Uspehi matem. nauk 44, vyp. 2 (266) (1989), 7–48.

118 N. G. DOKUQAEV

2. D. Geman, J. Horovitz, Occupation density. The Annals of Probability 8, No. 1 (1980), 1–67.

3. R. F. Bass, Occupation time of d-dimensional semimartingales. Seminar on Stochastic Processes. 1982. Progr. Prob. Stat. 5 (1983), 51–96.

4. A. N. Borodin, I. A. Ibragimov, Predel~nye teoremy dlØ funkcionalov ot sluqaænyh blußdaniæ. Tr. Matem. in-ta im. V. A. Steklova 195 (1994), 285 s.

5. M. ȷanblan–Pike, A. N. XirØev, OptimizaciØ potoka dividentov.

Uspehi matem. nauk 50, vyp.2 (302) (1995), 25–46.

6. O. A. LadyßenskaØ, V. A. Solonnikov, N. N. Ural~ceva, Lineænye i kvazilineænye uravneniØ paraboliqeskogo tipa. M., 1967.

7. N. G. Dokuqaev, Integral~nye ocenki dlØ rexeniæ obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ pri obryve na granice oblasti. Differenc. uravn. 28, No. 11 (1992), 1890–1900.

8. N. V. Krylov, UpravlØemye processy diffuzionnogo tipa. M., 1977. 9. T. Hida, Brounovskoe dvißenie. M., 1987.

10. N. G. Dokuqaev, Kraevye zadaqi dlØ funkcionalov ot processov Ito.

Teor. veroØtn. i ee primen. 36, No. 3 (1991), 464–481.

11. N. G. Dokuqaev, RaspredeleniØ processov Ito: ocenki dlØ plotnosti i dlØ uslovnyh oßidaniæ integral~nyh funkcionalov. Teor. veroØtn. i ee primen. 39, No. 4 (1994), 825–833.

12. O. A. LadyßenskaØ, N. N. Ural~ceva, Lineænye i kvazilineænye uravneniØ fflliptiqeskogo tipa. M., 1968.

13. N. G. Dokuqaev, Paraboliqeskie uravneniØ bez graniqnogo usloviØ Koxi i zadaqi upravleniØ diffuzionnymi processami. Q. 2.. Differenc. uravn. 31, No. 8 (1995), 1409–1418.

Dokuchaev N. G. Equations for probability distributions of local time on surface for diffusion processes and control problems.

The paper studies local time on surface for general n-dimensional diffusion process. Analogs of Kolmogorov–Fokker–Planck equations for the characteristic function and probability distributions of local time are derived and investigated for a wide class of (n − 1)-dimensional surfaces. A general explicit formula which is an analog of the Tanaka formula is presented. Optimal control problems with functionals which depend on local time are investigated.

Postupilo 2 noØbrØ 1997 g.

Institut matematiki i mehaniki S.-Peterburgskogo gosudarstvennogo universiteta