V. A. Egorov, V. I. PozdnØkov O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA DL˚ UREZANNYH SUMM

Pust~ {X_n}_n¿_1 – posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. V rabotah [1–4] pri razliqnyh predpoloßeniØh issledovalsØ vopros o tom, skol~ko ffkstremal~nyh slagaemyh sredi {X_n} nado otbrosit~ dlØ spravedlivosti rezul~tatov tipa zakona povtornogo logarifma dlØ ostavxihsØ cenzurirovannyh slagaemyh. V dannoæ rabote dlØ simmetriqnyh nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin pri absol¸tnom cenzurirovanii fftot vopros rexaetsØ v otnoxenii funkcional~nogo zakona povtornogo logarifma.

Itak, pust~ {X, X_n}_n¿_1 – posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh simmetriqnyh sluqaænyh veliqin s obweæ funkcieæ raspredeleniØ F , E X^2 = ∞. Pust~ dlØ kaßdogo

n ¿ 1 |Xn,1| 6 . . . 6 |Xn,n| – absol¸tnye porØdkovye statistiki,

postroennye po pervym n iz fftih sluqaænyh veliqin.

Pust~ k(n) – takaØ posledovatel~nost~ neotricatel~nyh celyh qisel, qto k(n) ∼ α_n, gde α_n ↗ ∞ (n → ∞), (1) k(n)/n ∼ β_n, gde β_n ↘ 0 (n → ∞), (2) k(n) 6 n, k(n)/ ln_2 n → ∞ (n → ∞). (3) Pust~ funkciØ raspredeleniØ F udovletvorØet sledu¸wemu uslovi¸ (4)

lim sup t→∞ t^2P (|X| > t) E (X^2, |X| 6 t)^{< M. (4)}

Vvedem oboznaqeniØ: T_{n,k} = X_{n,1} + . . . + X_{n,n−k(n)+1}, T^2_{n,k} = X^2_{n,1} + . . . + X^2_{n,n−k(n)+1}, �ta rabota qastiqno podderßana grantami Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh Issledovaniæ No. 96-01-00547 i No. 96-01-00549. 119

120 V. A. EGOROV, V. I. POZDN˚KOV

q(s) = min { t : P (X^2 > t) = s^}, gde 0 < s < 1,

b_n(β) = q(ββ_n), gde β > 0,

S_n(β) = n∑ j=1 X_j I{|X_j|^2 6 b_n(β)},

S^2_n(β) = n∑ j=1 X^2_j I{|X_j|^2 6 b_n(β)},

B_n(β) = E S^2_n(β), B_n = B_n(1).

Pust~ mnoßestvo K sostoit iz vseh absol¸tno nepreryvnyh funkciæ h ∈ C[0, 1] (s sup-normoæ), takih, qto

1) h(0) = 0, 2) ∫_1 0 [h^′(t)]^2 dt 6 1.

V fftoæ rabote poluqen zakon povtornogo logarifma Xtrassena dlØ ukazannyh summ T_{n,k}.

Teorema 1. Opredelim kusoqno-lineænye funkcii fn(t) sledu¸-

wim obrazom: f_n ( B_m B_n ) = T_{m,k} √ 2B_n ln_2 B_n dlØ m = 0, 1, . . . , n, f_n(t) lineæna na intervalah B_m B_n 6 t 6^{Bm+1}_{Bn} . Pust~ posledovatel~nost~ k(n) udovletvorØet usloviØm (1)– (3). Esli funkciØ raspredeleniØ F udovletvorØet uslovi¸ (4), to s veroØtnost~¸ edinica posledovatel~nost~ funkciæ {f_n(t)}, rassmatrivaemaØ kak podmnoßestvo prostranstva C[0, 1], 1) otnositel~no kompaktna, 2) imeet v kaqestve predel~nogo mnoßestvo K.

Naxe dokazatel~stvo osnovano na sledu¸wih dvuh rezul~tatah, poluqennyh v [5] i [6].

O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE 121

Teorema 2. Pust~ posledovatel~nost~ k(n) udovletvorØet uslo-

viØm (1)–(3). Esli funkciØ raspredeleniØ F udovletvorØet uslovi¸ (4), to lim_{n→∞} T^2_{n,k}/B_n = 1 p.n.

Krome togo,

1) s veroØtnost~¸ edinica dlØ vseh dostatoqno bol~xih n b_n(β) < X^2_{n,n−k(n)+1} < b_n(γ), gde β > 1 > γ; 2) dlØ l¸bogo β > 0 dlØ vseh dostatoqno bol~xih n β M b_n(β) k(n) 6 B_n(β) 6 n^{M+3}, gde M > 0 – nekotoraØ postoØnnaØ.

3) dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet β > 1, takoe, qto dlØ vseh dostatoqno bol~xih n B_n(β^{−1})/B_n < 1 + ε, B_n/B_n(β) < 1 + ε;

4) dlØ l¸bogo β > 1 s veroØtnost~¸ edinica lim_{n→∞} S^2_n(β)/B_n(β) = 1;

5) dlØ l¸bogo β > 0 lim_{n→∞} B_n(β)/B_{n+1}(β) = 1.

Iz funkcional~nogo zakona povtornogo logarifma dlØ useqennyh summ (sm. [6]), s uqetom sootnoxeniØ (2) i punkta 2 Teoremy 2, poluqim, qto dlØ S_n = S_n(1) spravedliv sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 3. Pust~ f_n ( B_m B_n ) = S_m √ 2B_n ln_2 B_n dlØ m = 0, 1, . . . , n, f_n(t) lineæna na intervalah B_m B_n 6 t 6^{Bm+1}_{Bn} . Pust~ posledovatel~nost~ k(n) udovletvorØet usloviØm (1)– (3). Esli dlØ funkcii raspredeleniØ F vypolnØetsØ uslovie (4),

122 V. A. EGOROV, V. I. POZDN˚KOV to s veroØtnost~¸ edinica posledovatel~nost~ funkciæ {f_n(t)}, rassmatrivaemaØ kak podmnoßestvo C[0, 1],

1) otnositel~no kompaktna, 2) imeet svoim predel~nym mnoßestvom mnoßestvo K. Takim obrazom, qtoby ustanovit~ nax glavnyæ rezul~tat, dostatoqno dokazat~ sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 1. Pri vypolnenii usloviæ Teoremy 1

lim sup n→∞ |T_{n,k} − S_n| √ 2B_n ln_2 B_n = 0 p.n.. (5) Nam potrebuetsØ sledu¸wiæ rezul~tat.

Lemma 2. Pust~ {Xj }j¿1 – posledovatel~nost~ neotricatel~nyh

qisel, {ξ_j} – posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin, takih, qto

P (ξj = Xj ) = P (ξj = −Xj ) =^1_2;

{d_j ¿ 0, b_j ¿ 0} – qislovye posledovatel~nosti,

c_{2n} = max(d_1, b_1, . . . , d_n, b_n), c_1 = min(d_1, b_1, . . . , d_n, b_n). Pust~ S_n(x) = n∑ j=1 ξ_j I{X^2_j 6 x}. Togda dlØ vseh a > 0 P^(max_{k6n} |(Sk(dk) − Sk(bk)| > a^) 6 8P^(|Sn(c2n) − Sn(c1)| > a/2^). Dokazatel~stvo Lemmy 2. Po “lemme o sobytiØh” (sm. [7],

s. 328) my imeem P^(max_{i6n} [Sn(di) − Sn(bi)] > a^) = P^(max_{i6n} [Si(di) − Si(bi) + Sn(di) − Sn(bi) − Si(di) + Si(bi)] > a^) ¿ P^{( ⋃}_{i6n}^{Si(di)−Si (bi) > a^{} ⋂ {}Sn(di)−Sn(bi)−Si(di)+Si(bi) ¿ 0^{})}

O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE 123 ¿ P^{( ⋃}_{i6n}^{Si(di) − Si(bi) > a^)/2 = P^(max_{i6n} [Si(di) − Si(bi)] > a^) /2. S drugoæ storony, esli {c_i}_16_i6_{2n}, c_1 6 . . . 6 c_{2n} – neubyva¸waØ posledovatel~nost~, postroennaØ putem uporØdoqeniØ posledovatel~nosti {d_1, b_1, . . . , d_n, b_n}, to, ispol~zuØ simmetri¸ i Lemmu 3 iz [6], my imeem P^(max_{i6n} |Si(di) − Si(bi)| > a^) 6 2P^(max_{i6n} |Sn(di) − Sn(bi)| > a^) 6 2P^( max_{16i,j62n} |(Sn(ci)−Sn(cj )| > a^)6 8P (|Sn(c2n) − Sn(c1)| > a/2) . Zametim, qto, esli {x_j}_16_j6_n ne ubyvaet, to

S_1(x_1), S_2(x_2) − S_1(x_1), . . . , S_n(x_n) − S_{n−1}(x_{n−1}) – nezavisimye sluqaænye veliqiny.

Dokazatel~stvo Lemmy 1. Zafiksiruem posledovatel~nost~

kvadratov {X^2_j } i snaqala dokaßem (5) v fftom “uslovnom” veroØtnostnom prostranstve.

Pust~ {n_r} – takaØ posledovatel~nost~ indeksov, qto B_{nr} ∼ γ^r , γ > 1. Dostatoqno pokazat~, qto dlØ proizvol~nogo ε > 0 suwestvuet takoe γ > 1, qto ∑ r P^{′(} max_{nr<n6nr+1} |Tn,k − Sn| > ε^√2Bn_r ln2 Bn_r^) < ∞, P – p.n. (6)

(Zdes~ P^′ oboznaqaet uslovnu¸ veroØtnost~ pri fiksirovannyh {X^2_j }.)

Po Teoreme 2 dlØ vseh dostatoqno bol~xih n s veroØtnost~¸ edinica imeem b_n(β) < X^2_{n,n−k(n)+1} < b_n(β^{−1}), gde β > 1.

124 V. A. EGOROV, V. I. POZDN˚KOV V silu Lemmy 2 s veroØtnost~¸ edinica P^{′(} max_{nr <n6nr+1} |Tn,k − Sn| > ε^√2Bn_r ln2 Bn_r^) 6 8P^{′(∑}_{i∈Ir} ξi >^ε_2^√2Bn_r ln2 Bn_r^), gde I_r = {i 6 n_{r+1} : b_{nr} (β) < X^2_i < b_{nr+1}(β^{−1})}.

Po neravenstvu Marcinkeviqa s ocenkoæ konstanty v nem dlØ sluqaØ simmetriqnyh sluqaænyh veliqin (sm. Lemmu 1 iz [6]) my imeem dlØ vseh dostatoqno bol~xih r P^{′(∑}_{i∈Ir} ξi >^ε_2^√2Bn_r ln2 Bn_r^) < (2(B_{nr+1} (β−1) − B_{nr} (β)) (ε/2)^2 B_{nr} )_{ln2 Bnr} P – p.n.

V silu Teoremy 2 otnoxenie

B_{nr+1} (β^{−1}) − B_{nr} (β) B_{nr} moßet byt~ sdelano skol~ ugodno malym dlØ vseh dostatoqno bol~xih r s pomow~¸ vybora β i γ dostatoqno blizkimi k edinice. Ots¸da sleduet sootnoxenie (6). Teper~, ispol~zuØ lemmu BorelØ–Kantelli, my nahodim, qto

P^{′ (}lim sup_{n→∞} |Tn,k − Sn|^{/√}2Bn ln2 Bn = 0^) = 1 P – p.n.

Integrirovanie poslednego ravenstva dokazyvaet Lemmu 1.

Dokazatel~sto Teoremy 1. Teorema neposredstvenno sleduet

iz Lemmy 1 i Teoremy 3.

Zameqanie. 1 Central~nym mestom naxego dokazatel~stva ØvlØ-

etsØ primenenie funkcional~nogo zakona povtornogo logarifma dlØ useqennyh summ, poluqennogo v [6]. Ispol~zuØ ego vmeste s Teoremoæ 2 iz [6], my moßem poluqit~ nekotorye drugie rezul~- taty tipa funkcional~nogo zakona povtornogo logarifma.

Naprimer, pust~ {X_n}_n¿_1 – posledovatel~nost~ nezavisimyh simmetriqnyh sluqaænyh veliqin s nepreryvnoæ funkcieæ raspredeleniØ, k – fiksirovannoe celoe qislo. Postroim sluqaænye nepreryvnye lomanye {h_n} po toqkam (_{T 2m,k} T 2_{n,k} , T_{m,k} √_{2T 2n,k ln2 T 2n,k} ) .

O FUNKCIONAL^NOM ZAKONE 125 Predpoloßim, qto T^2_{n,k} → ∞ p.n.

Togda s veroØtnost~¸ edinica posledovatel~nost~ funkciæ {h_n(t)}, rassmatrivaemaØ kak podmnoßestvo prostranstva C[0, 1], 1) otnositel~no kompaktna, 2) imeet v kaqestve svoego predel~nogo mnoßestva mnoßestvo K.

Literatura

1. E. Haeusler, D. Mason, Laws of iterated logarithm for sums of the middle portion of the sample. — Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 101 (1987), 301–311.

2. E. Haeusler, D. Mason, A law of the iterated logarithm for modulus trimming.

Colloquia Mathematica Societatis Janos Bolyai 57. Limit Theorems in Prob. and Statist. Pecs (Hungary) (1989).

3. V. A. Egorov, V. I. PozdnØkov, O zakone povtornogo logarifma dlØ urezannyh summ. — Vestn. SPGU 22 (1994), 29–34.

4. V. A. Egorov, V. I. PozdnØkov, O vliØnii ffkstremal~nyh porØdkovyh statistik na skorost~ rosta summ. — Teor. veroØtn. i ee prim. 35(3) (1990), 566–570.

5. V. A. Egorov, V. I. PozdnØkov, Sil~nyæ zakon bol~xih qisel dlØ urezannyh summ. — Vestn. SPGU 8 (1994), 20–25.

6. V. A. Egorov, V. I. PozdnØkov, Funkcional~nyæ zakon povtornogo logarifma dlØ urezannyh summ. — Zap. nauqn. semin. POMI 244 (1997).

7. M. Loffv, TeoriØ veroØtnosteæ. IL., M. (1962).

Egorov V. A., Pozdnjakov V. I. On functional law of the iterated logarithm for trimmed sums.

We obtain some new conditions for the functional law of the iterated logarithm for trimmed sums of symmetric iid random variables.

Postupilo 16 oktØbrØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ fflektrotehniqeskiæ universitet