A. A. Zinger O HARAKTERISTIQESKIH FUNKCI˚H MNOGOMERNYH RASPREDELENI` 1. DlØ mnogih statistiqeskih i veroØtnostnyh zadaq, svØzan-

nyh s ispol~zovaniem lineænyh statistik, vaßnu¸ rol~ igraet obrawenie preobrazovaniØ Radona, primenØemoe takße i v prikladnyh voprosah (sm. [1]). Pri fftom, esli ego traktovat~ kak vosstanovlenie raspredeleniØ po veroØtnostØm na poluprostranstvah, to suwestvennym okazyvaetsØ vopros o soglasovanii takih veroØtnosteæ ili opisanie mnoßestva znaqeniæ preobrazovaniØ Radona. S fftoæ problematikoæ svØzana i rassmatrivaemaØ v nastoØweæ zametke zadaqa o prodolßenii poloßitel~no opredelennyh funkciæ v mnogomernom sluqae.

Pust~ f(t), t ∈ R^n, ØvlØetsØ harakteristiqeskoæ funkcieæ nekotorogo raspredeleniØ v R^n. Kak izvestno (sm. [2]), dlØ fftogo neobhodimo i dostatoqno, qtoby f(t) byla nepreryvna v nule s normirovkoæ f(0) = 1 i poloßitel~no opredelena na vsem prostranstve. Odnako M. G. Kreænom bylo ustanovleno (sm. [3]), qto v odnomernom sluqae poslednee predpoloßenie okazyvaetsØ qrezmernym. Toqnee, nepreryvnaØ v nule i poloßitel~no opredelennaØ (p.o.) v koneqnom intervale (−a, a) pri a > 0 funkciØ moßet byt~ prodolßena na vs¸ prØmu¸ R s sohraneniem svoæstva poloßitel~noæ opredelennosti, voobwe, neodnoznaqnym obrazom. Vskore, v sledu¸wem godu teorema M. G. Kreæna byla dokazana drugim sposobom D. A. Raækovym (sm. [4]). V dal~neæxem estestvenno voznik vopros o rasprostranenii fftogo rezul~tata na mnogomernyæ sluqaæ. Byl postroen primer, pokazyva¸wiæ, qto pri n = 2 funkciØ, p.o. v prØmougol~nike, ne prodolßima na vs¸ ploskost~ s sohraneniem fftogo svoæstva (sm. [5, 6]). Takße v [5] bylo pokazano, qto funkciØ, sferiqeski simmetriqeskaØ i p.o. v ograniqennoæ oblasti, prodolßaetsØ na vse prostranstvo kak takovaØ, B. ˚. Levin i I. E. Ovqa-

Rabota vypolnena pri podderßke Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh Issledovaniæ No. 95-01-01260 i grant No. 96-01-00852.. 143

144 A. A. ZINGER renko ustanovili, qto p.o. funkciØ iz beskoneqnoæ polosy prodolßaetsØ kak p.o. ße na na vse prostranstvo (sm. [7], tam ße ukazany i drugie blizkie rezul~taty). Avtorom byl predloßen kriteriæ prodolßimosti p.o. funkcii iz vypukloæ central~nosimmetriqeskoæ oblasti (sm. [8]). Privedem ego dlØ sfery; obwiæ sluqaæ vpolne analogiqen:

funkciØ f(t), zadannaØ, nepreryvnaØ i p.o. v R^n pri |t| < a, prodolßima na vse R kak p.o. v tom i tol~ko tom sluqae, kogda ona dopuskaet predstavlenie f(t) = ∫ Sn^{γ((t, e), e) dσ(e), (1)} gde σ – ograniqennaØ mera na S^n – ediniqnoæ sfere v R^n, a γ(τ, e) – zadannaØ na (−a, a)×S^n funkciØ, izmerimaØ po e i pri kaßdom e nepreryvnaØ p.o. funkciØ τ v intervale (−a, a). Zdes~ i dalee oboznaqaetsØ (t, e) = t_1e_1 + . . . + t_ne_n. �tot kriteriæ, odnako, ne pozvolØet ukazat~ Øvno, kakim usloviem nado dopolnit~ trebovanie poloßitel~noæ opredelennosi f(t) dlØ obespeqeniØ vozmoßnosti prodolßeniØ na vse prostranstvo s sohraneniem fftogo svoæstva. �to svØzano, vidimo, glavnym obrazom s tem, qto (1) ne pozvolØet odnoznaqno vosstanovit~ γ(s, e) po izvestnoæ f(t) (sm. takße [1]).

V nastoØweæ zametke rassmatrivaetsØ podhod k zadaqe prodolßeniØ p.o. funkcii iz prØmougol~noæ ograniqennoæ oblasti v terminah neotricatel~nosti nekotoryh mnogomernyh trigonometriqeskih polinomov.

Podobnym obrazom moßno traktovat~ i oblasti bolee obwego vida. Predlagaemyæ podhod ØvlØetsØ razvitiem i obobweniem ispol~zovannogo v [4] v odnomernom sluqae.

Pust~ n – kakoe-nibud~ natural~noe i a > 0. Oboznaqim D^n_a = {x = (x1, . . . , xn) ∈ R^n : | xj |< a, j = 1, . . . , n} i D^n_{a+} = {x = (x1, . . . , xn) ∈ R^n : 0 6 xj < a, j = 1, . . . , n} . FunkciØ f : D^n_a → C nazyvaetsØ p.o. v D^n_a , esli pri l¸byh

t^1, . . . , t^N ∈ D^n_{a+} i z_1, . . . , z_N ∈ C imeet mesto N∑ α=1 N∑ β=1 f(t^α − t^β ) z_α z_β ¿ 0. (2)

O HARAKTERISTIQESKIH FUNKCI˚H 145 Celoqislennu¸ rexetku v R^n budem oboznaqat~ Z^n. Sootvetstvenno oboznaqim pri natural~nom M Z^n_M = {k = (k1, . . . , kn), kj = −M, −M + 1, . . . , M ; j = 1, . . . , n} i Z^n_{M+} = {k = (k1, . . . , kn), kj = 0, 1, . . . , M ; j = 1, . . . , n} i nazovem posledovatel~nost~ μ_k, k ∈ Z^n_M poloßitel~no opredelennoæ (p.o.) na Z^n_M, esli pri l¸byh k^′, . . . , k^{M 0} ∈ Z^n_{M+}, M^′ 6 M i_{M 0} ∑ α=1

M^0∑

β=1 μ_kα_{−k}β z_α z_β ¿ 0. (3)

Ewe nam ponadobØtsØ harakteristiqeskie funkcii, obrawa¸wiesØ v nol~ vne dannoæ oblasti. Oboznaqim

T^n_a = { g : R^n → C : g(t) – harakteristiqeskaØ funkciØ , g(t) = 0, t /∈ D^n_a } . Prostym primerom funkcii kdassa T^2_1 moßet slußit~ funkciØ

g_0(t_1, t_2) = (1 − |t_1|)_+(1 − |t_2|)_+,

gde (A)_+ kak obyqno opredelØetsØ posredstvom

(A)_+ = { A pri A > 0, 0 pri A 6 0.

Teper~ sformuliruem osnovnye teoremy, kotorye budut dokaza- ny. Teorema 1. DlØ togo, qtoby nekotoraØ funkciØ f : D^n_a → C , ne-

preryvnaØ v nule i f(0) = 1 i p.o. v D^n_a , byla prodolßima na vse

R^n kak p.o., neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ nekotoroæ posle-

dovatel~nosti iz (0, 1) h_ν : ν = 1, 2, . . ., shodØweæsØ k nul¸, kaßdaØ koneqnaØ posledovatel~nost~ f(ah_ν k), k ∈ Z^n_{[1/hν]}, byla prodolßima na Z^n kak p.o. ([ · ] – celaØ qast~).

Pri n = 1 uslovie poloßitel~noæ opredelennosti na Z^1_M obespeqivaet vozmoßnost~ prodolßimosti na vs¸ rexetku Z^1, pofftomu teorema Kreæna neposredstvenno sleduet iz teoremy 1. Pri

n > 1 ffto uße ne tak (sm. [6]), zdes~ prodolßenie vozmoßno lix~

pri dopolnitel~nyh usloviØh. Vozmoßnyæ variant takih usloviæ soderßit sledu¸waØ teorema.

146 A. A. ZINGER

Teorema 2. DlØ togo, qtoby posledovatel~nost~ μk, k ∈ Z^n_M, mo-

gla byt~ prodolßena na vs¸ Z^n kak p.o., neobhodimo i dostatoqno, qtoby pri nekotoroæ g ∈ T^n_1 suwestvovala posledovatel~nost~ neotricatel~nyh trigonometriqeskih polinomov

P_s(x) = ∑ k∈ZnN+s^{pk e−i(k,x), x ∈ Rn, s = 1, 2, . . . , (4)} udovletvorØ¸wih usloviØm

p_k = g ( 1 N + s k ) μ_k, k ∈ Z^n_N. (5)

Zdes~ suwestvennu¸ rol~ igraet uslovie neotricatel~nosti trigonometriqeskogo polinoma. V odnomernom sluqae takoe uslovie algebraiqeskogo haraktera horoxo izvestno (sm. [9]), v mnogomernom ße moßno, k primeru, opirat~sØ na proverku neotricatel~nosti v stacionarnyh toqkah, qto tak ße privodit k algebraiqeskim usloviØm.

2. ObratimsØ k dokazatel~stvam. Naqnem s teoremy 1. Neob-

hodimost~ proverØetsØ neposredstvenno. Voz~mem harakteristiqesku¸ funkci¸ f(t), otveqa¸wu¸ funkcii raspredeleniØ F (x), i rassmotrim ee na rexetke h_k, k ∈ Z^n, h > 0 f(hk) = ∫ Rn^{eih(k,x) dF (x) =} ∫ Rn^{ei(k,x) dF} ( 1 h x ) = ∫ ∫ Dnπ^{ei(k,x) d ~F (x),} gde oboznaqeno ~F (x) = ∑ k∈Zn^{F (πh ((2k + 1) + x)), x ∈ D nπ .} Iz fftogo predstavleniØ neposredstvenno sleduet, qto f(hk) ØvlØetsØ p.o. na Z^n.

Pereædem k dostatoqnosti. Zdes~ moßno deæstvovat~ tem ße sposobom, qto i v [4] pri n = 1, gde ispol~zuetsØ dlØ prodolßeniØ predstavlenie p.o. posledovatel~nosti kak trigonometriqeskoæ momentnoæ. Zdes~ my primenim podhod, pri kotorom prodolßenie osuwestvlØetsØ tak, qtoby pri kaßdom rasxirenii sohranØlas~ poloßitel~naØ opredelennost~. DlØ udobstva i prostoty zapisi voz~mem n = 1 i a = 1. Pri n > 1 vse vpolne analogiqno. Soglasno usloviØm teoremy f(t) nepreryvna v D^1 i moßet

O HARAKTERISTIQESKIH FUNKCI˚H 147 byt~ prodolßena na {h_νk : ν = 1, 2, . . . ; k ∈ Z} tak, qto ona p.o. na rexetke h_νk, k ∈ Z, pri kaßdom ν. Oboznaqim takoe prodolßenie ~f (h_ν k). Dalee nam ponadobØtsØ sledu¸wie svoæstva p.o. funkciæ (sm. [9])

| f(t) |6 f(0), (6)

| f(t_2) − f(t_1) |6 f(0) ( f(0) − Re f(t_2 − t_1) ) . (7) Vyberem teper~ kakoe-nibud~ sqetnoe vs¸du plotnoe mnoßestvo

T⊂ R, oblada¸wee tem svoæstvom, qto pri t^′, t^{′′} ∈ T t^{′′} − t^′ ∈ T. DlØ kaßdogo t ∈ T postroim posledovatel~nost~ [ t/h_ν ] h_ν , ν = 1, 2, . . ., gde [ · ] oznaqaet celu¸ qast~. Oqevidno, qto ona sho-

ditsØ k t pri ν → ∞. V silu (6) | ~ f ( h_ν [ t/h_ν ])| 6 1. Ispol~zuØ

diagonal~nyæ process, moßno ukazat~ taku¸ podposledovatel~- nost~ natural~nogo rØda ν_q, q = 1, 2, . . ., qto pri kaßdom t ∈ T suwestvuet koneqnyæ predel ~f ( h_{νq} [ t/h_{νq} ]) pri q → ∞.

Poloßim h(t) = lim_{q→∞} ~f ( h_{νq} [ t / h_{νq} ]) , t ∈ T, i pokaßem, qto h(t) p.o. na T. Voz~mem proizvol~nye poloßitel~nye t^′, t^{′′} ∈ T i rassmotrim ~f ( h_{νq} [ t^{′′} − t^′ / h_{νq} ]) = ~f ( h_{νq} ([ t^{′′} / h_{νq} ] − [ t^′ / h_{νq} ] − ε )) , (8)

gde ε ravno nul¸ ili edinice. Iz svoæstv p.o. funkciæ sleduet (sm. (7)) s uqetom (8) | | | ~f ( h_{νq} ([ t^{′′} / h_{νq} ] − [ t^′ / h_{νq} ])) − ~f ( h_{νq} [ t^{′′} − t^′ / h_{νq} ])| | 6 6 1 − Re^~f^(εhν_q^). (9)

Ots¸da vytekaet, qto h(t^{′′} − t^′) = lim_{q→∞} ~f ( h_{νq} ([ t^{′′} / h_{νq} ] − [ t^′ / h_{νq} ])) . (10)

Takim obrazom, dlØ l¸byh poloßitel~nyh t_1, . . . , t_r ∈ T i kompleksnyh z_1, . . . , z_r v silu (10) (sm. (2) i (3)) r∑ α=1 r∑ β=1 h(t_α − t_β ) z_α z_β =

148 A. A. ZINGER

= lim_{q→∞} r∑ α=1 r∑ β=1 ~f ( h_{νq} ([ tα / h_{να} ] − [ tβ / h_{νβ} ])) z_α z_β ¿ 0

i | h(t) |6 1 pri t ∈ T. Krome togo, iz (9) oqevidno sleduet, qto

h(−t) = h(t) pri t ∈ T.

Dalee rasxirim opredelenie h(t) na R.

Pust~ t ∈ R. Voz~mem posledovatel~nost~ t_ν ∈ T, ν = 1, 2, . . ., shodØwu¸sØ k t. V silu svoæstva (7) h(t_ν ), ν = 1, 2, . . ., ØvlØetsØ fundamental~noæ, a znaqit i shodØweæsØ. Poloßim

h(t) = lim_{ν→∞} h(t_ν ), t ∈ R. (11)

Legko videt~, qto opredelenie h(t) v (11) ne zavisit ot vybora

t_ν , shodØweæsØ k t, h(t) p.o. i po postroeni¸ sovpadaet s f(t) na

D^1 , a ffto i trebuetsØ. Teorema dokazana.

3. Rassmotrim dokazatel~stvo teoremy 2. Neobhodimost~

usloviæ ee proverØetsØ neposredstvenno. Voz~mem proizvol~- nu¸ g(t) ∈ T^n; pri l¸byh natural~nyh N , s posledovatel~nost~ g (_1 N+s k ) , k ∈ Z^n, ØvlØetsØ p.o., priqem po opredeleni¸ g ( 1 N + s k ) = 0 (12)

pri k = (k_1, . . . , k_n) takih, qto max_j k_j ¿ N + s. Poskol~ku μ_k,

k ∈ Z^n, ØvlØetsØ p.o., to i μk g^{( 1}_{N+s} k^), k ∈ Z^n, takße ØvlØetsØ

p.o., oblada¸weæ svoæstvom (12). Ots¸da sleduet, qto v roli neotricatel~nyh polinomov, figuriru¸wih v usloviØh teoremy 2, vystupa¸t polinomy

P_s(x) = ∑ k∈ZnN+s^g ( 1 N + s k ) μ_k e^{−i(k,x)}, x ∈ R^n. Po postroeni¸ ffti polinomy udovletvorØ¸t uslovi¸ (5).

PerehodØ k dokazatel~stvu dostatoqnosti usloviæ teoremy 2, my naædem iz (4) i (5) μ_k g ( 1 N + s k ) = 1 (2π)^n ∫ Dnπ^{ei(k,x) Ps(x) dx, k ∈ ZnN. (13)} Oboznaqim posredstvom Π_s(x) funkci¸ raspredeleniØ, sosredotoqennogo na D^n_π , ime¸wego plotnost~ 1/(2π)^n P_s(x). Soglasno teoreme Helli moßno vybrat~ podposledovatel~nost~ Π_{sr} (x), slabo shodØwu¸sØ k nekotoroæ funkcii raspredeleniØ na D^n_π σ(x).

O HARAKTERISTIQESKIH FUNKCI˚H 149 Pri fftom lim r→∞ 1 (2π)^n ∫ Dnπ^{ei(k,x) Psr (x) dx =} ∫ Dnπ^{ei(k,x) dσ(x). (14)} Poskol~ku g

(_1 N+s k ) → 1 pri s → ∞, to iz (13) s uqetom (14) sleduet, qto

μ_k = 1 (2π)^n ∫ Dnπ^{ei(k,x) dσ(x), k ∈ ZnN. (15)} Predstavlenie (15) pokazyvaet, qto μ_k moßet byt~ prodolßeno

na Z^n kak p.o., a ffto i trebuetsØ. Teorema 2 dokazana.

Literatura

1. F. Natterer, Matematiqeskie aspekty komp~¸ternoæ tomografii.

Mir, M. (1990).

2. S. Bochner, Harmonic Analysis and Theory of Probability. Univ. Calif. Press (1955).

3. M. Kreæn, O probleme prodolßeniØ ffrmitovo poloßitel~nyh nepreryvnyh funkciæ. — Dokl. AN SSSR 26 (1940), 17–21.

4. D. Raækov, O poloßitel~no opredelennyh funkciØh. — Dokl. AN SSSR 26 (1940), 857–862.

5. W. Rudin, On extension problem for positive definite functions. — Illinois J. of Math. 3 (1963), 532–539.

6. A. Galderon, R. Pepinski, Fouriers coefficients and the phase problem of positive definite function. Computing methods in X-Ray Analysis, Pensilvania (1953).

7. B. Levin, I. Ovqarenko, Prodolßenie ffrmitovo pozitivnyh funkciæ, zadannyh v polose. — V kn.: TeoriØ funkciæ, funkcional~nyæ analiz i ih priloßeniØ, No. 5,. Har~kov (1967).

8. A. Zinger, O mnogomernyh harakteristiqeskih funkciØh. — Teor. vero- Øtn. i ee prim. 28(3) (1983), 618.

9. N. Ahiezer, KlassiqesakaØ problema momentov i nekotorye voprosy analiza, svØzannye s neæ. Fizmatgiz, Moskva (1961).

Zinger A. A. On characteristic functions of the multidimensional distributions.

The problem of extension of the positive definite on bounded domain functions

onto the whole space is considered. It is shown that the problem may be reduced

to the some problem for functions given on the integer lattice. A criterion providing

extension in this case is given also.

Postupilo 10 i¸nØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ universitet affrokosmiqeskogo priborostroeniØ