ı. I. Ingster ADAPTIVNYE TESTY HI-KVADRAT

1. Vvedenie

1.1 MinimaksnaØ razliqimost~

Pust~ X^{(n)} = X_1, ...X_n, X_i ∈ [0, 1] – nezavisimaØ odnorodnaØ vyborka iz raspredeleniØ s plotnost~¸ f ∈ Φ, gde Φ est~ mnoßestvo plotnosteæ raspredeleniØ otnositel~no mery Lebega na (B, [0, 1]). Budem rassmatrivat~ zadaqu proverki gipotezy H_0 : f = f_0; f_0(x) ≡ 1 o ravnomernosti plotnosti raspredeleniØ vyborki X^{(n)} v asimptotiqeskom minimaksnom variante pri n → ∞. Imenno pust~ F_n ⊂ Φ i al~ternativa imeet vid H_0 : f ∈ F_n. Oboznaqim Ψ_n mnoßestvo (randomizirovannyh) testov ψ_n = ψ_n(X^{(n)}) ∈ [0, 1], t.e. izmerimyh funkciæ vyborki so znaqeniØmi v [0, 1]. Kaqestvo testa ψ_n ∈ Ψ_n budem harakterizovat~ veliqinami veroØtnosteæ oxibok pervogo roda α(ψ_n) = E_{f0,n}(ψ_n) i maksimumom veroØtnosteæ oxibok vtorogo roda β(ψ_n, F_n) = sup_{f∈Fn} β(ψ_n, f); β(ψ_n, f) = E_{f,n}(1 − ψ_n). Zdes~ i niße E_{f,n}(·) est~ srednee po mere P^n_f , sootvetstvu¸weæ vyborke X^{(n)} s plotnost~¸ f.

Dostißimoe kaqestvo razliqeniØ gipotezy i al~ternativy harakterizuetsØ veliqinami minimaksnyh veroØtnosteæ oxibok: β_n(α, F_n) = inf_{ψ∈Ψn,α} β(ψ_n, F_n), α ∈ (0, 1), gde Ψ_{n,α} = {ψ ∈ Ψ_n : α(ψ) ≤ α}. Pri fftom ime¸t mesto neravenstva: 0 ≤ β_n(α, F_n) ≤ 1 − α. Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI No. 96-01-00684 i grantom veduwih nauqnyh xkol No. 96-15-96199. 150

ADAPTIVNYE TESTY HI–KVADRAT 151 V fftoæ rabote nas budet interesovat~ grubaØ asimptotika minimaksnyh veroØtnosteæ oxibok, t.e. usloviØ asimptotiqeskoæ razliqimosti. Pust~ n → ∞. Budem govorit~, qto gipoteza i al~ternativa asimptotiqeski nerazliqimy, esli β_n(α, F_n) → 1 − α dlØ l¸bogo α ∈ (0, 1). Budem govorit~, qto gipoteza i al~- ternativa sostoØtel~no razliqimy, esli β_n(α, F_n) → 0 dlØ l¸- bogo α ∈ (0, 1); Øsno, qto pri fftom naædetsØ sostoØtel~naØ posledovatel~nost~ testov ψ_n, takaØ qto α(ψ_n) → 0, β(ψ_n, F_n) → 0. Zdes~ i niße, esli ne ogovoreno protivnoe, predely ime¸tsØ v vidu pri n → ∞.

˚sno, qto dlØ razliqimosti mnoßestvo F_n ne dolßno soderßat~ plotnosteæ, slixkom blizkih k f_0. Pofftomu estestvenno rassmatrivat~ al~ternativy F_n = F_n(τ, ρ_n), poluqa¸wiesØ udaleniem iz nekotoryh funkcional~nyh mnoßestv F = F (τ_1) ⊂ Φ nekotoryh okrestnosteæ U_n = U (τ_2, ρ_n) plotnosti f_0; zdes~ parametry τ_1 harakterizu¸t mnoßestvo F , a τ_2, ρ_n – “formu” i “razmery” okrestnosteæ U_n. PredstavlØet interes izuqenie usloviæ asimptotiqeskoæ razliqimosti v zavisimosti ot parametrov τ = (τ_1, τ_2) i skorosti ubyvaniØ ρ_n.

PodobnaØ postanovka zadaqi pri neparametriqeskih al~ternativah (mnoßestva F beskoneqnomerny) voshodit, po-vidimomu, k rabotam Manna i Val~da, Steæna; bolee detal~no ona izuqalas~ v rabotah avtora [1–3], Ermakova [4, 5]; dlØ analogiqnyh zadaq v modele gaussovskogo belogo xuma – takße v nedavnih rabotah Lepskogo i Spokoænogo [6], Spokoænogo [7, 8], Lepskogo i Cybakova [9]; sm. obzor [2] i [8] dlØ bolee detal~nogo obsußdeniØ.

1.2. Gladkie al~ternativy

Naibolee vaßnye i estestvennye al~ternativy sootvetstvu- ¸t mnoßestvam F plotnosteæ raspredeleniØ nekotorogo urovnØ gladkosti i okrestnostØm U_n tipa xarov radiusa ρ_n v nekotoroæ norme. Pust~

F (τ_1) = {f = 1 + g ∈ Φ : g ∈ S^σ_q (R), τ_1 = (σ, q, R)} (1.1) ili F (τ_1) = {f = 1 + g ∈ Φ : g ∈ B^σ_{q,h}(R), τ_1 = (σ, q, h, R)}, (1.2)

gde S^σ_q (R) est~ xary Soboleva ili Nikol~skogo, a B^σ_{q,h}(R) est~ xar Besova radiusa R > 0; zdes~ parametr σ > 0 harakterizuet

152 ı. I. INGSTER gladkost~ funkciæ, a parametry 1 ≤ q, h ≤ ∞ – normu, ispol~zuemu¸ dlØ izmereniØ gladkosti (opredeleniØ sm. [10, 11], a takße, naprimer, [2, 6]). Pust~ takße

F (τ, ρ_n) = F (τ_1) \ U (p, ρ_n),

U (p, ρ_n) = {f : ‖f − 1‖_p < ρ_n}, τ_2 = p, (1.3)

gde ‖ · ‖_p est~ obyqnaØ L_p-norma.

Privedem zdes~ lix~ odin rezul~tat (sm. [1, 2]) dlØ xarov Soboleva ili Nikol~skogo; na xary Besova metody [1, 2] legko perenosØtsØ. Pust~ 1 ≤ p ≤ 2; p ≤ q ≤ ∞. Togda usloviØ razliqimosti moßno vyrazit~ v terminah kritiqeskih radiusov:

ρ^∗_n(σ) = n^{−2σ/(4σ+1)}. (1.4)

Imenno, dlØ l¸bogo α ∈ (0, 1)

β_n(α, F_n(τ, ρ_n)) → 1 − α, esli ρ_n/ρ^∗_n(σ) → 0; β_n(α, F_n(τ, ρ_n)) → 0, esli ρ_n/ρ^∗_n(σ) → ∞ i pri vypolnenii vtorogo usloviØ sostoØtel~noæ ØvlØetsØ posledovatel~nost~ ψ_{n,k;Tn} = 1_{Ln,k>Tn} testov hi-kvadrat, sootvetstvu¸waØ posledovatel~nosti ravnomernyh razbieniæ Δ_k = {δ_{1,k}, ...δ_{k,k}}, δ_{k,j} = ((j − 1)/k, j/k] intervala (0, 1] na k = k_n ≍ n^{2/(4σ+1)} intervalov. Zdes~

L_{n,k} = (2(k − 1))^{−1/2} k∑ i=1 ( (n_l − np_k)^2 np_k(1 − p_k) − 1 ) , p_k = 1/k; n_l = #{X_i ∈ δ_{k,l}} (1.5)

est~ posledovatel~nost~ centrirovannyh i normirovannyh statistik hi-kvadrat, sootvetstvu¸wih razbieniØm Δ_k, a T_n → ∞ – nekotoraØ posledovatel~nost~, skorost~ vozrastaniØ kotoroæ zavisit ot skorosti vozrastaniØ ρ_n/ρ^∗_n(σ).

1.3. AdaptivnaØ postanovka zadaqi Struktura sostoØtel~nyh posledovatel~nosteæ testov hikvadrat, opisannyh vyxe, suwestvenno zavisit ot parametra gladkosti σ ∈ (0, ∞): skorost~ stepennogo rosta 2/(4σ + 1) qisla

ADAPTIVNYE TESTY HI–KVADRAT 153

k = k_n intervalov razbieniæ moßet menØt~sØ ot 0 do 2; v qastnosti, k_n ≫ n pri σ < 1/4. V praktiqeskih zadaqah statistik obyqno moßet rassqityvat~ na nekotoru¸ gladkost~ al~ternativ, odnako parametr gladkosti emu, kak pravilo, neizvesten; bolee togo, qasto nußno odnovremenno rassmatrivat~ al~ternativy raznoæ gladkosti. Moßno, koneqno, zadat~sØ nekotoroæ minimal~noæ gladkost~¸ σ_0 > 0 i ispol~zovat~ sootvetstvu¸wie testy. Odnako dlØ al~ternativ bol~xeæ gladkosti σ > σ_0 kritiqeskie radiusy budut suwestvenno zavyxeny: ρ^∗_n(σ) ≫ ρ^∗_n(σ_0), priqem razliqie imeet mesto v pokazatelØh stepeni! �to ne pozvolØet otliqat~ ot gipotezy suwestvennu¸ qast~ al~ternativ, kotorye moßno bylo by otliqit~ pri ispol~zovanii testov, rassqitannyh na bol~xu¸ gladkost~.

Pofftomu bol~xoæ interes predstavlØet vopros: moßno li postroit~ takie posledovatel~nosti testov, kotorye by obespeqivali by sostoØtel~nu¸ razliqimost~ pri vsevozmoßnyh pokazatelØh gladkosti (ili, po kraæneæ mere, dlØ dostatoqno xirokogo intervala gladkosteæ)? RazumeetsØ, pri fftom dopustimaØ blizost~ al~ternativ k gipoteze dolßna zaviset~ ot gladkosti al~ternativy: ‖f − 1‖_p ≫ ρ^∗_n(σ) pri f − 1 ∈ S^σ_q ili f − 1 ∈ B^σ_{q,h}.

Vpervye podobnaØ zadaqa rassmatrivalas~ Spokoænym [7] dlØ modeli gaussovskogo belogo xuma intensivnosti ϵ = n^{−1/2} (dlØ kotoroæ takße spravedlivy rezul~taty p. 1.2) i byla nazvana “adaptivnoæ” (po-vidimomu, analogii s analogiqnymi zadaqami ocenivaniØ funkciæ neizvestnoæ gladkosti, sm. Lepskiæ, [12]). V [7] pokazano, qto poloßitel~nyæ otvet na sformulirovannyæ vyxe vopros nevozmoßen bez nekotorogo uveliqeniØ kritiqeskih radiusov. Imenno, vvedem adaptivnye kritiqeskie radiusy: ρ^{ad}_n (σ) = (n/ √ log log n)^{−2σ/(4σ+1)} (1.6)

(ffti veliqiny sootvetstvu¸t kritiqeskim radiusam (1.4) dlØ ob¨ema vyborki, umen~xennogo v √ log log n raz). V [7] pokazano, qto esli mnoßestvo neizvestnyh parametrov σ soderßit nekotoryæ interval (σ_0, σ_1), 0 < σ_0 < σ_1, to suwestvuet takaØ posto- ØnnaØ L_0 > 0, qto nerazliqimost~ imeet mesto pri vypolnenii usloviØ lim sup σ0<σ<σ1 ρ_n(σ)/ρ^{ad}_n (σ) < L_0. (1.7)

V rabote [8] byli postroeny posledovatel~nosti testov, osnovannye na wavelet-preobrazovanii i obespeqiva¸wie sostoØtel~-

154 ı. I. INGSTER nu¸ razliqimost~ dlØ bolee xirokogo klassa neizvestnyh parametrov τ . V qastnosti, dlØ al~ternativ rassmatrivaemogo tipa sostoØtel~naØ razliqimost~ dlØ vseh σ ∈ (σ_0, σ_1) pri l¸byh 0 < σ_0 < σ_1 obespeqivaetsØ pri

lim inf σ0<σ<σ1 ρ_n(σ)/ρ^{ad}_n (σ) > L_1 (1.8)

dlØ nekotoroæ poloßitel~noæ postoØnnoæ L_1. SootnoxeniØ (1.7), (1.8) pokazyva¸t, qto (1.6) daet toqnyæ porØdok adaptivnyh kritiqeskih radiusov v rassmatrivaemom sluqae.

Cel~¸ dannoæ raboty ØvlØetsØ poluqenie analogiqnyh rezul~tatov dlØ zadaqi proverki gipotezy ravnomernosti raspredeleniØ nezavisimoæ vyborki dlØ gladkih al~ternativ rassmatrivaemogo tipa. Pri fftom my pokaßem, qto sostoØtel~nu¸ razliqimost~ obespeqiva¸t testy, osnovannye na odnovremennom ispol~zovanii naborov klassiqeskih testov hi-kvadrat (takie “ob¨edinennye” testy my nazyvaem adaptivnymi testami hikvadrat). Otmetim, qto predpoloßenie o ravnomernosti plotnosti raspredeleniØ f_0 pri nulevoæ gipoteze ne ØvlØetsØ suwestvennym (sr. s [13]): dlØ l¸boæ prostoæ gipotezy s nepreryvnoæ funkcieæ raspredeleniØ F_0(t) c pomow~¸ preobrazovaniØ Smirnova t → F_0(t) ∈ [0, 1] moßno pereæti k ravnomernomu raspredeleni¸, pri fftom “gladkost~” al~ternativ f i ih “udalennost~” ot H_0 ponimaetsØ v smysle ograniqeniæ na funkcii ϕ(t) = f(F^{−1}_0 (t)) tipa ϕ − 1 ∈ B^σ_{q,h}, ‖ϕ − 1‖_p > ρ_n. 2. Osnovnye rezul~taty

Formal~naØ postanovka zadaqi “adaptivnoæ” proverki gipotez v ramkah p. 1.1 sostoit v sledu¸wem. Oboznaqim qerez Ξ mnoßestvo parametrov Ξ = {τ = (σ, p, q, h, R) : σ ∈ (0, ∞), R ∈ (0, ∞), h ∈ [1, ∞], 1 ≤ p ≤ 2, p ≤ q ≤ ∞}, qerez σ(τ ) oboznaqim sootvetstvu¸wu¸ komponentu parametra τ . Pust~ zadany podmnoßestvo K ⊂ Ξ i posledovatel~nost~ poloßitel~nyh funkciæ ρ_n = ρ_n(τ ), τ ∈ K. Rassmotrim posledovatel~nost~ “ob¨edinennyh” al~ternativ, soovetstvu¸wih mnoßestvu F_n(K, ρ_n) = ⋃ τ∈K F_n(τ, ρ_n(τ )),

ADAPTIVNYE TESTY HI–KVADRAT 155 gde F_n(τ, ρ_n(τ )) opredelØetsØ (1.3) (my rassmotrim sluqaæ xarov Besova; poskol~ku sformulirovannye niße rezul~taty ne zavisØt ot parametra h, analogiqnye rezul~taty dlØ xarov Soboleva i Nikol~skogo vyteka¸t iz izvestnyh teorem vloßeniØ). Zadaqa sostoit v opredelenii usloviæ asimptotiqeskoæ razliqimosti i nerazliqimosti v zavisimosti ot svoæstv mnoßestva K i posledovatel~nosti funkciæ ρ_n. Niße budem predpolagat~, qto dlØ rassmatrivaemyh mnoßestv K mnoßestvo znaqeniæ parametra R dlØ τ ∈ K zakl¸qeno v nekotorom fiksirovannom intervale R_{min}, R_{max} : 0 < R_{min} 6 R 6 R_{max}

DlØ podmnoßestva Δ ⊂ Ξ qerez σ(Δ) oboznaqim mnoßestvo {σ(τ ), τ ∈ Δ} ⊂ (0, ∞). Nazovem podmnoßestvo Δ ⊂ Ξ suwestvennym, esli σ(Δ) soderßit netrivial~nyæ interval: σ(Δ) ⊃ (σ_0, σ_1); 0 < σ_0 < σ_1.

UsloviØ asimptotiqeskoæ nerazliqimosti opisyva¸tsØ sledu¸weæ teoremoæ.

Teorema 1. Suwestvuet takaØ postoØnnaØ L0 > 0, qto

β_n(K, ρ_n) → 1 − α dlØ l¸bogo α ∈ (0, 1), esli dlØ nekotorogo suwestvennogo podmnoßestva Δ ⊂ K vypolneno predel~noe sootnoxenie limsup sup_{τ∈Δ} ρ_n(τ )/ρ^{ad}_n (σ(τ )) < L_0,

gde veliqiny ρ^{ad}_n (τ ) opredelØ¸tsØ (1.6).

Zameqanie 1. Uslovie suwestvennosti mnoßestva Δ ⊂ K v Teo-

reme 1 moßet byt~ oslableno: mnoßestvo Δ v predel~nom sootnoxenii moßet byt~ zameneno posledovatel~nost~¸ Δ_n ⊂ K takih podmnoßestv, qto σ(Δ_n) soderßat intervaly (σ_{0,n}, σ_{1,n}) dliny l_n = σ_{1,n} − σ_{0,n} → 0, l_n(log n)^b → ∞, b ∈ (0, 1), ili daße posledovatel~nost~¸ diskretnyh podmnoßestv Δ_n = {τ_{1,n}, . . . , τ_{kn,n}} ⊂ K, takih qto k_n ≫ (log n)^δ dlØ nekotorogo δ > 0 sootvetstvu¸wie komponenty (log n)^{−1} ≪ σ_{1,n} < ... < σ_{kn,n} = O(1) dostatoqno “razneseny”: min_i(σ_{i+1,n} −σ_{i,n}) ≫ (log n)^{−1}. Odnako v otliqii ot zadaqi adaptivnogo ocenivaniØ funkcii neizvestnoæ gladkosti, gde uße dlØ dvuhtoqeqnogo mnoßestva Σ(Δ) nevozmoßno poluqit~ tot ße porØdok toqnosti ocenivaniØ, qto i pri izvestnom parametre gladkosti σ (sm. [12]), nel~zØ polnost~¸ otkazat~sØ ot fftogo usloviØ. Deæstvitel~no, dlØ l¸bogo koneqnogo mnoßestva

156 ı. I. INGSTER

K = {τ_1, ..., τ_M} uslovie min_{1≤i≤M} ρ_n(τ_i)/ρ_n(σ(τ_i)) → ∞ s obyqnymi kritiqeskimi radiusami (1.4) dostatoqno dlØ razliqimosti: legko videt~, sostoØtel~noæ ØvlØetsØ posledovatel~nost~ “ob¨- edineniæ” ψ_n = max_{1≤i≤M} ψ_{n,i} sootvetstvu¸wih sostoØtel~nyh testov ψ_{n,i} = ψ_n(τ_i).

Opixem teper~ “adaptivnye testy hi-kvadrat”. Rassmotrim posledovatel~nost~ naborov Δ̄_n = (Δ^{(rn)} , ..., Δ^{(mn)}); zdes~ Δ^{(l)} = Δ_2l est~ ravnomernoe razbienie intervala (0, 1] na 2^l intervalov, l = r_n, ..., m_n, priqem r_n ∼ B_1 log log n, 2^{mn} ≍ n^2/(log n)^{B2} pri dostatoqno bol~xih B_1 > 0, B_2 > 0. DlØ kaßdogo l = r_n, ..., m_n rassmotrim sootvetstvu¸wie statistiki L_{n,2}l vida (1.5) i poloßim

ψ_n = max r_n ≤l≤m_n ψ_{n,2}l_{,Tn} = 1_{maxrn} ˇ_lˇ_{mn Ln,2l >Tn} ; T_n = √ 2 log m_n

(t.e. my rassmatrivaem “ob¨edineniØ” testov hi-kvadrat ψ_{n,2}l_{,Tn} dlØ razbieniæ iz Δ̄_n i porogov T_n = √ 2 log m_n ∼ √ C log log n; C = 2 log 2: gipoteza otvergaetsØ, esli ona otvergaetsØ kakim-libo iz testov ψ_{n,2}l_{,Tn} , l = r_n, ..., m_n). Teorema 2. Spravedlivo sootnoxenie: α(ψn) → 0, i dlØ l¸bogo

mnoßestva K ⊂ Ξ s kompaktnym σ(K) ⊂ R^1_+ suwestvuet takaØ postoØnnaØ L_1 > 0, qto pri vypolnenii usloviØ

liminf inf_{τ∈K} ρ_n(τ )/ρ^{ad}_n (σ(τ )) > L_1

vypolneno sootnoxenie: β_n(ψ_n, F_n(K, ρ_n)) → 0.

Drugimi slovami, pri vypolnenii usloviæ teoremy posledovatel~nost~ testov ψ_n sostoØtel~na.

Zameqanie 2. Mnoßestvo K v Teoreme 2 moßet byt~ zamene-

no posledovatel~nost~¸ takih mnoßestv K_n ⊂ Ξ, qto mnoßestva σ(K_n) leßat v intervalah [(log log n)^{1+δ}/ log n, σ_{max}] dlØ nekotoryh δ > 0, σ_{max} > 0.

Sledstvie. Pust~ mnoßestvo K ⊂ Ξ suwestvenno, σ(K) – kom-

paktno i ρ_n(τ ) = Cρ^{ad}_n (σ(τ )). Togda dlØ nekotoryh postoØnnyh 0 < L_0 ≤ L_1 pri C < L_0 gipoteza i al~ternativa, sootvetstvu¸waØ F_n(K, ρ_n), asimptotiqeski nerazliqimy, a pri C > L_0 – sostoØtel~no razliqimy s pomow~¸ adaptivnyh testov hikvadrat.

ADAPTIVNYE TESTY HI–KVADRAT 157 Utverßdenie sledstviØ analogiqno rezul~tatam Spokoænogo [7, 8] dlØ rassmatrivaemogo mnoßestva parametrov Ξ. Otmetim, qto dlØ drugih oblasteæ parametrov {τ } vid adaptivnyh kritiqeskih radiusov i struktura “adaptivnyh” testov suwestvenno otliqa¸tsØ.

3. Dokazatel~stvo teoremy 1

Dokazatel~stvo teoremy provoditsØ po sheme, analogiqnoæ [7], osnovannoæ na postroenii bol~xogo qisla “ortogonal~nyh” apriornyh prodakt-mer, sosredotoqennyh na al~ternative, ideØ kotoroæ (dlØ ortogonal~nyh signalov) voshodit k rabote Burnaxeva [14].

Iz teorii veævletov (wavelets) horoxo izvestno (sm., naprimer, [11]), qto dlØ zadannogo σ_{max} i dostatoqno bol~xogo j_0 > 0 moßno postroit~ taku¸ ortonormal~nu¸ sistemu {ϕ_η; η = (i, j), j ≥ j_0, i = 1, ...2^j} v L_2(0, 1), qto (ϕ_η , 1) = 0 i oblada¸wu¸ sledu¸wim svoæstvom. Oboznaqim G i G_j lineænye oboloqki sistem {ϕ_η} i {ϕ_{i,j}; i = 1, ...2^j}. Togda naædutsØ takie postoØnnye C_1 ≥ C_0 > 0, qto pri vseh p ≥ 1, h ≥ 1, σ ∈ (0, σ_{max}), j ≥ j_0 spravedlivy neravenstva: C_0‖g_{θ,j}‖_{σ,p,h} ≥ ‖θ‖_p2^{j(σ+1/2−1/p)} ≥ C_1‖g_{θ,j}‖_{σ,p,h}, θ ∈ R^{2j} . (3.9) Zdes~ g_{θ,j} = ∑ i θ_iϕ_{i,j} ∈ G_j, ‖θ‖_p = ( ∑ i |θ_i|^p )_{1/p}

s oqevidnym obobweniem na p = ∞, ‖g‖_{σ,p,h} est~ norma Besova; analogiqnye neravenstva pri σ = 0 spravedlivy dlØ L_p-normy ‖g‖_p. DlØ dokazatel~stva teoremy dostatoqno postroit~ taku¸ posledovatel~nost~ π_n apriornyh raspredeleniæ na F , qto π_n(F_n(K, ρ_n)) = 1 (ili, po kraæneæ mere, π_n(F_n(K, ρ_n)) → 1) i spravedlivo sootnoxenie l_n = E_{f0,n} ( dP_{πn} dP^n_{f0} − 1 )_2

→ 0. (3.10)

Zdes~ P_{πn} est~ smes~ mer P^n_f po mere π_n. My budem rassmatrivat~ apriornye mery na funkciØh vida f = 1 + g, g ∈ G,

158 ı. I. INGSTER tak qto mery π_n moßno rassmatrivat~ na mnoßestve parametrov {θ_η; η = (i, j), j ≥ j_0, i = 1, ...2^j}. Pri fftom dP_{πn} /dP^n_{f0} = E_{πn} n∏ α=1 ( 1 + ∑ η θ_ηϕ_η(x_α) ) . (3.11)

Vyberem mery π_n v vide

π_n = k^{−1} k∑ l=1 π_{n,l}; π_{n,l}(dθ) = ∏ η π_{n,l,η}( √ ndθ_η ), t.e. π_{n,l} est~ prodakt-mery, sootvetstvu¸wie posledovatel~nostØm π̄_{n,l} = {π_{n,l,η}} veroØtnostnyh mer na prØmoæ s mnoßitelem √ n; vid fftih posledovatel~nosteæ i veliqiny k = k_n budut utoqneny niße. Legko videt~, qto E_{f0,n} ( dP_{πn} /dP^n_{f0} ) = 1 i sootnoxenie (3.10) ravnosil~no sledu¸wemu:

limsup 1 k^2 k∑ l1,l2=1 E_{f0,n} dP_{πn,l1} dP^n_{f0} dP_{πn,l2} dP^n_{f0} ≤ 1. (3.12)

Budem ispol~zovat~ sledu¸wee utverßdenie. Rassmotrim neotricatel~no opredelennu¸ bilineænu¸ formu (π̄_{n,l1}, π̄_{n,l2} ) = ∑ η (π_{n,l1,η}, π_{n,l2,η}) = ∑ η ∫ R1 ∫ R1 (e^{uv} − 1)π_{n,l1,η}(du)π_{n,l2,η}(dv). Lemma 1. Spravedlivo neravenstvo: E_{f0,n} dP_{πn,l1} dP^n_{f0} dP_{πn,l2} dP^n_{f0} ≤ exp(π̄_{n,l1} , π̄_{n,l2} ). Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ neravenstvo 1 + a ≤ e^a , (3.11), or-

tonormal~nost~ sistemy {f_0, ϕ_η} i teoremu Fubini, imeem (zdes~ δ_{η1,η2} est~ simvol Kronekera): E_{f0,n} dP_{πn,l1} dP^n_{f0} dP_{πn,l2} dP^n_{f0} = E_{πn,l1 ×πn,l2} E_{f0,n} n∏ α=1 (1 + ∑ η1 θ_{η1,l1} ϕ_{η1} (x_α)+

ADAPTIVNYE TESTY HI–KVADRAT 159 + ∑ η2 θ_{η2,l2} ϕ_{η2} (x_α) + ∑ η1,η2 θ_{η1,l1} θ_{η2,l2} ϕ_{η1} (x_α)ϕ_{η2} (x_α)) =

= E_{πn,l1 ×πn,l2} ( 1 + ∑ η1,η2 θ_{η1,l1} θ_{η2,l2} δ_{η1,η2} )_n =

= ∏ η E_{πn,l1,η ×πn,l2,η} ( 1 + ∑ η θ_{η,l1} θ_{η,l2} )_n ≤

≤ ∏ η E_{πn,l1,η ×πn,l2,η} exp ( n ∑ η θ_{η,l1} θ_{η,l2} ) =

= ∏ η ∫ R1 ∫ R1 e^{uv}π_{n,l1,η}(du)π_{n,l2,η}(dv) =

= ∏ η ((π_{n,l1,η}, π_{n,l2,η}) + 1) ≤ exp(π̄_{n,l1} , π̄_{n,l2}). Lemma dokazana.

DlØ dokazatel~stva utverßdeniæ Teoremy 1 i ZameqaniØ 1 dostatoqno rassmotret~ sluqaæ, kogda mnoßestvo K soderßit taku¸ posledovatel~nost~ podmnoßestv K_n = {τ_{n,1}, ..., τ_{n,kn}}, qto k_n ≍ (log n)^δ, δ > 0 i dlØ parametrov σ_{n,l} = σ(τ_{n,l}) ime¸t mesto sootnoxeniØ: ρ_n(τ_{n,l}) ≤ L_0ρ^{ad}_n (σ_{n,l}), (log n)^{−1} ≪ σ_{n,1} < ... < σ_{n,kn} ≤ σ_{max}; min_l (σ_{n,l+1} − σ_{n,l}) ≫ (log n)^{−1}. (3.13) Rassmotrim posledovatel~nosti qislovyh naborov vida j_{n,l} = [C + 2 log_2 n − log_2 log k_n) 1 + 4σ_{n,l} ], b_{n,l} = 1 2 ( 2^{−jn,l+1} log k_n )_{1/4} ; l = 1, ..., k_n, (3.14) gde C > 0 – nekotoraØ postoØnnaØ, [t] – celaØ qast~ t. Iz (3.13) sleduet, qto j_{n,1} > ... > j_{n,kn} ≫ 1, max_l b_{n,l} = o(1). Vyberem mery π_{n,l,η} sledu¸wim obrazom: π_{n,l,i,j} = { δ_0, j ≠ j_{n,l}; (δ_{−bn,l} + δ_{bn,l} )/2, j = j_{n,l}, i = 1, ..., 2^{jn,l}. (3.15)

160 ı. I. INGSTER Sootnoxenie (3.15) oznaqaet, qto otnositel~no mer π_{n,l} sluqaænye funkcii f(x) ime¸t vid: f(x) = 1 + n^{−1/2}b_{n,l} 2jl∑ i=1 ϵ_iϕ_{i,jl} (x); P (ϵ_i = 1) = P (ϵ_i = −1) = 1/2,

(3.16) gde ϵ_1, ..., ϵ_2j_l – nezavisimye bernullievskie sluqaænye veliqiny j_l = j_{n,l}. V silu (3.9) dlØ normy L_∞, funkcii (3.16) ØvlØ¸tsØ plotnostØmi raspredeleniØ pri max_l n^{−1/2}2^{jl/2}b_{n,l} = o(1) (3.17)

i uslovie f ∈ F (K, ρ_n) vytekaet iz sledu¸wih:

max_l n^{−1/2}2^{jl(1/2+σn,l)}b_{n,l} ≤ C_1, n^{−1/2}2^{jl/2}b_{n,l} ≥ C_2ρ_n(τ_{n,l}). (3.18)

Iz (3.17), (3.18) vytekaet trebuemoe sootnoxenie π_n(F_n(K, ρ_n)) = 1 .

Nakonec, dlØ postroennyh naborov posledovatel~nosteæ π̄_{n,l} vypolneno uslovie ortogonal~nosti: (π̄_{n,l1} , π̄_{n,l2}) = { 0 , l_1 ≠ l_2; 2^{jl+1} sinh^2(b^2_{n,l}/2) ∼ 2^{jl−1}b^4_{n,l}, l_1 = l_2 = l,

(3.19)

tak qto v silu Lemmy 1 dlØ vypolneniØ usloviØ nerazliqimosti (3.12) dostatoqno, qtoby max_l k^{δ−1}_n exp(2^{jl−1}b^4_{n,l}) < 1 dlØ nekotorogo δ ∈ (0, 1), qto, v svo¸ oqered~, vytekaet iz sootnoxeniØ: max_l 2^{jl−1}b^4_{n,l} < (1 − δ) log k_n. (3.20)

Spravedlivost~ sootnoxeniæ (3.17)–(3.20) legko proverØetsØ s uqetom sootnoxeniæ (3.14) pri nekotoryh postoØnnyh C, L_0 i vybora ρ^{ad}_n v sootvetstvii s (1.6). Teorema dokazana.

4. Dokazatel~stvo Teoremy 2 DlØ dokazatel~stva Teoremy 2 i ZameqaniØ 2 nußno proverit~ sootnoxenie α(ψ_n) → 0, kotoroe vytekaet iz sledu¸wego: m_n∑

l=r_n P^n_{f0} (L_{n,kl} > T_n) → 0; k_l = 2^l, (4.21)

ADAPTIVNYE TESTY HI–KVADRAT 161 a takße, s uqetom izvestnyh teorem vloßeniØ, pokazat~, qto dlØ nekotoryh postoØnnyh B > 0, L_1 > 0 i dlØ l¸byh σ_{max} > 0, R_{max} > R_{min} > 0, l¸byh posledovatel~nosteæ τ_n = (σ_n, p_n, q_n, h_n, R_n) : 1 ≤ p_n = q_n ≤ 2, h_n = ∞, (log log log n)^{1+δ}/ log n ≤ σ_n ≤ σ_{max}, R_{min} ≤ R_n ≤ R_{max}, a takße f_n ∈ F_n(τ_n, ρ_n) pri ρ_n(τ_n) > L_1ρ^{ad}_n (σ_n) naædetsØ takaØ posledovatel~nost~ l_n, r_n ≤ l_n ≤ m_n, qto P^n_{fn} (L_{n,kln} ≤ T_n) → 0. (4.22) Dokaßem (4.21). DlØ funkcii raspredeleniØ standartnogo normal~nogo zakona imeem: Φ(− √ 2 log m_n) ≍ 1/m_n √ log m_n = o(1/m_n). Pofftomu sootnoxenie (4.21) vytekaet iz ocenki vero- Øtnosteæ umerennyh ukloneniæ statistik L_{n,kl} pri m_n ≥ l_n > log log n:

P^n_{f0} (L_{n,kl} > T_n) ≤ Φ(−T_n) + ξ_n, ξ_n = o(m^{−1}_n ). (4.23)

DlØ dokazatel~stva (4.23) ispol~zuem predstavlenie L_{n,kl} kak vyroßdennoæ U -statistiki vtorogo porØdka s neotricatel~- no opredelennym simmetriqnym Ødrom K_{n,l}(x, y), poroßdennym centrirovannymi indikatornymi funkciØmi razbieniØ Δ_{kl} = {δ_{1,kl} , ..., δ_{kl,kl} }: L_{n,kl} = C_n ∑ 1≤s<t≤n K_{n,l}(x_s, x_t);

K_{n,l}(x, y) = k_l∑

i=1 (1_{δi,kl} (x) − 1/k_l)(1_{δi,kl} (y) − 1/k_l), gde C_n = (2K_{n,2}/n(n − 1))^{−1/2} ∼ (2k_l)^{1/2}/n,

K_{n,2} = ∫ ∫ K^2_{n,l}(x, y)dxdy = ‖K_{n,l}‖^2 = (1 − 1/k_l)/k_l ∼ 1/k_l (zdes~ i niße oblast~ integrirovaniØ est~ interval [0, 1], K_{n,l} est~ integral~nyæ operator v L_2(0, 1) s Ødrom K_{n,l}(x, y)). Ispol~zuem takße martingal~noe predstavlenie vyroßdennoæ U - statistiki vtorogo porØdka: L_{n,kl} = C_n n∑ j=2 ξ_{n,j}; ξ_{n,j} = ∑ s<j K_{n,l}(x_s, x_j),

162 ı. I. INGSTER gde ξ_{n,j} obrazu¸t seri¸ martingal-raznosteæ otnositel~no σalgebr ℑ_j, poroßdennyh nabl¸deniØmi {x_1, ..., x_j} (sr. s rabotoæ Holla [15]), a takße ocenki skorosti shodimosti v central~- noæ predel~noæ teoreme (sm. Lipcer i XirØev [16], neravenstvo (9)), iz kotoryh vytekaet neravenstvo: sup_t |P^n_{f0}(L_{n,kl} < t) − Φ(t)| ≤ 6 C1 D n∑ j=2 E(ξ_{n,j}|ℑ_{j−1}) 1/6 + C_2 n∑ j=2 Eξ^4_{n,j} 1/8

(zdes~ i niße srednie i dispersii rassmatriva¸tsØ otnositel~no mery P^n_{f0} ; C – absol¸tnye postoØnnye). Netrudno poluqit~ ocenki (sm., naprimer, [15]) n∑ j=2 Eξ^4_{n,j} ≤ C ( K_{n,4} n^2K^2_{n,2} + G_n nK^2_{n,2} ) ,

D n∑ j=2 E(ξ_{n,j}|ℑ_{j−1}) ≤ C ( G_{n,2} K^2_{n,2} + G_n nK^2_{n,2} ) , gde K_{n,4} = ∫ ∫ K^4_{n,l}(x, y)dxdy, G_n(x, y) = ∫ K_{n,l}(x, z)K_{n,l}(y, z)dz, G_{n,2} = ∫ ∫ G^2_n(x, y)dxdy. Pri fftom G_{n,2} ≤ ‖K_{n,l}‖^2‖K_{n,l}‖^2_∞ ≤ K_{n,2}k^{−2}_l , tak kak dlØ ravnomernoæ normy operatora K_{n,l} imeem: ‖K_{n,l}‖_∞ ≤ 1/k_l, a takße K_{n,4} ≤ sup_{x,y} |K_{n,l}(x, y)|K_{n,2} ≤ K_{n,2}, poskol~ku sup_{x,y} |K_{n,l}(x, y)| ≤ 1. Krome togo dlØ neotricatel~no opredelennogo simmetriqnogo Ødra K_{n,l}(x, y) s K_{n,2} < ∞ spravedlivo neravenstvo G_n ≤ K_{n,2}K^{1/2}_{n,4} . (4.24) Deæstvitel~no, razlagaØ Ødro po ortonormal~nomu sobstvennomu bazisu K_{n,l}(x, y) = ∑ i λ_iψ_i(x)ψ_i(y), λ_i ≥ 0, imeem:

K_{n,2} = ∑ i λ^2_i , K_{n,4} = ∑ i,j,k,l λ_iλ_j λ_kλ_lr^2_{ijkl}, G_n = ∑ i,j λ^2_i λ^2_j r^2_{iijj},

ADAPTIVNYE TESTY HI–KVADRAT 163 gde r_{ijkl} = ∫ ψ_i(x)ψ_j (x)ψ_k(x)ψ_k(x)dx, tak qto ∑ i,j λ^2_i λ^2_j r^2_{iijj} ≤ ∑ i,j λ^2_i λ^2_j 1/2 ∑ i,j λ^2_i λ^2_j r^2_{iijj} 1/2 , otkuda sleduet (4.24).

Iz privedennyh vyxe ocenok sleduet, qto

K_{n,4}/n^2K^2_{n,2} = O(k_l/n^2),

G_{n,2}/K^2_{n,2} = O(k^{−1}_l ), G_n/nK^2_{n,2} = O(k^{1/2}_l /n), otkuda poluqaem (4.23), poskol~ku dlØ l¸bogo B > 0 pri dostatoqno bol~xih B_1, B_2

k^{−1}_l ≤ 2^{−rn} ≪ m^{−B}_n , k_l/n^2 ≤ 2^{mn} /n^2 ≍ (log n)^{−B2} ≪ m^{−B}_n .

DlØ dokazatel~stva (4.22) vospol~zuemsØ ocenkami P^n_f -srednih (oboznaqim ih h_{n,l}(f)) i dispersiæ dlØ P^n_{f0} -normirovannyh U -statistik L_{n,kl} (sm., naprimer, [2], p. 5.5): E_{n,f} (L_{n,kl} ) = h_{n,l}(f) = √ n(n − 1) 2 (f, K_{n,l}f) ‖K_{n,l}‖_2 ∼ n(k_l/2)^{1/2}(f, K_{n,l}f), D_{n,f} (L_{n,kl} ) = ‖K_{n,l}‖^{−2}_2 ((‖K_{n,l}‖^2_{,f} − (f, K_{n,l}f)^2 )+ +2(n − 1)(‖K_{n,l}f‖^2_{,f} − (f, K_{n,l}f)^2 )). Zdes~ dlØ rassmatrivaemogo Ødra pri p_{n,j} = P_f (δ_{j,kl} ) imeem: (f, K_{n,l}f) = ∑_{kl} j=1(p_{n,j} − i/k_l)^2, ‖K_{n,l}‖^2_{,f} = ∫ ∫ K^2_{n,l}(x, y)f(x)f(y)dxdy = = ‖K_{n,l}‖^2 + (1 − 2/k_l)(f, K_{n,l}f), ‖K_{n,l}f‖^2_{,f} = ∫ (K_{n,l}f)^2 (x)f(x)dx = k_l∑

j=1 p_{n,j}(p_{n,j} − i/k_l)^2 ≤

≤ (f, K_{n,l}f)/k_l + (f, K_{n,l}f)^{3/2},

164 ı. I. INGSTER otkuda pri t_{n,l} = k^{1/4}_l /n^{1/2} legko poluqit~ ocenki: D_{n,f} (L_{n,kl} ) ≤ C ( 1 + h_{n,l}(f) + t_{n,l}h^{3/2}_{n,l} (f) + t^2_{n,l}h^2_{n,l}(f) ) . (4.25)

Ispol~zuØ neravenstvo Qebyxeva pri h_{n,ln} (f_n) > T_n, vidim, qto P^n_{fn} (L_{n,kln} ≤ T_n) = P^n_{fn} (h_{n,ln} (f_n) − L_{n,kln} ≥ h_{n,ln} (f_n) − T_n) ≤ ≤ D_{n,fn} (L_{n,kln} )/(h_{n,ln} (f_n) − T_n)^2, i tak kak t_{n,ln} → 0, v silu ocenki (4.25) dlØ vypolneniØ (4.22) dostatoqno, qtoby

liminf h_{n,ln} (f_n)/T_n > 1. (4.26)

Zametim teper~, qto pri p ≤ 2

h_{n,ln} (f_n) ∼ n(2k_l)^{−1/2}‖P r_{kl}(f_n − f_0)‖^2 ¿ n(2k_l)^{−1/2}‖P r_{kl} (f_n − f_0)‖^2_p, (4.27) gde P r_k est~ operator ortonormal~nogo proektirovaniØ v L_2(0, 1) na prostranstvo funkciæ, postoØnnyh na intervalah razbieniØ Δ_k. Vospol~zuemsØ sledu¸wim neravenstvom

‖P r_k(f − f_0)‖_p ≥ B_1‖f − f_0‖_p − B_2k^{−σ}, f − f_0 ∈ B^σ_{p,∞}. (4.28)

Neravenstvo (4.28) dokazano v [2] (sm. neravenstvo (5.16)) dlØ xarov Nikol~skogo H^σ_p , sovpada¸wih s xarami Besova pri h = ∞. Dokazatel~stvo osnovano na vozmoßnosti kusoqnoæ approksimacii funkciæ iz xarov Nikol~skogo H^σ_p polinomami stepeni m = m[σ] s toqnost~¸ k^{−σ} v L_p-norme, gde k – qislo intervalov approksimacii. Iz dokazatel~stva legko uvidet~, qto poloßitel~nye postoØnnye B_1, B_2 moßno vybrat~ ne zavisØwimi ot σ, p, R pri 0 < σ ≤ σ_{max}, 1 ≤ p ≤ 2, 0 < R_{min} ≤ R ≤ R_{max}.

Vyberem celoqislennu¸ posledovatel~nost~ l_n tak, qtoby n^{2/(1+4σn)} ∗ ≤ k_{ln} = 2^{ln} ≤ 2n^{2/(1+4σn)}_∗ ; n_∗ = n/ √ log log n.

Poskol~ku (log log n)^{1+δ}/ log n ≤ σ_n ≤ σ_{max}, pri fftom r_n ≪ l_n ≤ m_n. Ispol~zuØ (4.27), (4.28), imeem: h_{n,kln} (f_n) ≥ (n/ √ 2k_{ln} ) ( B_1‖f − f_0‖_p − B_2k^{−σn}_{ln} )_2 ≥ n/( √ 2k_{ln} ) ( B_1L_1ρ^{ad}_n (σ_n) − B_2k^{−σn}_{ln}

)_2 ≥ (n/2)n^{1/(1+4σn)} ∗ ( B_1L_1n^{−2σn/(1+4σn)} ∗ − B_2n^{−2σn/(1+4σn)} ∗ )_2

∼ ((B_1L_1 − B_2)^2/2)n/n_∗

ADAPTIVNYE TESTY HI–KVADRAT 165 otkuda pri dostatoqno bol~xom L_1 sleduet (4.26). Teorema dokazana.

Literatura

1. ı. I. Ingster, MinimaksnaØ proverka neparametriqeskih gipotez o plotnosti raspredeleniØ v metrikah Lp. TeoriØ veroØtnosteæ i ee primen. 31, No. 2 (1986), 384–389.

2. Yu. I. Ingster, Asymptotically minimax hypothesis testing for nonparametric alternatives. I, II, III. Mathematical Methods of Statistics, 2, Nos. 2–4 (1993), 85–114, 171–189, 249–268.

3. ı. I. Ingster, MinimaksnaØ proverka gipotez o plotnosti raspredeleniØ dlØ ffllipsoidov v lp. TeoriØ veroØtnosteæ i ee primen. 39, No. 3 (1994), 530–553..

4. M. S. Ermakov, Asimptotiqeski minimaksnye kriterii proverki neparametriqeskih gipotez o plotnosti raspredeleniØ. Zap. Nauqn. Semin. LOMI 166 (1988), 44–53.

5. M. S. Ermakov, MinimaksnaØ neparametriqeskaØ proverka gipotez o plotnosti raspredeleniØ. TeoriØ veroØtnosteæ i ee primen. 39, No. 3 (1994), 488–512.

6. Lepski and V. G. Spokoiny, Minimaxnonparametric hypothesis testing: the case of an inhomogeneous alternative. Technical Report 44, Humboldt-Univ. (1995), Berlin.

7. V. G. Spokoiny, Adaptive hypothesis testing using wavelets. Technical Report 176, Weierstrass Institute, (1995), Berlin.

8. V. G. Spokoiny, Adaptive and spatially adaptive testing of nonparametric hypothesis. Technical Report 234, Weierstrass Institute, (1996), Berlin.

9. O. V. Lepski and A. B. Tsybakov, Asymptotically exact nonparametric hypothesis testing in sup-norm and at a fixed point. Discussion Paper 91, Humboldt-Univ., (1996), Berlin.

10. H. Triebel, Theory of function spaces. II. Basel, Birkhauser, 1992. 11. A. Cohen, I. Daubechies, and P. Vial, Wavelets on an interval and fast wavelet transforms. Applied and Computational Harmonic Analysis (A) 1 (1993), 54–81.

12. O. V. Lepskiæ, O zadaqe adaptivnogo ocenivaniØ v gaussovskom belom xume. TeoriØ veroØtnosteæ i ee primen. 35, No. 4 (1990), 454–466.

13. ı. I. Ingster, Asimptotiqeski minimaksnaØ proverka gipotezy nezavisimosti. Zap. Nauqn. Semin. LOMI 153 (1986), 60–72.

14. M. V. Burnaxev, O minimaksnom obnarußenii netoqno izvestnogo signala na fone belogo gaussovskogo xuma. TeoriØ veroØtnosteæ i ee primen. 24, No. 1 (1979), 107–119.

15. P. Hall, Central limit theorem for integrated square error of multivariate nonparametric density estimators. J. Multivar. Anal. 14 (1984), 1–16.

16. R. X. Lipcer, A. N. XirØev, O skorosti shodimosti v central~noæ predel~noæ teoreme dlØ semimartingalov. TeoriØ veroØtnosteæ i ee primen. 27, No. 1 (1982), 3–14.

166 ı. I. INGSTER

Ingster Yu.I. Adaptive chi-square tests.

We consider minimax hypothesis testing problem H_0 : f = f_0, f_0(x) ≡ 1 on a distribution density f of i.i.d. observations X_1, ..., X_n, X_i ∈ [0, 1], n → ∞ versus alternative corresponding to smooth densities f which are distant enough from f_0. A distance between f_0 and f is measured in L_p-norm and a smoothness σ of f is measured in L_qnorm. A priory the values σ, p, q are not fixed but satisfy to constraints 1 ≤ p ≤ 2, p ≤ q, σ > 0. We show that optimal minimax rate is provided by test procedures which are based on the union of chi-square tests with increasing number of cells.

Postupilo 5 noØbrØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ Universitet puteæ soobweniæ