L. B. Klebanov, ȷ.-F. Kroze KVAZI–SVERTKI I PRILOȷENI˚ K KODIROVANNYM IZOBRAȷENI˚M

Referat. V fftoæ stat~e my vvedem novyæ integral~nyæ opera-

tor, nazyvaemyæ kvazi – svertkoæ. ˚dro operatora fftogo operatora podobno Ødru operatora svertki, no imeet izmenØ¸wiæsØ masxtab. Klassiqeskoe obrawenie posredstvom preobrazovaniØ Fur~e okazyvaetsØ teper~ nevozmoßnym, no my dadim primery obraweniØ dlØ special~nyh situaciæ v odno i dvumernyh sluqaØh. My takße ukazyvaem priklaßeniØ k raspoznavani¸ izobraßeniæ v medicine, gde kvazi-svertka okazyvaetsØ svØzanoæ s preobrazovaniem “kodirovannogo izobraßeniØ”.

§1. Formalizm kvazi-svertok

Vvedem sledu¸wiæ operator Q, deæstvu¸wiæ na izmerimye funkcii f s kompaktnym nositelem, soderßawimsØ (dlØ opredelennosti) v ediniqnom diske:

Q_f (x_0, y_0) = ∫ R2^{f(x, y)χ} ( x_0 − x z(x_0, y_0) , y_0 − y z(x_0, y_0) ) dxdy, (1.1) gde χ - ograniqennaØ izmerimaØ funkciØ s kompaktnnym nositelem (obyqno funkciØ indikatora kompaktnogo mnoßestva v R^2).

AnalogiØ s operatorom svertki navodit nas na ispol~zovanie oboznaqeniØ

Q_f = f ⋆_z χ, (1.2)

gde z predstavlØet neotricatel~nu¸ nepreryvnu¸ masxtabiru¸wu¸ funkci¸. �to preobrazovanie sleduet nazvat~ kvazisvertkoæ ili, vozmoßno, masxtabirovannoæ svertkoæ.

Obratim vnimanie na to, qto vybor funkcii z moßet byt~ xirok, i qto vybor mnoßestv, soderßawih f i χ mog by byt~

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96-01-00852. 167

168 L. B. KLEBANOV, ȷ.-F. KROZE

legko rasxiren s cel~¸ uluqxeniØ matematiqeskogo issledovaniØ. Rassmotrim, odnako, tol~ko sluqaæ xirokogo klassa funkciæ z. My proill¸striruem ffto v sledu¸wem razdele, kotoryæ posvØwen razpoznavani¸ izobraßeniæ v medicine.

Drugoe zameqanie – to, qto kvazi-svertka moßet interpretirovat~sØ kak srednee znaqenie funkciØ s kompaktnym nositelem, leßawim na poverhnosti z = z(x, y).

Teper~ ffto okazyvaetsØ poleznym dlØ togo, qtoby predstavit~ sledu¸wiæ operator, kotoryæ my nazovem prisoedinennym k kvazi-svertke,

Q^∗_g = g ∘∗_z χ = ∫ R2^{g(x, y)χ} ( x_0 − x z(x, y) , y_0 − y z(x, y) ) dxdy, (1.3) deæstvu¸wim na funkci¸ g s kompaktnym nositelem i izmerimu¸ na R^2.

§2. Raspoznavanie izobraßeniæ v medicine i kvazi-svertka

Kodirovannoe izobraßenie – medicinskiæ sredstvo dlØ vosstanovleniØ nekotoryh patologiæ qeloveqeskogo tela. Ono sostoit v poluqenii izobraßeniØ ot ffmissiØ gamma-luqeæ, sledu- ¸weæ za vvedeniem radioaktivnoæ sery v issleduemyæ organ.

Bolee toqno, Kodirovannoe izobraßenie sostoit v vvedenii meßdu organom ispuskaniØ i ffkranom receptora neprozraqnoæ maski, v kotoroæ bylo sdelano malen~koe otverstie, nazyvaemoe kod.

V kaßdoæ toqke M v organe, predstavlØ¸wem interes, plotnost~ ffmissii imeet znaqenie F (M ), s 0 ≤ F (M ) ≤ 1. Pust~

(x_0, y_0) – sistema koordinat v ploskosti ffkrana, s naqalom O_0.

Oboznaqim qerez L rasstoØnie ot maski do ffkrana, i vyberem sistemu koordinat (x, y, z) na maske, s naqalom O v centre koda. Esli C – funkciØ indikatora otverstiØ, to izobraßenie, registriruemoe na ffkrane est~

T_f (x_0, y_0) = ∫ R3^{F (x, y, z) C} ( zx_0 + Lx z + L , zy_0 + Ly z + L ) dxdydz (z + L)^2

KVAZI–SVERTKI I PRILOȷENI˚ 169

Ris. 1. Opisanie kamery.

�tot kod moßet byt~ kol~cevoe malen~koe otverstie ([2, 4, 5]), ili koncentriqeskie kol~cevye malen~kie otverstiØ (nazyvaemye zonami FrenelØ). Moßno vybirat~, analogiqno [6], regulØrnye setki igol~qatyh otverstiæ, ili sistem prØmolineænyh razrezov kak v [3]. My issleduem dalee special~nyæ klass otverstiæ, kotorye vedut k vosstanovleni¸ plotnosti.

Esli my predpolagaem, qto nositel~ organa approksimirovan poverhnost~¸ Σ = {(x, y, z), z = z(x, y)}, to nas interesuet zadaqa vosstanovleniØ dvumernoæ plotnosti po kodirovannym dvumernym proekciØm. My takße imeem sledu¸wee vyraßenie dlØ registriruemogo izobraßeniØ:

T_f (x_0, y_0) = = ∫ R2^{F (x, y, z(x, y))} (z(x, y) + L)^2 C ( z(x, y)x_0 + Lx z(x, y) + L , z(x, y)y_0 + Ly z(x, y) + L ) dxdy . My moßem teper~ issledovat~ dva sluqaØ.

a) poverhnost~ ispuskaniØ kompaktna i ØvlØetsØ ploskost~¸,

parallel~noæ maske, na rasstoØnii d:

T_f (x_0, y_0) = ∫ R2^{F (x, y, d)(d + L)2 C} ( dx_0 + Lx d + L , dy_0 + Ly d + L ) dxdy .

170 L. B. KLEBANOV, ȷ.-F. KROZE

Togda Øsno, qto operator T ØvlØetsØ svertkoæ fiksirovannoæ masxtabiruemoæ versieæ ploskoæ plotnosti F_0(x, y) = F (x, y, d) i fiksirovannoæ masxtabiruemoæ versii indikatornoæ funkcii C. b) poverhnost~ ispuskaniØ kompaktna i ØvlØetsØ bolee obweæ

poverhnost~¸ s uravneniem z = z(x, y) ¿ 0.

Naprimer, miokard, dovol~no tonkiæ v seqenii, imeet v konce kaßdogo serdeqnogo cikla formu, obyqno modeliruemu¸ polovinoæ ffllipsoida s uravneniem z = h(x, y) = a + d √ 1 − x^2 + y^2 h , x^2 + y^2 ≤ 1 .

Togda my poluqaem

T_f (x_0, y_0) = = ∫ R2^{F (x, y, h(x, y))} (h(x, y) + L)^2 C ( h(x, y)x_0 + Lx h(x, y) + L , h(x, y)y_0 + Ly h(x, y) + L ) dxdy. (2.1) Sledovatel~no [?] – ne ØvlØetsØ bol~xe svertkoæ, no predstavlØet soboæ kvazi-svertku meßdu F_0(x, y) = F (x, y, h(x, y)) i versieæ s izmenØ¸wimsØ masxtabom indikatornoæ funkcii C.

Zametim, qto Φ(x, y) =^{z(x,y)+L}_{z(x,y)} , i predpoloßim qto vozmoßna zamena peremennyh { X = −^L_{z(x,y)+L} x Y = −^L_{z(x,y)+L} y, { x = u(X, Y ) y = v(X, Y ). (my obsudim fftu vozmoßnost~ v sledu¸wih razdelah). Togda my poluqim

T_f (x_0, y_0) = = ∫ R2^{f(X, Y ) C} ( x_0 − X Φ(u(X, Y ), v(X, Y )) , y_0 − Y Φ(u(X, Y ), v(X, Y )) ) dXdY, gde f(X, Y ) = J(X, Y )F (u(X, Y ), v(X, Y ), z(u(X, Y ), v(X, Y ))) z(u(X, Y ), v(X, Y ))

KVAZI–SVERTKI I PRILOȷENI˚ 171

i J – ˚kobian, sootvetstvu¸wiæ zamene peremennyh. Predyduwee uravnenie moßet byt~ perepisano v forme

T_f = f_0 ∘∗_S C, (2.2) gde S(X, Y ) = Φ(u(X, Y ), v(X, Y )). Tak, qto sootnoxenie meßdu kodirovannym izobraßenim i svØzannym s kvazi-svertkoæ operatorom stanovitsØ Øsnym: T_f = Q^∗_{f0} .

§3. ObratnaØ kvazi-svertka dlØ udalennyh poverhnosteæ SleduØ Vvedeni¸ rassmatrim operator

T_f (x_0, y_0) = = ∫ R2^{f(x, y)C} ( z(x, y)x_0 + Lx z(x, y) + L , z(x, y)y_0 + Ly z(x, y) + L ) dxdy (z(x, y) + L)^2

, (3.1)

gde C – funkciØ indikatora otverstiØ. Predpoloßim qto L ≪ z = z(x, y). (3.2) Togda poluqim z(x, y) z(x, y) + L ≃ 1, L z(x, y) + L ≃ L z(x, y) , i operator T_f moßet byt~ priblizitel~no zapisan kak

T_f (x_0, y_0) = ∫ R2^{f(x, y)C} ( x_0 + L z(x, y) x, y_0 + L z(x, y) y ) dxdy z(x, y)^2 . (3.3)

Posle zameny peremennyh { X = −^L_{z(x,y)} x Y = −^L_{z(x,y)} y, { x = u(X, Y ) y = v(X, Y ), ,

172 L. B. KLEBANOV, ȷ.-F. KROZE

my poluqim

T_f (x_0, y_0) = ∫ R2^{J(X, Y )f(u(X, Y ), v(X, Y ))} z(u(X, Y ), v(X, Y )) C (x_0 − X, y_0 − Y ) dXdY, gde J - sootvetstvu¸wiæ fftoæ zamene peremennyh Økobian. Predyduwee uravnenie moßet byt~ perepisano v vide

T_f = f_0 ⋆ C, (3.4) gde f_0(X, Y ) = J(X, Y )f(u(X, Y ), v(X, Y )) z(u(X, Y ), v(X, Y )) . VyqislØØ preobrazovanie Fur~e ot obeih qasteæ ravenstva (3.4) my poluqaem ^T_f = ^f_0 ^C. (3.5)

Tak kak otverstie ØvlØetsØ kompaktnym mnoßestvom, a plotnost~ f imeet kompaktnyæ nositel~, to preobrazovaniØ Fur~e ^C i ^f_0 ØvlØ¸tsØ celymi funkciØmi. Pofftomu funkciØ ^f_0 moßet byt~ vosstanovlena edinstvennym obrazom iz sootnoxeniØ (3.5) po izvestnym dannym ^T_f i ^C. Sledovatel~no, f_0 (i, znaqit, f) mogut byt~ vosstanovleny s pomow~¸ obratnogo preobrazovaniØ Fur~e.

§4. Ocenki blizosti rexeniæ dlØ kvazi-svertok k sootvetstvu¸wemu rexeni¸ s pomox~¸ svertok i obraweniØ svertok

V predyduwem razdele my pokazali, qto uravnenie kvazisvertki pri usloviØh (3.3) moßet byt~ approksimirovano otnoxeniem (3.4). Odnako ostaetsØ neØsnym ØvlØ¸tsØ li rexeniØ naqal~noæ zadaqi blizkim k rexeni¸ uravneniØ (3.3) ili net. Niße my i issleduem fftot vopros.

Rassmotrim problemu vosstanovleniØ plotnosti f tela, baziru¸we¸sØ na rezul~tate kvazi-svertki

T_f (x_0, y_0) = = ∫ R2^{f(x, y)C} ( z(x, y)x_0 + Lx z(x, y) + L , z(x, y)y_0 + Ly z(x, y) + L ) dxdy (z(x, y) + L)^2 .

KVAZI–SVERTKI I PRILOȷENI˚ 173

Oboznaqim φ(x_0, y_0) = T_f (x_0, y_0), i vyqislim preobrazovanie Fur~e ot φ(x_0, y_0) ψ(t, τ ) = ∫ R2^{φ(x0, y0)eitx0+iτy0 dx0dy0 = (4.1)} ∫ R2 ∫ R2^{f(x, y)C(u, v)ei z+Lz (tu+τv)e−i Lz (tx+τy) dxdyz2 dudv.} My predpolagaem qto C(u, v) = 0 snarußi kvadrata SQ = {|u| ≤

M, |v| ≤ M }, gde M > 0. Predpoloßim dopolnitel~no, qto s = z(x, y) = K + q(x, y), gde K > 0 – “bol~xaØ” konstanta i q = q(x, y) ≥ 0, min_{x,y} q(x, y) = 0, i max_{x,y} q(x, y) = q̄ < ∞. V fftom

sluqae my moßem napisat~ e^{i Lz (tu+τv)} = e^{i LK (tu+τv)} + Q, gde Q = e^{i LK+q (tu+τv)} − e^{i LK (tu+τv)}. S drugoæ storony iz (6.1) my imeem ψ(t, τ ) = ∫ R2 ∫ SQ ( C(u, v)e^{i(1+L/K)(tu+τv)} + QC(u, v)e^{i(tu+τv)} ) dudv

e^{−i Lz (tx+τy)} f(x, y) z^2 dxdy. (4.2) No |QC(u, v)e^{∨(tu+τv)} | ≤ 4 LM q̄(|t| + |τ |) K^2

v sluqae, kogda pravaØ qast~ men~xe qem π/2.

Vvedem oboznaqeniØ ^C(t, τ ) = ∫ R2^{ei(tu+τv)C(u, v)dudv,} ^F (t, τ ) = ∫ R2^{e−i Lz (tx+τy) f(x, y)z2 dxdy.}

174 L. B. KLEBANOV, ȷ.-F. KROZE

i vyberem postoØnnu¸ A > 0 takoæ qto A ^F (0, 0) = 1. Iz (4.2) dlØ podhodØwih znaqeniæ t i τ poluqim | | | A ^F (t, τ ) − aψ(t, τ ) ^C((1 + L/K)t, (1 + L/K)τ ) | | | ≤ (4.3) 4Lq̄M (|t| + |τ |) K^2| ^C((1 + L/K)t, (1 + L/K)τ )| . Vvidu ^C(0, 0) > 0 suwestvuet r ∈ (0, 1) takoe, qto | ^C((1+L/K)t, (1+

L/K)τ )| ≥ ^C(0, 0)/2 dlØ vseh t, τ udovletvorØ¸wih usloviØm |t| ≤

r i |τ | ≤ r. Teper~ iz (4.3) my nahodim | | | A ^F (t, τ ) − aψ(t, τ ) ^C((1 + L/K)t, (1 + L/K)τ ) | | | ≤ 8Lq̄M K^2 ^C(0, 0)

(4.4)

DlØ vseh t, τ udovletvorØ¸wih usloviØm |t| ≤ r i |τ | ≤ r.

Oboznaqim qerez ε vyraßenie v pravoæ qasti (4.4). Esli K dostatoqno veliko, to ε proizvol~no mal. Oqevidno, qto funkciØ ψ(t, τ ) ^C((1 + L/K)t, (1 + L/K)τ ) ØvlØetsØ analitiqeskoæ po obeim argumentam. Ispol~zovanie rezul~tata A. V. KakosØna i L. B. Klebanova (sm. [1]) my vidim, qto suwestvu¸t konstanta C takaØ, qto | | | A ^F (t, τ ) − aψ(t, τ ) ^C((1 + L/K)t, (1 + L/K)τ ) | | | ≤ C log(log(1/ε)) (4.5)

DlØ vseh t i τ udovletvorØ¸wih usloviØm max(|t|, |τ |) ≤ log(log(1/ε)). Poslednee sootnoxenie (4.5) pokazyvaet nam, qto rexeniØ uravneniØ psevdosvertki stremØtsØ k rexeni¸ “modificirovannogo”^1 uravneniØ svertki pri ε stremØwemsØ k nul¸.

1“modifikaciØ” sostoit v rassmotrenii^{ψ(t,τ)}bC_{((1+L/K)t,(1+L/K)τ)} vmesto ψ(t,τ) bC_{(t,τ)} , no ffto suwestvenno

KVAZI–SVERTKI I PRILOȷENI˚ 175

§5. Obrawenie kvazi-svertki v odnomernom sluqae 5.1. Sluqaæ obwih masxtabnyh funkciæ z.

My dokaßem suwestvovanie i edinstvennost~ rexeniØ uravneniØ kvazi-svertki v odnomernom sluqae dlØ special~nyh integral~nyh Øder.

Rassmotrim tol~ko primer kodirovannogo izobraßeniØ, svØzannogo s prisoedinennym operatorom kvazi-svertki (sm. razdel 2). (Dokazatel~stvo rezul~tata budet shodnym i dlØ kvazisvertok, i dlØ prisoedinennogo preobrazovaniØ).

Rassmotrim odnomernu¸ krivu¸ Γ obwego vida s uravneniem

z = z(x) ¿ 0,

i rassmotrim odnomernoe vyraßenie zaregistrirovannogo izobraßeniØ

T_f (x_0) = ∫ R1^{f(x) C} ( z(x)x_0 + Lx z(x) + L ) dx (z(x) + L)^2 . Predpoloßim teper~, qto C – funkciØ indikatora odnomernogo koda, t.e. kompaktnoe podmnoßestvo K R^1. My imeem sledu¸wiæ process vosstanovleniØ

Teorema 5.1. Pust~ K kompaktnyæ interval takoæ, qto K =

[x_1, x_2] ∪ · · · ∪ K_0 s x_1 ≠ x_2 i sup_{x∈K1} x ≤ x_1. Pust~ Γ – vypuklaØ odnomernaØ krivaØ i pust~ T_f zaregistrirovannye dannye, t.e. sootvetstvu¸wee preobrazovanie izmerimoæ funkcii s kompaktnym nositelem. Togda f moßet byt~ vosstanovlena edinstvennym obrazom.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim u(x) = z(x) z(x) + L x_0 + L z(x) + L x, i predpoloßim qto U (x) ∈ K ⇐⇒ x ∈ K(x_0) , gde mnoßestvo K(x_0) zavisit ot x_0 i ot L. Iz predpoloßeniæ Øsno, qto

K(x_0) = K_0(x_0) ∪ [α(x_0), β(x_0)] ,

176 L. B. KLEBANOV, ȷ.-F. KROZE gde sup x∈K0 (x0) x ≤ α(x_0) , i α i β ubyva¸wie funkcii, α(x_0) < β(x_0) dlØ vseh x_0. Teper~ my moßem napisat~

T_f (x_0) = β(x0)∫

α(x0 ) f(x) dx (z(x) + L)^2 + ∫ K0 (x0) f(x) dx (z(x) + L)^2 . Oboznaqim G(u) = u∫ −∞ f(x)/(z(x) + L)^2 dx . My vidim, qto f moßet byt~ vosstanovlena edinstvennym obrazom na osnove g. Deæstvitel~no, my poluqaem

T_f (x_0) = g(β(x_0)) − g(α(x_0)) + ∫ K0(x0) f(x) dx (z(x) + L)^2 . Tak kak f imeet kompaktnyæ nositel~, (t.e. f = 0 vne kompaktnoæ qasti poverhnosti z = z(x)) i tak kak α – ubyva¸waØ funkciØ, to suwestvuet qislo x_1 takoe, qto g(α(x_0)) = 0 dlØ vseh

x_0 ≥ x_1.

Takim obrazom g(β(x_o )) moßet byt~ vosstanovlena edinstvennym obrazom dlØ x_0 ≥ x_1. To est~ my vosstanavlivaem znaqeniØ

g(α(x_0)) dlØ vseh x_0 ≥ x_2, gde x_2 < x_1, po sootvetstvu¸wim zna-

qeniØm f i ∫ K0 (x0) f(x)/(z(x) + L) 2 dx. ProdolßaØ fftot process, my moßem vosstanovit~ edinstvennym obrazom znaqeniØ g(β(x_0)) dlØ x_0 ≥ x_2, t.e. znaqeniØ g(α(x_0)) dlØ x_0 ≥ x_3, x_3 < x_2, vyqislØØ sootvetstvu¸wie znaqeniØ f i ∫ K0(x0) f(x)/(z(x) + L) 2 dx. Posle koneqnogo qisla xagov, my vosstanovim takim obrazom funkci¸ g dlØ vseh znaqeniæ x_0 i, s pomow~¸ differencirovaniØ, vs¸ funkci¸ f. �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy. � 5.2. Sluqaæ obwih svertok.

V fftom razdele my issleduem obrawenie v special~noæ situacii.

KVAZI–SVERTKI I PRILOȷENI˚ 177

Teorema 5.2. χ - ograniqennaØ izmerimaØ funkciØ s kompaktnym

nositelem. Pust~ z afinnaØ masxtabiru¸waØ funkciØ z(x) = ax+

b ¿ 0 i predpoloßim, qto dana kvazi-svertka Qf = f ⋆z χ,, gde f -

izmerimaØ funkciØ (plotnost~) s kompaktnym nositelem. Togda f moßet byt~ vosstanovlena edinstvennym obrazom po dannym Q_f .

Dokazatel~stvo. Preobrazovanie Qf moßet byt~ zapisano

Q_f (x_0) = ∫ f(x) χ ( x_0 − x ax_0 + b ) dx . Zatem my poluqaem

Q_f (x_0/a − b) = = ∫ f(x) χ ( x_0/a − b − x x_0 ) dx = ∫ f(x − b) χ ( 1/a − x x_0 ) dx . Zapixem

Q_f (x_0/a − b) = ∫ f_0(x) χ_0 ( x x_0 ) dx , gde f_0(x) = f(x − b), i χ_0 = χ (1/a − x). Preobrazovanie Mellina ot levoæ qasti pri celom N daet nam ∫ Q_f (x_0/a − b)x^N_0 dx_0 = ∫ f_0(x) ∫ χ_0 ( x x_0 ) x^N_0 dx_0dx , Sledovatel~no, ∫ Q_f (x_0/a − b)x^N_0 dx_0 = ∫ f_0(x)x^N dx ∫ χ_0 (x_0) x^{N +1}_0 dx_0 .

Tak kak ∫ χ_0 (x_0) x^{N +1}_0 dx_0 otliqen ot nulØ dlØ vseh N (pri podho-

dØwih a i χ), to momenty f_0 mogut byt~ vyqisleny odnoznaqno. Tak kak funkcii f_0 i f ime¸t kompaktnye nositeli, to oni mogut byt~ odnoznaqno vosstanovleny po momentam. �to i zaverxaet dokazatel~stvo teoremy. �

§6. InversiØ kvazi-svertok v dvumernom sluqae 6.1 Sluqaæ masxtabnyh funkciæ obwego vida.

Voz~mem dvumernu¸ poverhnost~ S s uravneniem

Z = z(x, y) ¿ 0 , x ∈ R^2

178 L. B. KLEBANOV, ȷ.-F. KROZE

i rassmotrim obobwennoe dvumernoe vyraßenie dlØ zaregistrirovannogo izobraßeniØ

T_f (x_0, y_0) = = 2∫ R^{f(x, y) C} ( z(x, y)x_0 + Lx z(x, y) + L , z(x, y)y_0 + Ly z(x, y) + L ) dxdx (z(x, y) + L)^2 . Zdes~ C - indikatornaØ funkciØ kompaktnogo podmnoßestva

K R^2. My imeem sledu¸wiæ process vosstanovleniØ (shodnyæ s

rassmotrennym v odnomernom sluqae).

Teorema 6.1. Pust~ K kompaktnoe podmnoßestvo R^2, kotoroe

moßet byt~ zapisano v vide K = K_1 × K_2 = {[x_1, x_2] ∪ · · · ∪ [x_{n−1}, x_n]}×{[y_1, y_2] ∪· · ·∪ [y_{n−1}, y_n]}, priqem x_{n−1} ≠ x_n i y_{n−1} ≠ y_n. Predpoloßim, qto S – vypuklaØ dvumernaØ poverhnost~, i pust~ dany zaregistrirovannye dannye T_f , to est~ obobwennoe preobrazovanie kodirovannogo izobraßeniØ izmerimoæ funkcii s kompaktnym nositelem. Togda f moßet byt~ vosstanovlena edinstvennym obrazom.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim U (x, y) = z(x, y) z(x, y) + L x_0 + L z(x, y) + L x , v(x, y) = = z(x, y) z(x, y) + L y_0 + L z(x, y) + L y I predpoloßim, qto

U (x, y) ∈ K_1 ⇐⇒ (x, y) ∈ K_1(x_0, y_0) ,

V (x, y) ∈ K_2 ⇐⇒ (x, y) ∈ K_2(x_0, y_0) ,

gde nabory K_1(x_0, y_0) i K_2(x_0, y_0) zavisØt i ot x_0, y_0 i ot L. Oboznaqim K = K_1 ∩ K_2. Iz predpoloßeniæ teoremy legko videt~, qto K moßet zapisano kak

K(x_0, y_0) =

= K_0(x_0, y_0) ∪ {[α_1(x_0, y_0), β_1(x_0, y_0)] × [α_2(x_0, y_0), β_2(x_0, y_0)]}; , gde sup x∈K0 (x0,y0) x ≤ α_1(x_0, y_0) ,

KVAZI–SVERTKI I PRILOȷENI˚ 179 i sup y∈K0 (x0,y0) y ≤ α_2(x_0, y_0) .

Takim obrazom,

T_f (x_0, y_0) = β1(x0,y0) ∫ α1 (x0,y0) β2(x0,y0) ∫ α2(x0,y0) f(x, y) dxdy (z(x, y) + L)^2 + ∫ K0 (x0,y0) f(x, y) dxdy (z(x, y) + L)^2 . Oboznaqim G(u, v) = u∫ −∞ v∫ −∞ f(x, y) (z(x, y) + L)^2 dxdy . Legko videt~, kak i v odnomernom uqae, qto, f moßet byt~ vosstanovlena edinstvennym sposobom na osnove g: process rekonstrukcii podoben ranee ispol~zovannomu. Deæstvitel~no, my poluqaem

T_f (x_0, y_0) = [g(β_1 (x_0, y_0), α_2(x_0, y_0)) − g(α_1(x_0, y_0), α_2(x_0, y_0))]

+ [g(β_1(x_0, y_0), β_2(x_0, y_0)) − g(α_1(x_0, y_0), β_2(x_0, y_0))] + ∫ K0 (x0,y0) f(x, y) dxdy (z(x, y) + L)^2 . Tak kak α_1(x_0, y_0) < β_1(x_0, y_0) i α_2(x_0, y_0) < β_2(x_0, y_0) dlØ vseh

(x_0, y_0) ∈ R^2, i tak kak α_1, β_1, α_2, β_2 ubyva¸wie funkcii,

i poskol~ku β_1 i β_2 – differenciruemye po x_0 i y_0, to my imeem sledu¸wiæ algoritm: Suwestvuet para (x_1, y_1) takaØ, qto g(α_1(x_0, y_0), α_2(x_0, y_0)) = 0, no g(β_1 (x_0, y_0), α_2(x_0, y_0)) = 0 i

g(α_1(x_0, y_0), β_2(x_0, y_0)) = 0 dlØ vseh x_0 ≥ x_1 i y_0 ≥ y_1. Takim obra-

zom g(β_1 (x_0, y_0), β_2(x_0, y_0) moßet byt~ vosstanovlena edinstvennym obrazom dlØ x_0 ≥ x_1 i y_0 ≥ y_1. To est~ my vosstanavlivaem znaqeniØ g(β_1(x_0, y_0), β_2(x_0, y_0) dlØ vseh x_0 ≥ x_2 i y_0 ≥ y_2, gde

x_2 < x_1 i y_2 < y_1, posredstvom sootvetstvu¸wih znaqeniæ f i ∫ K0(x0,y0) f(x, y)/(z(x, y) + L) 2 dxdy. Posle fftogo processa, my mo-

ßem vosstanovit~ znaqeniØ g na sosednem kvadrate po ee znaqeniØm na predyduwem kvadrate. Tak kak f imeet kompaktnyæ nositel~, to my moßem vosstanovit~, posle koneqnogo qisla xagov, funkci¸ g dlØ vseh znaqeniæ x_0, y_0 i, sledovatel~no, funkci¸ f. �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy. �

180 L. B. KLEBANOV, ȷ.-F. KROZE

Literatura

1. A. V. Kakosyan, L. B. Klebanov, and S. T. Rachev, Koliqestvennye kriterii

shodimosti veroØtnostnyh mer. Aæastan, Erevan, 1988.

2. J. Brunol, J. Fonroget, Bruit multiplex en gammagraphie par codage. Optics Communications 22, No. 3 (1977), 301–306, (in French).

3. N. de Beaucoudrey, L. Garnero, Off-axis multi-slit coding for tomographic X-Ray imaging of microplasma. Optics Communications 49, No 2 (1984), 103–107.

4. J. Brunol, R. Sauneuf, and J. P. Gex, Micro coded aperture imaging applied to laser plasma diagnosis. Optics Communications 31, No. 2 (1979), 129–134.

5. J. F. Crouzet, La Gammagraphie par ouverture de codage. Ph. D. Thesis (1996) Université Bordeaux-I, F-33400 Talence, (in French).

6. N. Ohyama, T. Honda, and J. Tsujiuchi, Tomogram reconstruction using advanced coded aperture imaging. Optics Communications 36, No. 6 (1981), 434–438.

7. E. Todd Quinto, Singular value decompositions and inversion methods for the exterior adon transform and a spherical transform. Journal of Mathematical Analysis and Applications 95, No. 2 (1983).

Klebanov L. B., Crouzed J. F. The quasi-convolutions and the applications to the coded images.

In this paper we introduce a new integral operator, which we call as a quasi-convoluation. The kernel of this operator is analogical to the kernel of the operator of usual convolution, but has a variable scale. Classical inversion by usual Fourier transformation is not possible in this case, but we give the examples of the inversion for the special cases in one and two dimensions. We give also the applications for a recognition of the images in modicine, where the quasi-convolutions are connected with a transformation of the coded images.

Postupilo 5 sentØbrØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet arhitektury i stroitel~stva

Department of Applied Mathematics University Bourdeax-I