L. B. Klebanov, L. A. Halfin O VOSSTANOVLENII PLOTNOSTI PO KONEQNOMU MNOȷESTVU ZNAQENI` PREOBRAZOVANI˚ RADONA Vvedenie

V rabotah [1, 2] byli poluqeny ocenki priblißennogo (v ravnomernoæ metrike) vosstanovleniØ plotnosti na osnove koneqnogo mnoßestva znaqeniæ preobrazovaniØ Radona. Rezul~taty fftih rabot pozvolili, v qastnosti, dat~ rexenie izvestnogo paradoksa komp~¸ternoæ tomografii (sm. [3]). Pri fftom v ukazannyh rabotah ispol~zovalis~ tol~ko dva tipa sglaßiva¸wih Øder – gaussovskie i Valle–Pussena. OstaetsØ neØsnym moßno li vybirat~ Ødra drugih tipov i, esli da, to kak vybor sglaßiva¸wego Ødra vliØet na toqnost~ vosstanovleniØ plotnosti raspredeleniØ.

V fftoæ stat~e my kak raz i issleduem vliØnie sglaßiva¸wego Ødra na toqnost~ vosstanovleniØ plotnosti.

Osnovnye rezul~taty

Pust~ F – mnoßestvo vseh veroØtnostnyh plotnosteæ s nositelØmi, leßawimi v ediniqnom kvadrate

D {x = (x_1, x_2) : |x_1| ≤ 1, |x_2| ≤ 1} .

Dopustim, qto {k_ε(x)}_{ε>0} – nekotoroe semeæstvo funkciæ, udovletvorØ¸wih pri vseh ε usloviØm: 1. ∫_∞ −∞ k_ε(x)dx = 1, K(ε) = ∫_∞ −∞ |k_ε(x)|dx < ∞; 2. ∫_∞ −∞ |^k_ε(x)|dx < ∞, gde ^k_ε(x) – preobrazovanie Fur~e funkcii k_ε.

Pust~ n ≥ 2 natural~noe qislo. Postroim N = 2n napravleniæ θ_1, . . . , θ_N , opredeliv ih ravenstvami

θ_j = 1 √ v^2_j + 1 (v_j , −1), j = 1, . . . , n;

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96-01-00852. 181

182 L. B. KLEBANOV, L. A. HALFIN θ_j = 1 √ v^2_j + 1 (1, v_{j−n}), j = n + 1, . . . , 2n, gde v_k = cos (π(2k − 1)/(2n)) , k = 1, . . . , n.

Zametim, qto v_k sootvetstvu¸t qebyxevskim uzlam interpolØcii. Dopustim, qto dve plotnosti f i g iz F ime¸t sovpada¸wie marginal~nye raspredeleniØ v napravleniØh θ_1, . . . , θ_N . V naxeæ rabote [1] dlØ fftogo sluqaØ byla dokazana sledu¸waØ lemma.

Lemma 2.1. Pri sdelannyh vyxe predpoloßeniØh dlØ harakteri-

stiqeskih funkciæ ^f i ^g pri vseh A > 0 spravedlivo neravenstvo sup ‖τ‖1≤A^{| ^f (τ ) − ^g(τ )| ≤} A^n 2^{n−2}n!

, (2.1)

gde, kak obyqno, ‖τ ‖_∞ = max(τ_1, τ_2), τ = (τ_1, τ_2).

Iz fftogo Øsno, qto | ^f(τ )^k_ε(τ ) − ^g(τ )^k_ε(τ )| ≤ ≤ A^n 2^{n−2}n!

|^k_ε(τ )|I(τ ) + 2(1 − I(τ ))|^k_ε(τ )| (2.2)

pri vseh τ . Zdes~ I(τ ) – indikatornaØ funkciØ kvadrata {τ = (τ_1, τ_2) : |τ_1| < A, |τ_2| < A}. V silu predpoloßeniØ 2. iz sootnoxeniØ (2.2) vytekaet, qto sup_x |f ∗ k_ε(x) − g ∗ k_ε(x)| ≤

≤ A^n 2^{n−2}n! ∫ R^2 |^k_ε(τ )|I(τ )dτ + 2 ∫ R^2 |^k_ε(τ )|(1 − I(τ ))dτ. (2.3) Ots¸da vidno, qto sup_x |f ∗ k_ε(x) − g ∗ k_ε(x)| ≤ K(ε) A^{n+2} 2^{n−2}n! + W_ε(A), gde W_ε(A) = 2 ∫ R^{2 |^kε(τ )|(1−I(τ ))dτ} , priqem^{Wε(A) → 0} pri^{A → ∞}.

V silu proizvol~nosti A > 0 imeem sup_x |f ∗ k_ε(x) − g ∗ k_ε(x)| ≤ inf_{A>0} [ K(ε) A^{n+2} 2^{n−2}n!

+ W_ε(A) ] . (2.4)

O VOSSTANOVLENII PLOTNOSTI 183

RazumeetsØ, pravaØ qast~ (2.4) stremitsØ k nul¸ pri n → ∞, pofftomu my imeem obobwenie rezul~tatov [1, 2] na proizvol~nye sglaßiva¸wie Ødra. Takim obrazom, nami dokazana sledu¸waØ teorema.

Teorema 2.1. Dopustim, qto plotnosti f i g iz F ime¸t so-

vpada¸wie marginal~nye raspredeleniØ v napravleniØh θ_1, . . . , θ_N , a Ødra k_ε udovletvorØ¸t usloviØm 1. i 2. Togda spravedlivo neravenstvo (2.4): sup_x |f ∗ k_ε(x) − g ∗ k_ε(x)| ≤ inf_{A>0} [ K(ε) A^{n+2} 2^{n−2}n!

+ W_ε(A) ] . Esli ße sglaßiva¸wee Ødro k_ε dopolnitel~no udovletvorØet uslovi¸

3. DlØ kaßdoæ funkcii f ∈ F_0 ⊂ F suwestvuet takaØ funkciØ ω_f (ε) > 0 (ne zavisØwaØ ot x), monotonno stremØwaØsØ k nul¸ pri ε → 0, qto

|f ∗ k_ε(x) − f(x)| ≤ ω_f (ε) pri vseh f ∈ F_0 i vseh ε > 0,

to my moßem ocenit~ takße kaqestvo vosstanovleniØ samoæ funkcii f.

Imenno, iz (2.4) s uqetom 3., pri uslovii, qto f ∈ F_0, g ∈ F_0 poluqaem sup_x |f(x) − g(x)| ≤

≤ inf A>0,ε>0 [ K(ε) A^{n+2} 2^{n−2}n!

+ W_ε(A) + ω_f (ε) + ω_g(ε) ] . (2.5)

V fftom sluqae my takße imeem obobwenie sootvetstvu¸wih rezul~tatov iz [1, 2]. Imenno, spravedliv sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 2.2. Dopustim, qto plotnosti f i g iz F ime¸t so-

vpada¸wie marginal~nye raspredeleniØ v napravleniØh θ_1, . . . , θ_N , a Ødra k_ε udovletvorØ¸t usloviØm 1., 2. i 3. Togda spravedlivo neravenstvo (2.5): sup_x |f(x) − g(x)| ≤

≤ inf A>0,ε>0 [ K(ε) A^{n+2} 2^{n−2}n!

+ W_ε(A) + ω_f (ε) + ω_g(ε) ] .

184 L. B. KLEBANOV, L. A. HALFIN

RazumeetsØ, toqnost~ ocenki (2.5) zavisit ot veliqin K(ε), ω_f (ε) i ω_g(ε), kotorye svØzany s konkretnym vidom sglaßiva¸- wego Ødra k_ε. Privedem nekotorye primery.

Primer 1. Rassmotrim Ødro

k_ε(x) = 2ε x_1 [ cos ( x_1 2ε ) − cos (x_1 ε )] 2ε x_2 [ cos (x_2 2ε ) − cos (x_2 ε )] . Zdes~ x = (x_1, x_2). �to izvestnoe Ødro Valle–Pussena. Tak kak ∞∫ −∞ 2ε x_1 [ cos ( x_1 2ε ) − cos (x_1 ε )] dx_1 = 4 π ∞∫ 0 | sin z sin 3z| dz z^2 =

= 2 ( 1 3 + 2 √ 3 π ) , to K(ε) ne zavisit ot ε i

K(ε) = 4 ( 1 3 + 2 √ 3 π )_2 . Pri A > 2/ε preobrazovanie Fur~e funkcii k_ε zanulØetsØ, tak qto W_ε(A) = 0 pri A > 2/ε. Takim obrazom, ocenka (2.4) primet vid sup_x |f ∗ k_ε(x) − g ∗ k_ε(x)| ≤ 64 ( 1 3 + 2 √ 3 π )_2 1 ε^{n+2}n! . Esli ße funkciØ f imeet gradient, ograniqennyæ postoØnnoæ C, to sup_x |f(x) − g ∗ k_ε(x)| ≤ 64 ( 1 3 + 2 √ 3 π )_2 1 ε^{n+2}n! + 2Cε. Primer 2. Rassmotrim Ødro

k_ε(x) = 1 ε^2 ( 1 − |x_1| ε ) ( 1 − |x_2| ε ) , ‖x‖_∞ ≤ ε, 0 , ‖x‖_∞ ≥ ε.

O VOSSTANOVLENII PLOTNOSTI 185

DlØ nego ^k_ε(t) = 2(1 − cos εt^1) ε^2t^2_1

2(1 − cos εt_2) ε^2t^2 . Zdes~ snova K(ε) ne zavisit ot ε i K(ε) = 1. Posqitat~ zdes~ toqnyæ vid W_ε(A) v Øvnom vide uße ne udaetsØ. Odnako Øsno, qto ffta funkciØ zavisit ot proizvedeniØ Aε. Legko ponØt~, qto W_ε(A) ≤ C_1/(Aε), gde C_1 – nekotoraØ absol¸tnaØ postoØnnaØ, priqem ffto neravenstvo toqno pri A → ∞. Takim obrazom, neravenstvo (2.4) prinimaet vid sup_x |f ∗ k_ε(x) − g ∗ k_ε(x)| ≤ inf_{A>0} [ A^{n+2} 2^{n−2}n!

+ C_1/(Aε) ] , qto neskol~ko huße, qem v predyduwem primere.

Literatura

1. L. A. Khalfin, L. B.Klebanov, A solution of the computer tomography paradox and estimating the distances between the densities of measures with the same marginals. — The Annals of Probability 22, No 4 (1994), 2235–2241.

2. L. A. Khalfin, L. B.Klebanov, On some problems of computerized tomography.

In: Probability Theory and Mathematical Statistics. Editors: I. A. Ibragimov and A. Yu. Zaitsev. (Proceedings of the A. N. Kolmogorov Simposium), Gordon and Breach Publishers, 1996, 201–208.

3. S. Gutman, J. H. B. Kemperman, J. A. Reeds, L. A. Shepp, Existence of Probability measures with Given Marginals. — The Annals of Probability No. 4 (1991), 1781–1797.

Klebanov L. B., Khalfin L. A. On reconstruction of the density based on the finite set of Radon’s transformation.

In this paper we give the estimates of the approximate (in the different metrixes) reconstruction of the smoothed density based on the finite set of Radon’s transformation for the different smoothing kernels.

Postupilo 5 sentØbrØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet arhitektury i stroitel~stva

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN