A. V. Liber, V. A. Smirnova O RASPREDELENII FUNKCIONALOV OT BRAUNOVSKOGO DVIȷENI˚ S LINE`NYM SNOSOM

1. V rabote prodolßeny issledovaniØ, naqatye v [1].

Pust~ w_c(s) = cs + w(s), gde w(s) – process brounovskogo dvißeniØ. V otliqie ot vinerovskogo processa, process w_c(s) ne-

vozraten, i moment ν(0, t) = min{s;^s ∫ 0 g(w_c(v))dv ¿ t}, nazvannyæ

v [1] obratnym ko vremeni prebyvaniØ, moßet byt~ kak koneqnym, tak i beskoneqnym. V sluqae ν(0, t) < ∞ rezul~taty dlØ vinerovskogo processa so snosom mogut byt~ poluqeny iz sootvetstvu¸wih rezul~tatov dlØ vinerovskogo processa bez snosa s pomow~¸ preobrazovaniØ Girsanova [5, glava 6, §3].

V sluqae, kogda ν(0, t) = ∞, primenit~ preobrazovanie Girsanova nevozmoßno. Rezul~taty ime¸t smysl lix~ pri estestvennyh usloviØh nakladyvaemyh na funkcii f i g i dokazatel~stvo suwestvenno otliqaetsØ ot dokazatel~stva dlØ sluqaØ ν(0, t) < ∞. V rabote takße rassmatrivaetsØ dostatoqno obwiæ moment ostanovki, vkl¸qa¸wiæ momenty, rassmotrennye v [1]. Predloßennyæ metod pozvolØet vyqislØt~ Øvnye vyraßeniØ dlØ raspredeleniæ funkcionalov.

2. Pri vyqislenii raspredeleniæ funkcionalov na pervom ffta-

pe zadaqa o vyqislenii raspredeleniØ dlØ fiksirovannogo momenta t zamenØetsØ analogiqnoæ zadaqeæ dlØ sluqaænogo momenta τ , (τ ne zavisit ot brounovskogo dvißeniØ i imeet ffksponencial~noe raspredelenie). Podrobnee ob fftom sm. v [1].

Pust~ f(x) – neotricatel~naØ kusoqno-nepreryvnaØ funkciØ. Vvedem oboznaqeniØ:

l_c(s, y) = lim_{ε→0}^1ε s∫ 0 1I_{(y,y+s)}(w_c(v))dv – lokal~noe vremØ processa

w_c(s); 205

206 A. V. LIBER, V. A. SMIRNOVA

A_0(s) =^s ∫ 0 f(w_c(v))dv – integral~nyæ funkcional ot w_c(s);

A_γ (s) =^s ∫ 0 f(w(v))dv +^p ∑ i=1 γ_il_c(s, a_i), γ_i ¿ 0, a_i ∈ R^1, p < ∞ – additivnyæ funkcional, vkl¸qa¸wiæ lineænu¸ kombinaci¸ lokal~nyh vremen; ν(β, t) = inf{s; s∫ 0 g(w_c(v))dv+ q∑ k=1 β_kl(s, z_k) ¿ t}, β_k ¿ 0, k = 1, . . . , q – moment, obratnyæ k additivnomu funkcionalu; ν_l(β_l, t) = inf{s; s∫ 0 g_r(w(v))dv + q∑ k=1 β_{r,k}l(s, z_{r,k}) ¿ t}, β_{r,k} ¿ 0, k = 1, . . . , q, r = 1, . . . , n + 1 – semeæstvo momentov, obratnyh k additivnym funkcionalam;

ν^{∧n}(β,⃗t) = ν_1(β, t_1) ∧ ν_2(β, t_2) ∧ . . . ∧ ν_{n+1}(β, t_{n+1}) – minimum neskol~kih momentov.

Dokazatel~stvo teorem o vyqislenii raspredeleniæ funkcionalov v sluqae, kogda ν(0, t) = ∞ opiraetsØ na sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 2A. Pust~ f(x), x ∈ (−∞, ∞) – neotricatel~naØ

kusovno-nepreryvnaØ funkciØ takaØ, qto pri nekotoryh h_1 i h_2 vypolneno ravenstvo f(x) = 0, kogda c < 0 i x ∈ (−∞, h_1), ili, kogda c > 0 i x ∈ (h_2, ∞).

Togda dlØ c < 0 funkciØ

U_−(x) = e^{cx}E^x[exp(−A_γ (∞), sup_0 6s6∞^{wc(s) < b], x ∈ (−∞, b),} a dlØ c > 0 funkciØ

U_+(x) = e^{cx}E^x[exp(−A_γ (∞), a < inf_06_s6_∞ w_c(s)], x ∈ (a, ∞)

ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym rexeniem zadaqi: 1 2 U^{′′}(x) − (c^2/2 + f(x))U (x) = 0, x ∈ (−∞, ∞)/{a_r, . . . , a_r} (2.1) U^′(a_{k+0}) − U^′(a_{k−0}) = 2γ_kU (a_k), b = r . . . r (2.2) s sootvetstvu¸wimi graniqnymi usloviØmi: lim x→−∞ e^{−cx}U_−(x) = 1, U_−(b − 0) = 0, (2.3)

U_+(a + 0) = 0, lim_{x→∞} e^{cx}U_+(x) = 1. (2.4)

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 207

Zameqanie 2.1. Esli b = ∞, to uslovie sprava v (2.3) dolßno

byt~ zameneno usloviem, qto funkciØ e^{−cx}U_−(x) ograniqena pri x → ∞. Esli a = −∞, to uslovie sleva v (2.4) dolßno byt~ zameneno usloviem, qto funkciØ e^{−cx}U_+(x) ograniqeno pri x → −∞.

Dokazatel~stvo. Poloßim

U^c(x) = E^x exp ( − ∞∫ 0 f(w_c(s))ds ) . (2.5)

Oboznaqim qerez F_t – σ-algebru sobytiæ, poroßdennyh processom w_c(s) pri s 6 t. Funkci¸ u^c(x), ispol~zuØ markovskoe svoæstvo vinerovskogo processa, moßno predstavit~ v sledu¸wem vi- de: u^c(x) = E^x { E^{x{} exp^( −^{∞∫}_0 f(wc(s))ds^{)|}Ft^{}}} = = E^{x{}e^{− R t}0^{f(wc (s))ds}E^{x{} exp^( −^{∞∫}_t f(wc(s))ds^{)|}Ft^{}}} = u(t, x). Iz formuly Feænmana–Kaca sleduet, qto u(t, x) udovletvorØet uravneni¸: ∂ ∂t u(t, x) =^1_2 ∂ ∂x u(t, x) + c ∂ ∂x u(t, x) − f(x)u(t, x). Tak kak funkciØ u(t, x) ne zavisit ot t, to u_c(x) udovletvorØet uravneni¸:_1 2 U^{′′}_c (x) + cU^′_c(x) − f(x)U_c(x) = 0. (2.6)

Oqevidno, qto funkciØ e^{cx}U_c(x) budet udovletvorØt~ uravneni¸ 1 2 U^{′′}(x) − ( c^2

2 + f(x) ) U (x) = 0.

Takim obrazom, pri b = ∞ i a = −∞ i γ_i = 0, i = 1, 2, . . . , p funkcii U_±(x) udovletvorØ¸t uravneni¸ (2.1).

Vypolnenie graniqnyh usloviæ (2.3), (2.4) sleduet iz togo, qto pri c < 0 P^x(sup w_c(s) 6 h) → 1 pri x → −∞ i pri c > 0

P^x(sup wc(s) ¿ h) → 1 pri x → ∞. Teorema 2A dlØ ukazannyh

znaqeniæ parametrov dokazana.

208 A. V. LIBER, V. A. SMIRNOVA

DlØ sluqaØ, kogda b ≠ ∞, a ≠ −∞, γ_i ≠ 0, i = 1, 2, . . . , p, teorema moßet byt~ vyvedena s pomow~¸ predel~nogo perehoda pri ε → 0 iz dokazannogo utverßdeniØ, v kotorom special~nym obrazom nabl¸da¸tsØ funkcii f_ε(x). Podrobnee o predel~nom perehode takogo tipa sm. [4].

Sledu¸wiæ rezul~tat ØvlØetsØ osnovnym v rexenii zadaqi o vyqislenii raspredeleniæ funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ so snosom v sluqae, kogda ν(0, t) = ∞.

Teorema 2.1. Pust~ f(x), x ∈ (−∞, ∞) – neotricatel~naØ

kusoqno-nepreryvnaØ funkciØ. Pust~ pri nekotoryh h_1, h_2 vypolnØ¸tsØ ravenstva f(x) = 0, g(x) = 0, kogda c < 0 i x ∈ (−∞, h_1) ili kogda c > 0 i x ∈ (h_2, ∞). Oboznaqim dlØ kratkosti ν = ν(0, τ ). Togda dlØ c < 0 funkciØ

U_−(x) = e^{cx}E^x{exp(−A_0(ν)); ν = ∞, sup_0 6s≠ν^{wc(s) < b},} a dlØ c > 0 funkciØ

U_+(x) = e^{cx}E^x{exp(−A_0(ν)); ν = ∞, inf_06_s6_ν w_c(s) > a}

ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym rexeniem zadaqi: 1 2 U^{′′}(x) − (λg(x) + c^2

2 + f(x))U (x) = 0 (2.7)

so sledu¸wimi graniqnymi usloviØmi: lim x→−∞ e^{−cx}U_−(x) = 1, U_−(b−) = 0, lim_{x→∞} e^{−cx}U_+(x) = 1; U_+(a+) = 0.

(2.8)

Dokazatel~stvo. Predpoloßim snaqala, qto b = ∞. Rassmo-

trim sluqaæ c < 0. Tak kak g(x) – neotricatel~naØ funkciØ, to uslovie ν(0, t) = ∞ ffkvivalentno uslovi¸^∞ ∫ 0 g(w_c(s))ds < t. Ispol~zuØ ffto poluqim

E^{x{} exp^( − ν(0,t)∫

0 f(w_c(s))ds ) ; ν(0, t) = ∞ } =

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 209

= E^{x{} exp^( − ν(0,t)∫

0 f(w_c(s))ds ) 1I_{(−∞,t)} (^∞∫ 0 g(w_c(v))dv )}

U (x) = ∞∫ 0 e^{−λt}E^x { exp ( − ∞∫ 0 f(w_c(s))ds ) ×

×1I_{(−∞,t)} (^∞∫ 0 g(w_c(v))dv )} dt = E^{x{ 1}_λ exp^( −^{∞∫}_0 f(wc(s))ds − λ^{∞∫}_0 g(wc(s))ds^{)}} =

= E^{x{ 1}_λ exp^( −^{∞∫}_0 f(wc(s)) + λg(wc(s))ds^{)}}.

PrimenØØ teoremu 2.A k funkcii f_1(x) = f(x) + λg(x), poluqaem utverßdenie teoremy 2.1.

Pri b < ∞ utverßdenie teoremy poluqaetsØ analogiqno tomu, kak ffto sdelano v [2, gl. 2, §2, teorema 2.2]. Sluqaæ c > 0 rassmatrivaetsØ toqno takße.

DlØ bolee obwego momenta ostanovki ν^{∧n}(β,⃗t) spravedliv sledu¸wiæ rezul~tat.

Pust~ τ_l, l = 1, . . . , n + 1 – nezavisimye ffksponencial~no raspredelennye s parametrami λ_l sluqaænye momenty vremeni, ne zavisØwie ot w_c, λ = (λ_1, λ_2, . . . , λ_{n+1}), ⃗τ = (τ_1, τ_2, . . . , τ_{n+1}). Opredelim moment ostanovki

ν^{∧n}(0, ⃗τ) = ν_1(0, τ_1) ∧ . . . ∧ ν_{n+1}(0, τ_{n+1}).

DlØ β = 0 oboznaqim ν = ν^{∧n}(0, ⃗τ).

Teorema 2.2. Pust~ f(x), gl(x) – neotricatel~nye kusoqno-nepre-

ryvnye funkcii i takie, qto pri nekotoryh h_1, h_2 f(x) = 0, g_l(x) = 0, kogda c < 0 i x ∈ (−∞, h_1), ili kogda c > 0 i x ∈ (h_2, ∞).

Togda dlØ c < 0 funkciØ

U^{∧n}_− (x) = e^{cx}E^x { exp(−A_0(ν)), ν = ∞, sup_0 6s6ν^{wc(s) < b} } ,

210 A. V. LIBER, V. A. SMIRNOVA a dlØ c > 0 funkciØ

U^{∧n}_+ (x) = e^{cx}E^x { exp(−A_0(ν)), ν = ∞, inf_06_s6_ν w_c(s) > a }

ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym rexeniem zadaqi. 1 2 U^{′′}(x) − (_{n+1}∑ l=1 λ_lg_l(x) + f(x) +

c^2 2 ) U (x) = 0, x ∈ (a, b), lim x→−∞ e^{−cx}U_−(x) = 1, U_−(b − 0) = 0,

lim_{x→∞} e^{cx}U_+(x) = 1; U_+(a + 0) = 0.

(2.9)

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy polnost~¸ analogiqno dokazatel~stvu teoremy 2.1, tak kak

U^{∧n}_− (x) = ∞∫ 0 . . . ∞∫ 0 e^{−(⃗λ,⃗t)}E^x { exp ( − ν∫ 0 f(w_c(s))ds ) , ν = ∞ }

= ∞∫ 0 ... ∞∫ 0 e^{−(⃗λ,⃗t)}E^x { exp ( − f(w_c(s))ds )_n∏ i=1 1I_{(−∞,ti)} (^∞∫ 0 g_i(w_c(v))dv )}

= E^{x{ 1}_{λ1 . . . λn+1} exp^( −^{∞∫}_0 f(wc(s))ds −^{n+1∑}_{k=1} λi^{∞∫}_0 gi(wc(s))ds^{)}}. Zameqanie 2.2. V sluqae, kogda vmesto ν^{∧n}(0, ⃗τ ) rassmatriva-

etsØ moment ν^{∧n}(β, ⃗τ ) rezul~taty obobwa¸tsØ analogiqno tomu, kak ffto sdelano v [1, teorema 2.4]).

3. Rassmotrim sluqaæ, kogda moment ν(β, t) koneqen. My doka-

ßem teoremu dlØ bolee obwego, qem v [1], momenta ostanovki, ne ispol~zuØ preobrazovanie Girsanova.

Sformuliruem teoremu o vyhode iz oblasti (teorema 4.A v [1]) dlØ brounovskogo processa so snosom, kotoraØ budet nußna v kaqestve vspomogatel~nogo rezul~tata.

Teorema 3.1. Pust~ F (x, ⃗y), f(x, ⃗y), x ∈ R, y ∈ R^k – neotrica-

tel~nye kusoqno-nepreryvnye funkcii po kaßdoæ iz peremennyh, ograniqennye na l¸bom kompakte iz R^{k+1}. Pust~ ξ(s) = (x + w_c(s),

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 211

y_1 −^s ∫ 0 g_1(x+w_c(x))du, . . . , y_k − ∫_s 0 g_k(x+w_c(u))du), gde g_i, i = 1, . . . , k – neotricatel~nye kusoqno-nepreryvnye funkcii, μ = min{s : ξ(s) ∉ Δ} – moment pervogo vyhoda processa ξ(s) iz oblasti Δ. Togda funkciØ u(x, ⃗y) = E^x { F (ξ(μ)) exp ( − μ∫ 0 f(ξ(s)) ) ds; μ < ∞ }

udovletvorØet v oblasti Δ uravneni¸: 1 2 ∂^2 ∂x^2 u(x, ⃗y) + c ∂ ∂x u(x, ⃗y) − k∑ l=1 g_l(x) ∂ ∂y_l u(x, ⃗y)− −f(x, ⃗y)u(x, ⃗y) = 0 (3.1) i graniqnomu uslovi¸ u(x, ⃗y) = F (x, ⃗y) pri (x, ⃗y) ∈ ∂Δ. Sledstvie. Pust~ F (x, ⃗y), f(x, ⃗y), ξ(s) – opredeleny kak v predy-

duweæ teoreme μ_1 = min{s; ξ(s) ∉ Δ_1}; μ_2 = min{s; ξ(s) ∉ Δ_2} – momenty pervogo vyhoda processa ξ(s) iz oblasteæ Δ_1 i Δ_2 sootvetstvenno. Pust~ Δ = Δ ∩ Δ_2. Togda, oqevidno, μ = μ_1 ∧ μ_2 = min{s : ξ(s) ∉ Δ}. Togda funkciØ u(x, ⃗y) = E^x{F (ξ(μ)) exp ( − μ∫ 0 f(ξ(s)) ) ds; μ = μ_1, μ < ∞} (3.2)

udovletvorØet v oblasti Δ uravneni¸ (3.1) i graniqnym uslovi- Øm: u(x, ⃗y) = F (x, ⃗y), pri (x, ⃗y) ∈ ∂Δ ∩ ∂Δ_1 (3.3) u(x, ⃗y) = 0, pri (x, ⃗y) ∈ ∂Δ/∂Δ_1. (3.4) Dannyæ rezul~tat neposredstvenno sleduet iz predyduweæ teoremy, tak kak u(x, ⃗y) = E^x { F (ξ(μ))1I_{∂Δ1} ((ξ(μ)) exp ( − μ∫ 0 f(ξ(s)) ) ds, μ < ∞ }

212 A. V. LIBER, V. A. SMIRNOVA

i, soglasno teoreme 3.1, u(x, ⃗y) udovletvorØet uravneni¸ (3.1) v oblasti Δ i ffkvivalentnomu (3.3) i (3.4) graniqnomu uslovi¸ u(x, ⃗y) = F (x, ⃗y)1I_{∂Δ1} (x, ⃗y) pri (x, ⃗y) ∈ ∂Δ. DlØ momenta ostanovki ν^{∧n}(0, ⃗τ ) spravedliv sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 3.2. Pust~ F (x), f(x) – neotricatel~nye kusoqno-nep-

reryvnye funkcii, m 6 n, 1 6 i_1 6 . . . 6 i_{m+1} < i_{n+1}, ν^{∧m} = ν_{i1} (0, τ_{i1}) ∧ . . . ∧ ν_{im+1} (0, τ_{im+1} ). Togda funkciØ

S^{∧n}(x) = E^x{F (w_c(ν^{∧n})) exp(−A_0(ν^{∧n})), ν^{∧n} = ν^{∧m}, ν^{∧n} < ∞} ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym ograniqennym rexeniem uravneniØ: 1 2 S^{′′}(x) + cS^′(x) − ( f(x) + n+1∑ j=1 λ_j g_j(x) ) S(x) = − m+1∑ l=1 λ_{il} g_{il} (x)F (x). Dokazatel~stvo. Primenim sledstvie iz teoremy 3.1 k proces- su ξ(s)= ( x+w_c(s), t_1− s∫ 0 g_1(x+w_c(v))dv, . . . , t_{n+1}− s∫ 0 g_{n+1}(x+w_c(v))dv )

i oblastØm Δ_1 = R^1 × A_1 × . . . × A_{n+1}, Δ_2 = R^1 × B_1 × . . . × B_{n+1}, Δ = Δ_1 ∩ Δ_2 = R^1 × [(0, ∞)]^{n+1}, gde { A_j = R^1, j ≠ i_l, A_j = (0, ∞), j = i_l, { B_j = (0, ∞), j ≠ i_l, B_j = R^1, j = i_l. . Togda funkciØ H H(x,⃗t) = E^x{F (w_c(ν^{∧n}(0, ⃗τ))) exp(−A_0(ν^{∧n}(0, ⃗τ))), ν^{∧n}(0, ⃗τ ) = = ν^{∧m}(0, ⃗τ), ν^{∧n}(0, ⃗τ) < ∞} udovletvorØet uravneni¸ pri x ∈ Δ 1 2 ∂^2 ∂x^2 H(x, ⃗t) + c ∂ ∂x H(x,⃗t) − n+1∑ j=1 g_j (x) ∂ ∂t_j H(x, ⃗t) − f(x,⃗t)H(x,⃗t) = 0

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 213

i n + 1 graniqnym usloviØm: H(x, t_1, . . . , t_{k−1}, 0, t_{k+1}, . . . , t_{n+1}) = 0, k ≠ i_l, H(x, t_1, . . . , t_{k−1}, 0, t_{k+1}, . . . , t_{n+1}) = F (x), k = i_l. FunkciØ S^{∧n}(x) – ffto n + 1-kratnoe preobrazovanie Laplasa funkcii H(x,⃗t): S^{∧n}(x) = λ_1, . . . , λ_{n+1} ∞∫ 0 . . . ∞∫ 0 exp − n+1∑ j=1 λ_j t_j H(x,⃗t)dt_1, . . . , dt_{n+1}. Togda ∞∫ 0 . . . ∞∫ 0 exp − n+1∑ j=1 λ_jt_j ∂ ∂t_k H(x, ⃗t)dt_1, . . . , dt_{n+1} = ∞∫ 0 . . . ∞∫ 0 exp − n+1∑ j=1 λ_jt_j H(x,⃗t) | | | | t_k=∞ t_k=0 dt_1, . . . , dt_{k−1}, dt_{k+1} . . . dt_{n+1}+

+λ_k ∞∫ 0 . . . ∞∫ 0 exp − n+1∑ j=1 λ_j t_j H(x,⃗t)dt_1, . . . , dt_n =

= { −λ_kF (x) + λ_kS^{∧n}(x), k = i_l, λ_kS^{∧n}(x), k ≠ i_l. Ots¸da sleduet, qto 1 2 S^{′′}(x) + cS^′(x) − ( f(x) + n+1∑ j=1 λ_j g_j(x) ) S(x) = − m+1∑ k=1 λ_{ik} g_{ik} (x)F (x). V zakl¸qenie otmetim 2 qastnyh sluqaØ fftoæ teoremy:

a) m = 0. V fftom sluqae teorema opisyvaet raspredelenie funkcionala pri uslovii, qto ν_{i1}(0, τ_{i1} ) ØvlØetsØ naimen~xim iz vseh momentov, vhodØwih v opredelenie ν^{∧n};

b) m = n. V fftom sluqae uslovie ν^{∧n} = ν^{∧m} – moßno obrat~, to est~ poluqaetsØ raspredelenie funkcionala s edinstvennym naloßennym usloviem ν^{∧n} < ∞.

V sluqae, kogda m = n = 0, my poluqaem raspredelenie momenta, v kotorom ne figuriru¸t minimumy. Primedem analog teoremy 3.2 dlØ momentov, vkl¸qa¸wih lokal~nye vremena.

214 A. V. LIBER, V. A. SMIRNOVA

Teorema 3.3. Pust~ F (x), f(x) neotricatel~nye kusoqno-nepre-

ryvnye funkcii, ν^{∧n} = ν_1(β_1, τ_1) ∧ . . . ∧ ν_{n+1}(β_{n+1}, τ_{n+1}), m 6 n,

1 6 i1 < . . . < im+1 6 in+1, ν^{∧m} = νi_1(βi_1 τi_1 ) ∧ . . . ∧ νm+1(βm+1, τi_{m+1} ).

Togda funkciØ

S^{∧n}(x) = E^x { F (w_c(ν^{∧n})) exp(−A_γ (ν^{∧n})), ν^{∧n} = ν^{∧m}, sup_0 6s6ν^{wc(s) < b,} inf_06_s6_ν w_c(s) > a, ν^{∧n} < ∞ } , ØvlØetsØ edinstvennym nepreryvnym ograniqennym rexeniem za- daqi dlØ x ∈ (a, b) \ {z_{1,1}, . . . , z_{1,q}, z_{2,1}, . . . , z_{n+1,q}, a_1 . . . , a_p} 1 2 S^{′′}(x) + cS^′(x) − ( f(x) + n+1∑ j=1 λ_j g_j(x) ) S(x) =

= − m+1∑ l=1 λ_{il} g_{il} (x)F (x) (3.5) S^′(z_{r,k}+) − S^′(z_{r,k}−) = 2λ_rβ_{r,k}S(z_{r,k} ) − 2λ_r β_{r,k}F (z_{r,k}), r = 1, . . . , n + 1, k = 1, . . . , q, r = i_l (3.6) S^′(z_{r,k}+) − S^′(z_{r,k}−) = 2λ_rβ_{r,k}S(z_{r,k} ), k = 1, . . . , q, r ≠ i_l (3.7) S^′(a_i+) − S^′(a_i−) = 2γ_iS(a_i), i = 1, . . . , p (3.8) S(a+) = 0, S(b−) = 0. (3.9) UsloviØ (3.6)–(3.8) mogut byt~ poluqeny putem predel~nogo perehoda v teoreme 3.2, primenennoæ k special~nym funkciØm

g_ε(x) = g(x) +^1ε q∑ k=1 β_{r,k} 1I_{[zr,k,zr,k+ε)}(x),

f_ε(x) = f(x) +^1ε p∑ i=1 γ_i1I_{[ai,ai+ε)}(x). Uravnenie (3.5) i graniqnye usloviØ (3.9) poluqa¸tsØ zamenoæ oblasti Δ v dokazatel~stve teoremy 3.2 na oblast~ (a, b) × [(0, ∞)]^{n+1}.

Pereædem k rassmotreni¸ rezul~tatov o vyqislenii raspredeleniæ funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ so snosom dlØ momentov, soderßawih operacii maksimuma.

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 215

Naqnem s naibolee prostogo momenta ν^∧ = ν^∨(β,⃗t) = ν_1(β, t_1) ∨ ν_2(β_2, t_2). Poloßim ν^∧ = ν^∧(β,⃗t) = ν_1(β_1, t_1)∧ν_2(β_2, t_2). Sledu¸wee sootnoxenie pozvolØet svodit~ zadaqu o raspredelenii funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ so snosom, ostanovlennogo v maksimal~nyæ iz dvuh momentov ν_l, l = 1, 2, k analogiqnym zadaqam dlØ samih momentov ν_l, i momentu minimuma ν_1 ∧ ν_2. Imeem

E^x{F (wc(ν^∨)) exp(−A0(ν^∨)), ν^∨ < ∞} = E^x{F (wc(ν1)) exp(−A0(ν1)), ν2 < ν1 < ∞}+ +E^x{F (wc(ν2)) exp(−A0(ν2)), ν1 < ν2 < ∞} = = E^x{F (wc(ν1)) exp(−A0(ν1)), ν1 < ∞}− −E^x{F (wc(ν1)) exp(−A0(ν1)), ν1 < ν2, ν1 < ∞}+ +E^x{F (wc(ν2) exp(−A0(ν2)), ν2 < ∞}− −E^x{F (wc(ν2)) exp(−A0(ν2), ν2 < ν1, ν2 < ∞} = = E^x{F (wc(ν1)) exp(−A0(ν1)), ν1 < ∞} + E^x{F (wc(ν2)) exp(−A0(ν2)),

ν_2 < ∞} − E^x{F (w_c(ν^∧)) exp(−A_0(ν^∧)), ν^∧ < ∞}. (3.10)

Takim obrazom, moßno poluqit~, qto dlØ matematiqeskih oßidaniæ ot funkcionalov, ostanovlennyh v moment maksimal~nyæ iz dannyh momentov ostanovki, spravedliv analog izvestnoæ formuly dlØ veroØtnosteæ P (^n⋃ i=1 A_i ) = n∑ i=1 P (A_i) − ∑ i<j P (A_iA_j) + ∑ i<j<k P (A_iA_jA_k) + . . . +

+(−1)^nP (A_1 . . . A_n),

gde vmesto ob¨edineniØ mnoßestv budut figurirovat~ maksimumy momentov, a vmesto pereseqeniæ – minimumy momentov. �to sleduet iz togo, qto moment vyhoda iz pereseqeniØ oblasteæ est~ minimum momentov vyhoda iz oblasti, a iz ob¨edineniØ – maksimum.

V rezul~tate, l¸boæ moment, soderßawiæ operacii maksimuma i minimuma moßet byt~ vyraßen qerez momenty, soderßawie tol~ko operaci¸ minimuma. Naprimer, dlØ momenta

ν̃ = ν_1(0, τ_1) ∨ [ν_2(0, τ_2) ∨ {ν_3(0, τ_3) ∨ ν_4(0, τ_4)}]

216 A. V. LIBER, V. A. SMIRNOVA

verno sledu¸wee toßdestvo: (dlØ kratkosti

E^x{F (wc(ν)) exp(−A0(ν)), ν < ∞} budem oboznaqat~ E(ν))

E(ν̃) = E(ν_1)+E(ν_2 ∧ν_3)+E(ν_2 ∧ν_4)−E(ν_2 ∧ν_3 ∧ν_4)−E(ν_1 ∧ν_2 ∧ν_4)− −E(ν_1 ∧ ν_2 ∧ ν_3) + E(ν_1 ∧ ν_2 ∧ ν_3 ∧ ν_4).

DlØ sluqaØ ν^∨ = ∞ imeem

E^x{F (wc(ν^∨)) exp(−A0(ν^∨)), ν^∨ = ∞} = = E^x{F (wc(ν1)) exp(−A0(ν1)), ν1 = ∞} + E^x{F (wc(ν2))×

× exp(−A_0(ν_2)), ν_2 = ∞} − E^x{F (w_c(ν^∧)) exp(−A_0(ν^∧)), ν^∧ = ∞}. Privedem prostye primery vyqisleniØ raspredeleniæ.

Primer 1. Rassmotrim sluqaænyæ moment

ν(0, τ ) = min { s : s∫ 0 1I_{[r,∞)}(w_c(v))dv ¿ τ } . Vyqislim P^x(ν(0, τ ) = ∞) pri c < 0. Soglasno teoreme 2.1 dannaØ veroØtnost~ est~ edinstvennoe ograniqennoe rexenie zadaqi: {_1

2 S^{′′}(x) + cS^′(x) − λ1I_{[r,∞)}(x)S(x) = 0 S(−∞) = 1 . Ots¸da sleduet, qto pri c < 0

P^x(ν(0, τ ) = ∞) =

1 + c^+

p_{c2 + 2λ} c � pc^2 + 2λ^{e(r−x)2c, x} 6^{r,} 2c c � pc^2 + 2λ^{e(r−x)(} √ c2+2λ+c), x ¿ r. Primer 2. Rassmotrim moment, obratnyæ k lokal~nomu vremeni: ρ(t, r) = min{s : l_c(s, r) ¿ t}. Vyqislim P^x(ρ(t, r) = ∞) pri c < 0.

UqityvaØ zameqanie 2.2, moßno pokazat~, qto veroØtnost~

P^x(ρ(τ, r) = ∞) pri c < 0 est~ edinstvennoe nepreryvnoe ograni-

qennoe rexenie zadaqi: 1 2 S^{′′}(x) + c S^′(x) = 0, S^′(r+) − S^′(r−) = 2λS(r), S(−∞) = 1.

O RASPREDELENII FUNKCIONALOV 217

Sledovatel~no,

P^x(ρ(τ, r) = ∞) = 1 + λ c � λ^{e2c(r−x), x} 6^{r,} c c � λ^{, x} ¿^{r.}

ObrawaØ preobrazovanie Laplasa, poluqim, qo pri c < 0 P^x(ρ(t, r) = ∞) =^{{ 1 − e2c(r−x) − cect+2c(r−x), x} 6^{r,} −ce^{ct}, x ¿ r. Literatura

1. A. N. Borodin, O raspredelenii funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ, ostanovlennogo v moment, obratnyæ ko vremeni prebyvaniØ. Zap. nauqn. semin. POMI 228 (1996), 39–56.

2. A. N. Borodin, I. A. Ibragimov, Predel~nye teoremy dlØ funkcionalov ot sluqaænyh blußdaniæ. Nauka, S.-Peterburg, 1994.

3. A. N. Borodin, O raspredelenii funkcionalov ot brounovskogo dvißeniØ ostanovlennogo v moment obratnoæ k lokal~nomu vremeni. Zap. nauqn. semin. LOMI 184 (1990), 37–61.

4. A. N. Borodin, RaspredeleniØ funkcionalov ot brounovskogo lokal~nogo vremeni. TeoriØ veroØtn. i ee primen. 34, No. 3 (1989), 433–450.

5. R. F. Lincer, A. N. XirØev, Statistika sluqaænyh processov. M., Nauka, 1970.

Liber A. V., Smirnova V. A. On distribution of functionals of Brownian motion with linear drift.

The paper deals with the methods of calculation of the distributions of function-

als of Brownian motion with linear drift. The different stopping time moments are

considered. The cases when the moments are equal to infinity is of special interest.

Postupilo 8 oktØbrØ 1997 g.

Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ fflektrotehniqeskiæ universitet