V. B. Nevzorov OB ODNOM PREDEL^NOM SOOTNOXENII MEȷDU POR˚DKOVYMI STATISTIKAMI I REKORDAMI

1. Vvedenie

Pust~ X_1, X_2, . . . , – nezavisimye sluqaænye veliqiny s obweæ nepreryvnoæ funkcieæ raspredeleniØ F i X_{1,n} 6 X_{2,n} 6 . . . 6 X_{n,n}, n = 1, 2, . . . , – sootvetstvu¸wie porØdkovye statistiki. S porØdkovymi statistikami tesno svØzany rekordnye veliqiny L(n) i rekordnye veliqiny X(n), kotorye opredelØ¸tsØ sootnoxeniØmi:

L(1) = 1, L(n + 1) = min{j : X_j > X_{L(n)}}, n = 1, 2, . . . (1) i X(n) = X_{L(n)}, n = 1, 2, . . . . (2) Esli byt~ toqnymi, ravenstvami (1) i (2) opredeleny verhnie rekordnye momenty i verhnie rekordnye veliqiny. Esli v (1) znak > zamenit~ na <, to budem imet~ delo s nißnimi rekordami. Netrudno zametit~, qto teoriØ nißnih rekordnyh momentov i veliqin sovpadaet s teorieæ verhnih rekordov, poskol~ku dlØ perehoda ot odnih rekordov k drugim dostatoqno vmesto ishodnyh sluqaænyh veliqin X_1, X_2, . . . rassmotret~ posledovatel~- nost~ Y_1 = −X_1, Y_2 = −X_2, . . . . V dal~neæxem my budem govorit~ o rekordnyh momentah i rekordnyh veliqinah, imeØ v vidu verhnie rekordy.

Otmetim, qto rekordnye veliqiny sootnoxeniem X(n) = X_{L(n),L(n)}, (3) svØzany s maksimal~nymi porØdkovymi statistikami.

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (grant 96-01-00549), grantom veduwih nauqnyh xkol No. 96-15-96199 i Federal~noæ celevoæ programmoæ integraciiØ No. 326.53. 218

OB ODNOM PREDEL^NOM SOOTNOXENII 219

Podrobno s teorieæ porØdkovyh statistik, ffkstremal~nyh porØdkovyh statistik i rekordov moßno poznakomit~sØ sootvetstvenno v knigah [1, 2] i obzore [3].

Sootnoxenie (3) svØzyvaet rekordnye veliqiny s maksimal~- nymi qlenami variacionnogo rØda, postroennogo po vyborke sluqaænogo ob¨ema L(n). Niße my pokaßem, kakim obrazom pri issledovanii rekordov moßno ispol~zovat~ asiptotiqesku¸ teori¸ ffkstremal~nyh, no na fftot raz – minimal~nyh, porØdkovyh statistik.

2. Sovpada¸wie i razliqa¸wiesØ svoæstva rekordov i porØdkovyh statistik

My uße priveli sootnoxenie (3), iz kotorogo moßno zakl¸- qit~, qto nas ne dolßny udivlØt~ sovpadeniØ rØda svoæstv rekordov i porØdkovyh statistik. Privedem nekotorye primery.

Primer 1. Pust~ F (x) = max{0, 1−exp(−(x−a)/b)}. V [6] i [8] po-

kazano, qto dlØ ffksponencial~nogo raspredeleniØ nezavisimymi ØvlØ¸tsØ sluqaænye veliqiny X_{1,n}, X_{2,n} − X_{1,n}, . . . i sootvetstvenno X(1), X(2) − X(1), . . . . Bolee togo, nezavisimost~ fflementov kak pervoæ, tak i vtoroæ posledovatel~nosti pri nekotoryh dopolnitel~nyh ograniqeni- Øh na funkci¸ raspredeleniØ F harakterizu¸t imenno ffksponencial~noe raspredelenie.

Primer 2. Pust~ F (x) = max{0, 1 − exp(−x/b)}. V fftom sluqae

sovpada¸t po raspredeleni¸ normirovannye speæsingi porØdkovyh statistik W_r = (n − r)(X_{r+1,n} − X_{r,n}), r = 0, 1, . . . , n − 1, gde X_{0,n} = 0, i obwee raspredelenie ime¸t meßrekordnye veliqiny X(1), X(2)−X(1), X(3)−X(2), . . . . Na osnove dannogo svoæstva rekordov i porØdkovyh statistik takße byli poluqeny razliqnye harakterizacii ffksponencial~nogo raspredeleniØ.

�ti svoæstva mogli privesti k predpoloßeni¸, qto svoæstva porØdkovyh statistik nasledu¸tsØ rekordami. Odnako, uße sledu¸wiæ primer razruxaet fftu gipotezu.

220 V. B. NEVZOROV

Primer 3. Avtor [5] pokazal, qto esli 0 < D(X(r)) < ∞

dlØ r = i, j, gde 1 6 i < j, to dlØ kofffficienta korrelØcii ρ(X(i), X(j)) meßdu rekordnymi veliqinami X(i) i X(j) spravedlivo neravenstvo ρ(X(i), X(j)) 6 (i/j)^{1/2}, (4) priqem ravenstvo v (4) dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda F (x) = max{0, 1 − exp(−(x − a)/b)}, x > a. Kazalos~ by, analogiqnyæ rezul~tat dolßen byt~ spravedliv i dlØ porØdkovyh statistik, no v rabote [7] bylo dokazano, qto esli 0 < D(X_{r,n}) < ∞ pri nekotoryh r = i, j, gde 1 6 i < j 6 n, to ρ(X_{i,n}, X_{j,n}) 6 (i(n + 1 − j)/j(n − i + 1))^{1/2}, (5) priqem ravenstvo (5) dostigaetsØ togda i tol~ko togda, kogda X_1 imeet ravnomernoe raspredelenie. Takim obrazom, harakterizacii ffksponencial~nogo raspredeleniØ svoæstvom maksimal~nogo znaqeniØ kofffficienta korrelØcii meßdu rekordami sootvetstvuet na fftot raz harakterizacii ravnomernogo raspredeleniØ, osnovannaØ na analogiqnom svoæstve porØdkovyh sistem.

V qetvertoæ qasti raboty my dokazyvaem teoremu, kotoraØ ob¨ØsnØet, poqemu vozmoßny razliqnye pary (ffksponencial~- noe, ffksponencial~noe) i (ravnomernoe, ffksponencial~noe) raspredeleniæ, harakterizuemyh sootvetstvenno odnim i tem ße svoæstvom porØdkovyh statistik i rekordnyh veliqin. Predvaritel~no vspomnim nekotorye rezul~taty asimptotiqeskoæ teorii ffkstremumov.

3. Predel~nye raspredeleniØ minimal~nyh porØdkovyh statistik

Kak izvestno (sm., naprimer [1]), imeetsØ tri tipa predel~nyh (pri stremlenii k beskoneqnosti ob¨ema vyborki n) raspredeleniæ dlØ nadleßawim obrazom centrirovannyh i normirovannyh minimumov X_{1,n}. �ti asimptotiqeskie funkcii raspredele-

OB ODNOM PREDEL^NOM SOOTNOXENII 221

niØ ime¸t vid

L_1(x) = L_{1,γ} (x) = 1 − exp(−(−x)�^γ ), esli x < 0, i L_1(x) = 1, esli x > 0, γ > 0, L_2(x) = L_{2,γ} (x) = 1 − exp(−(−x)�^γ ), esli x > 0, i L_2(x) = 0, esli x < 0, γ > 0, L_3(x) = 1 − exp(− exp x).

My govorim, qto funkciØ raspredeleniØ F prinadleßit oblasti pritØßeniØ nevyroßdennogo predel~nogo raspredeleniØ minimum L i zapisyvaem fftot fakt, ispol~zuØ oboznaqenie F ∈ D(L), esli suwestvu¸t takie posledovatel~nosti {a_n} i {b_n > 0}, qto 1 − (1 − F (a_n + b_nx))^n → L(x), n → ∞. Otmetim, qto obe funkcii raspredeleniØ, ravnomernaØ i ffksponencial~naØ, vstreqa¸wiesØ v primerah 1–3, t.e. F (x) − (x − a)/b, a < x < b + a, i F (x) = 1 − exp{−(x − a)/b}, x > a, prinadleßat oblasti pritØßeniØ predel~noæ funkcii raspredeleniØ L_{2,1}(x) = 1 − exp(−x). OkazyvaetsØ, imenno fftot fakt i pomogaet ob¨Øsnit~ kaßuweesØ protivoreqie s poØvleniem razliqnyh raspredeleniæ v primerah 1–3. 4. Osnovnoæ rezul~tat Nam potrebu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ. Qerez {X(j), 1 6 j 6 r; F } i X_{j,n}, 1 6 j 6 r; F }, budem oboznaqat~ rekordnye veliqiny X(1), X(2), . . . , X(r) i X_{1,m}, X_{2,m}, . . . , X_{r,n}, sootvetstvu¸wie funkcii raspredeleniØ F . Esli F (x) = max{0, 1 − exp(−x)), to ffksponencial~nye porØdkovye statistiki i ffksponencial~- nye rekordnye veliqiny oboznaqim Z_{1,n}, Z_{2,n}, . . . , Z_{n,n} i Z(1),

222 V. B. NEVZOROV

Z(2), . . . sootvetstvenno. V kaqestve vspomogatel~nyh nezavisimyh sluqaænyh veliqin, ime¸wih standartnoe ffksponencial~- noe raspredelenie, budem ispol~zovat~ veliqiny ξ_1, ξ_2, . . . . Ishodnoæ funkcii raspredeleniØ F sopostavim obratnu¸ funkciØ F^1 i funkci¸ H(x) = F^1(1 − exp(−x)). Ravenstvo

X^d= Y

oznaqaet, qto sluqaænye veliqiny (ili vektory) X i Y ime¸t odinakovoe raspredelenie.

Nam potrebu¸tsØ sledu¸wie predstavleniØ dlØ porØdkovyh statistik i rekordov. Pervye dva iz nih formuliru¸tsØ dlØ ffksponencial~nyh porØdkovyh statistik i ffksponencial~nyh rekordov.

Predstavlenie 1. {Z_{r,n}, 1 6 r 6 n}^d= {^r∑ j=1 ξj n � j + 1^{, 1} 6^r 6^n } . Predstavlenie 2. {Z(r), 1 6 r 6 n}^d= {^r∑ j=1 ξ_j, 1 6 r 6 n } . Sledu¸wie dva predstavleniØ spravedlivy dlØ l¸boæ nepreryvnoæ funkcii raspredeleniØ F .

Predstavlenie 3. {X_{r,n}, 1 6 r 6 n; F }^d= { H (^r∑ j=1 ξj n � j + 1 ) , 1 6 r 6 n^}.

Predstavlenie 4.

{X(r), 1 6 r 6 n; F }^d= { H (^r∑ j=1 ξ_j ) , 1 6 r 6 n^}.

Osnovnym rezul~tatom dannoæ raboty ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

OB ODNOM PREDEL^NOM SOOTNOXENII 223

Teorema. Pust~ F – nepreryvnaØ funkciØ raspredeleniØ i F ∈

D(L), s centriru¸wimi i normiru¸wimi konstantami {a_n} i {b_n}, gde L – odna iz funkciæ raspredeleniæ L_{1,γ} (x), L_{2,γ} (x) i L_{3,γ} (x). Togda dlØ l¸bogo fiksirovannogo j = 1, 2, . . . vypolØnetsØ predel~noe sootnoxenie { X(j), 1 6 j 6 r; L } d= lim { (X_{j,n} − a_n)/b_n, 1 6 j 6 r; F } , n → ∞. (6) Dokazatel~stvo teoremy. Esli vospol~zovat~sØ predstavleni-

em 4, to sovmestnaØ funkciØ raspredeleniØ rekordnyh veliqin X(1), X(2), . . . , X(r), sootvetstvu¸wih funkciæ raspredeleniØ L, moßet byt~ vyraßena s pomow~¸ standartnyh ffksponencial~nyh sluqaænyh veliqin ξ_1, ξ_2, . . . v sledu¸wem vide:

T (x_1, x_2, . . . , x_r) = P { X(1) < x_1, X(2) < x_2, . . . , X(r) < x_r } = P { ξ_1 < R(x_1), ξ_1 + ξ_2 < R(x_2), . . . , ξ_1 + ξ_2 + . . . + ξ_r < R(x_r) } , (7) gde R(x) = − log(1 − L(x)).

Sovmestnoe ße raspredelenie porØdkovyh statistik X_{1,n}, X_{2,n}, . . . , X_{r,n} v analogiqnoæ forme poluqim iz predstavleniØ 3:

T_n(x_1, x_2, . . . , x_r) = P { X_{1,n} − a_n < x_1b_n, X_{2,n} − a_n < x_2b_n, . . . , X_{r,n} − a_n < x_rb_n } = P { ξ_1 < R_n(x_1), ξ_1 + ξ_2^n_n �_1 < R_n(x_2), . . . , ξ_1

+ξ_2^n_n �_1 + . . . + ξ_r^n_n �_{r + 1} < R_n(x_r ) } , (8) gde R_n(x) = −n log ( 1 − F (a_n + b_nx) ) . SravnivaØ pravye qasti (7) i (8), prihodim k neravenstvu

| T (x_1, x_2, . . . , x_r) − T_n(x_1, x_2, . . . , x_r) |6 S_1 + S_2, gde S_1 = sup_{x1,... ,xr} | |P { ξ_1 < R_n(x_1), ξ_1 + ξ_2^n_n �_1 < R_n(x_2), . . . ,

224 V. B. NEVZOROV

. . . ξ_1 + ξ_2^n_n �_1 + . . . + ξ_r^n_n �_{1 + 1} < R_n(x_r) }

−P { ξ_1 < R_n(x_1), ξ_1 + ξ_2 < R_n(x_2), . . . , ξ_1 + ξ_2 + . . . + ξ_r < R_n(x_r ) }| | i S_2 = sup_{x1,... ,xr} | P {ξ_1 < R_n(x_1), ξ_1 + ξ_2 < R_n(x_2), . . . , . . . ξ_1

. . . ξ_1 + ξ_2 + . . . + ξ_r < R_n(x_r)} − P {ξ_1 < R_n(x_1),

ξ_1 + ξ_2 < R(x_2), . . . , ξ_1 + ξ_2 + . . . + ξ_r < R(x_r)} | .

Oqevidno, qto dlØ l¸bogo fiksirovannogo r = 1, 2, . . . vektor ( ξ_1, ξ_1 + ξ_2^n_n �_1 , . . . , ξ_1 + ξ_2^n_n �_1 + . . . + ξ_r^n_n �_{r + 1} ) shoditsØ po raspredeleni¸ pri n → ∞ k vektoru

(ξ_1, ξ_1 + ξ_2, . . . , ξ_1 + ξ_2 + . . . + ξ_r),

fflementami kotorogo ØvlØ¸tsØ posledovatel~nye summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin, ime¸wih standartnoe ffksponencial~noe raspredelenie. Sledovatel~no, S_1 → 0, esli n → ∞.

Vspomnim teper~, qto F prinadleßit oblasti pritØßeniØ predel~noæ funkcii raspredeleniØ minimumov L, priqem sootvetstvu¸wimi centriru¸wimi i normiru¸wimi konstantami ØvlØ¸tsØ posledovatel~nosti {a_n} i {b_n}. �to oznaqaet, qto

1 − (1 − F (a_n + b_nx))^n → L(x), n → ∞. (9)

Iz sootnoxeniØ (9) sleduet, qto

R_n(x) = − log ( (1 − F (a_n + b_nx))^n ) → log(1 − L(x)) = R(x), n → ∞, i togda S_2 → 0, esli n → ∞. Utverßdenie teoremy dokazano.

Zameqanie. DokazannaØ teorema ob¨ØsnØet, poqemu v primerah

1–3 ffksponencial~nye rekordy nasledu¸t svoæstva ne tol~ko ffksponencial~nyh, no i ravnomernyh porØdkovyh statistik. Delo v tom, qto ffksponencial~nye i ravnomernye raspredeleniØ, narØdu so mnogimi drugimi, prinadleßat oblasti pritØßeniØ ffksponencial~noæ predel~noæ funkcii raspredeleniØ minimu- mov L_{2,1}(x) = max{0, 1 − exp(−x)}.

OB ODNOM PREDEL^NOM SOOTNOXENII 225

Pofftomu dlØ xirokogo klassa funkcionalov Φ iz (6) sleduet shodimost~ Φ( ⃗X_n ) → Φ( ⃗X ), n → ∞, (10) gde ⃗X_n = {(X_{j,n} − a_n)/b_n, 1 6 j 6 r; F }, ⃗X = {X(j), 1 6 j 6 r; L}, F – ffksponencial~naØ ili ravnomernaØ funkciØ raspredeleniØ, a L – ffksponencial~naØ. Sootnoxenie (10) oqevidnym obrazom spravedlivo dlØ nepreryvnyh ograniqennyh funkcionalov Φ, a dlØ drugih funkcionalov ono trebuet dopolnitel~noæ proverki i, vozmoßno, nekotoryh dopolnitel~nyh ograniqeniæ na ishodnu¸ funkci¸ raspredeleniØ F .

Qtoby ne sozdalos~ vpeqatlenie, qto vse vozmoßnye varianty primeneniØ poluqennogo predel~nogo sootnoxeniØ (6) svodØtsØ k param raspredeleniæ (ravnomernoe, ffksponencial~noe) i (ffksponencial~noe, ffksponencial~noe), privedem ewe odin primer.

Primer. Pust~ F (x) = exp(x), x < 0. Netrudno ubedit~sØ, qto

F ∈ D(L_3). V fftom sluqae komponenty vektora ( X_{2,n} − X_{1,n}, 2(X_{3,n} − X_{2,n}), . . . , r(X_{r+1,n} − X_{r,n}); F ) ØvlØ¸tsØ nezavisimymi i ime¸t standartnoe ffksponencial~noe raspredelenie dlØ l¸byh r = 2, . . . , i n > r. Iz utverßdeniØ teoremy srazu poluqaem izvestnyæ fakt (sm. [4]), sostoØwiæ v tom, qto dlØ ishodnogo raspredeleniØ s funkcieæ raspredeleniØ L_3(x) = 1 − exp(− exp(x)) sluqaænye veliqiny X(2) − X(1), 2(X(3) − X(2)), . . . , r(X(r + 1) − X(r)), r = 2, 3, . . . , takße nezavisimy i ime¸t standartnoe ffksponencial~noe raspredelenie.

Literatura

1. ˚. Galambox, AsimptotiqeskaØ teoriØ ffkstremal~nyh porØdkovyh statistik. Nauka, M. (1984).

2. G. Dffævid, PorØdkovye statistiki. Nauka, M. (1979). 3. V. B. Nevzorov, Rekordy. — Teor. veroØtn. i ee primen. 32, No. 2 (1987), 219–252.

4. R. L. Houchens, Record value theory and inference. Ph. D. Thesis, University of California, Riverside (1984).

226 V. B. NEVZOROV

5. V. Nevzorov, A characterization of exponential distributions by correlation between records. — Mathematical Methods of Statistics 1 (1992), 49–54.

6. P. V. Sukhatme, Tests of significance for samples of the χ2 population with two degrees of freedom. — Ann. Eugenics 8 (1937), 52–56.

7. G. J. Szekely, T. F. Mori, An extremal property of rectangular distributions. — Stat. Probab. Lett. 3 (1975), 107–109.

8. M. N. Tata, On outstanding values in a sequence of random variables. — Z.

Wahrscheinlichkeitsth. verw. Geb. 12 (1969), 9–20.

Nevzorov V. B. On a limit relation between order statistics and records.

Let a distribution function (d.f.) F belong to the domain of minimal attraction of some d.f. L. It is shown that a limit distribution of suitably normalized order statistics X_{k,n} corresponding to d.f. F coincides with the distribution of the record value X(k) corresponding to d.f. L.

Postupilo 11 dekabrØ 1997 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet