˚. ı. Nikitin, N. A. Stepanova ODNO OBOBWENIE KENDALLOVSKOGO TAU I ASIMPTOTIQESKA˚ �FFEKTIVNOST^ OSNOVANNOGO NA NEM KRITERI˚ NEZAVISIMOSTI

Rangovyæ kofffficient korrelØcii Kendalla ØvlØetsØ obwepriznannoæ meroæ vzaimosvØzi koliqestvennyh i kaqestvennyh priznakov. Pust~ (X_1, Y_1), . . . , (X_n, Y_n) – vyborka iz dvumernogo raspredeleniØ s absol¸tno nepreryvnoæ funkcieæ raspredeleniØ (f.r.) F (x, y) i marginal~nymi f.r. G(x) i H(y). Kendallovskim tau nazyvaetsØ statistika

τ_n = 4 n(n − 1) ∑ 1≤i<j≤n 1{(X_i − X_j )(Y_i − Y_j) > 0} − 1, (1)

kotoraØ predstavlØet soboæ meru “soglasovannosti” priznakov X i Y v parah (X_i, Y_i), i = 1, . . . , n i normirovana tak, qtoby nahodit~sØ meßdu +1 pri ideal~nom soglasii ranßirovok i −1 pri polnoæ ih rassoglasovannosti.

Oqevidno, qto statistika τ_n ne izmenitsØ, esli zamenit~ nabl¸deniØ X_i i Y_i na ih rangi v variacionnyh rØdah nabl¸deniæ X i Y . �to opravdyvaet termin “rangovyæ kofffficient korrelØcii Kendalla”, obyqno ispol~zuemyæ dlØ τ_n.

Xirokoe ispol~zovanie τ_n kak kofffficienta rangovoæ korrelØcii naqalos~ posle klassiqeskoæ raboty Kendalla [1] i ego bolee pozdneæ monografii [2]. V dal~neæxem vyØsnilos~, qto mery vzaimosvØzi priznakov, osnovannye na (1), rassmatrivalis~ uße �sxerom [3], Lindebergom [4, 5] i ȷordanom [6]. Poskol~ku τ_n ØvlØetsØ nevyroßdennoæ U -statistikoæ s ograniqennym Ødrom, svoæstva ego detal~no izuqeny i privodØtsØ v bol~xinstve uqebnikov neparametriqeskoæ statistiki.

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke RFFI, granty 95-01-01260 i 96-01-0852, grantom veduwih nauqnyh xkol No. 96-15-96199 i Federal~noæ celevoæ programmoæ integraciiØ No. 326.53 227

228 ˚. ı. NIKITIN, N. A. STEPANOVA

Rassmotrim proverku gipotezy nezavisimosti H_0 : F (x, y) = G(x) H(y), x, y ∈ R^1 protiv al~ternativy

H_1 : F (x, y) = G(x)H(y) + θΩ(G(x), H(y)) (2)

pri vseh x i y i nekotorom θ > 0. Parametr θ predpolagaetsØ nastol~ko malym, qtoby F (x, y) ØvlØlas~ f.r. Neotricatel~- nu¸ ograniqennu¸ funkci¸ Ω, zadannu¸ na ediniqnom kvadrate I^2, obyqno nazyva¸t funkcieæ zavisimosti. Al~ternativa (2) ØvlØetsØ vaßnym qastnym sluqaem tak nazyvaemoæ al~ternativy strogoæ poloßitel~noæ kvadrantnoæ zavisimosti, pri kotoroæ predpolagaetsØ, qto F (x, y) ≥ G(x)H(y) pri vseh x i y, priqem znak strogogo neravenstva imeet mesto hotØ by dlØ odnoæ pary (x, y).

Naibolee izvestnym primerom funkcii zavisimosti nesomnenno ØvlØetsØ funkciØ Ω(x, y) = Cx(1 − x)y(1 − y), 0 ≤ x, y ≤ 1, C > 0, (3) kotoru¸ obyqno nazyva¸t funkcieæ Farli-GumbelØ-Morgen-xterna (FGM), sm. [7–9]. Dßonson i Kotc [10–12] vveli i izuqili “obobwennye FGM-raspredeleniØ”. �ti issledovaniØ prodolßalis~ dalee v [13–15], gde podqerkivalas~ vaßnaØ rol~ fftih raspredeleniæ pri analize korrelØcionnyh struktur i svØzeæ.

Uße Farli [7] obnarußil, qto kriteriæ nezavisimosti, osnovannyæ na τ_n, obladaet naibol~xeæ pitmenovskoæ ffffektivnost~¸ v nekotorom podklasse al~ternativ (2) imenno dlØ FGMfunkcii. Poskol~ku dlØ asimptotiqeski normal~nyh statistik pitmenovskaØ i lokal~naØ (priblißennaØ) bahadurovskaØ ffffektivnosti sovpada¸t [16], fftot ße vyvod spravedliv i dlØ bahadurovskoæ ffffektivnosti; podrobnee sm. v [17], gl. V i VI.

Koqar i Gupta [18] predloßili interesnoe obobwenie rangovogo kofffficienta korrelØcii Kendalla (1), privodØwee k sostoØtel~nomu kriteri¸ nezavisimosti protiv al~ternativ strogoæ poloßitel~noæ kvadrantnoæ zavisimosti. Pust~ k ≥ 1 – natural~noe qislo. Rassmotrim U -statistiku

U^{k+1}_n = (C^{k+1}_n )^{−1} ∑ 1≤i1<...<ik+1≤n Φ_{k+1}((X_{i1} , Y_{i1} ), . . . , (X_{ik+1} , Y_{ik+1} )),

ODNO OBOBWENIE KENDALLOVSKOGO TAU 229 gde Ødro Φ_{k+1} zadaetsØ sledu¸wim obrazom: Φ_{k+1}((X_{i1} , Y_{i1} ), . . . , (X_{ik+1} , Y_{ik+1} )) ravno 1, esli max_{1≤l≤k+1} X_l i max_{1≤l≤k+1} Y_l prinadleßat odnoæ i toæ ße pare (X, Y ) i ravno 0 v protivnom sluqae.

˚sno, qto pri k = 1 poluqaem U^2_n =^1_2 (τ_n + 1), poskol~ku Φ_2((X_1, Y_1), (X_2, Y_2)) = 1 togda i tol~ko togda, kogda (X_1 −X_2 )(Y_1 − Y_2) > 0. Pofftomu kriteriæ nezavisimosti, osnovannyæ na U^2_n, okazyvaetsØ ffkvivalentnym klassiqeskomu kriteri¸, osnovannomu na τ_n.

Koqar i Gupta pokazali v [18], qto statistiki U^{k+1}_n asimptotiqeski normal~ny pri gipoteze i al~ternative, priqem pri H_0 imeet mesto shodimost~ po raspredeleni¸ √ n ( U^{k+1}_n − 1 k + 1 ) → N (0, k^2 (2k + 1)^2 ) . V [18] byla takße vyqislena pitmenovskaØ ffffektivnost~ kriteriØ nezavisimosti, osnovannogo na U^{k+1}_n , pri vybore v kaqestve al~ternativy dvumernogo ffksponencial~nogo raspredeleniØ Bloka–Bazu [19]. Poslednee ØvlØetsØ absol¸tno nepreryvnoæ komponentoæ dvumernogo ffksponencial~nogo raspredeleniØ Marxalla–Olkina [20]. Okazalos~, qto U^3_n, U^4_n i U^5_n v fftom sluqae neskol~ko ffffektivnee, qem τ_n, qto, po mneni¸ avtorov [18], opravdyvaet ih ispol~zovanie.

V nastoØweæ zametke my privedem drugie primery vyqisleniØ ffffektivnosti kriteriev, osnovannyh na U^{k+1}_n . Pri fftom budet ispol~zovat~sØ ne pitmenovskaØ, a lokal~naØ (toqnaØ) bahadurovskaØ ffffektivnost~. Kak otmeqalos~ vyxe, dlØ asimptotiqeski normal~nyh statistik uporØdoqenie kriteriev pri fftom ne menØetsØ. Odnako bahadurovskaØ ffffektivnost~ obladaet tem dostoinstvom, qto dlØ ee osnovnogo pokazatelØ – toqnogo naklona – imeetsØ universal~naØ ocenka sverhu v terminah informacii Kul~baka–Leæblera (tak nazyvaemoe neravenstvo Bahadura–Ragavaqari). �to pozvolØet opisat~ usloviØ lokal~- noæ optimal~nosti dlØ statistik U^{k+1}_n . My dokazyvaem, qto pri estestvennyh apriornyh ograniqeniØh na funkci¸ zavisimosti Ω lokal~naØ optimal~nost~ po Bahaduru imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda Ω_k(x, y) = Cx(1 − x^k)y(1 − y^k ), 0 ≤ x, y ≤ 1, k ≥ 1. (4)

230 ˚. ı. NIKITIN, N. A. STEPANOVA FunkciØ zavisimosti (4) ØvlØetsØ ewe odnim obobweniem FGM – funkcii. Vpervye ona rassmatrivalas~, po-vidimomu, Vudvortom [21], a zatem Ledvinoæ [22, 23].

Opisanie usloviæ asimptotiqeskoæ optimal~nosti po Pitmenu vozmoßno na osnove raboty Rao [24]. Rezul~taty pri fftom analogiqny, no pri neskol~ko inom nabore usloviæ, vydelØ¸- wih klass al~ternativ.

Kak izvestno, dlØ vyqisleniØ toqnogo naklona posledovatel~- nosti testovyh statistik neobhodimo znat~ grubu¸ asimptotiku veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ pri H_0 i predel poqti navernoe pri H_1 (sm. [25], teorema 7.2 ili [17], teorema 1.2.2).

Vopros o bol~xih ukloneniØh U^{k+1}_n pri H_0 rexaetsØ standartnym obrazom s pomow~¸ osnovnogo rezul~tata [26]; sm. takße [27], glava 8. UqityvaØ, qto U^{k+1}_n – nevyroßdennaØ U - statistika stepeni k + 1 s asimptotiqeskoæ dispersieæ σ^2_{k+1} = k^2/(2k + 1)^2, my poluqaem sledu¸wee sootnoxenie: pri ε > 0

lim_{n→∞} n^{−1} ln P ( U^{k+1}_n − 1 k + 1 ≥ ε ) = −ψ_{k+1}(ε), gde ψ_{k+1}(ε) – nekotoraØ nepreryvnaØ v okrestnosti nulØ funkciØ, takaØ, qto pri ε → 0

ψ_{k+1}(ε) ∼ –ε^2/2σ^2_{k+1}. (5)

DlØ vyqisleniØ predela poqti navernoe pri al~ternative nam potrebuetsØ vvesti ograniqeniØ na klass rassmatrivaemyh funkciæ zavisimosti Ω. Budem sqitat~ vypolnennymi sledu¸- wie usloviØ:

(F1) FunkciØ Ω(x, y) obladaet na I^2 summiruemoæ smexannoæ proizvodnoæ ω(x, y), priqem ω(x, y) = Ω_{xy}(x, y) = Ω_{yx}(x, y) (F2) Ω(∂I^2) = 0, gde ∂I^2 – granica kvadrata I^2. V fftih predpoloßeniØh nabl¸deniØ ime¸t sovmestnu¸ plot- nost~ f(x, y, θ) = g(x)h(y)(1 + θω(G(x), H(y))). Po usilennomu zakonu bol~xih qisel dlØ U -statistik (sm., naprimer, [27], gl. 3) poluqaem, qto pri H_1 i n → ∞ s veroØtnost~¸ 1

E_F U^{k+1}_n − 1 k + 1

→ E_F Φ_{k+1}((X_{i1} , Y_{i1}), . . . , (X_{ik+1} , Y_{ik+1} ))

ODNO OBOBWENIE KENDALLOVSKOGO TAU 231

= (k + 1)P_F {X_1 > X_2, . . . , X_1 > X_{k+1}; Y_1 > Y_2, . . . , Y_1 > Y_{k+1}}

= (k + 1) ∫ R1 F^k(x, y, θ)dF (x, y, θ) := b^{k+1}_U (θ) (6) Ispol~zuØ vid al~ternativnoæ f.r. i uslovie (F 1), my moßem vydelit~ iz b^{k+1}_U (θ) glavnu¸ qast~ pri θ → 0. Legko poluqit~, qto b^{k+1}_U (θ) ∼ (k + 1)

[^1∫ 0 1∫ 0 (uv)^kω(u, v)dudv

+k 1∫ 0 1∫ 0 (uv)^{k−1}Ω(u, v)dudv ] (7) Pri vypolnenii usloviØ (F 2) moßno prointegrirovat~ po qastØm, qto daet

b^{k+1}_U (θ) ∼ k(k + 1)^2 1∫ 0 1∫ 0 (uv)^{k−1}Ω(u, v)dudv. (8) Iz (5) i (8) po teoreme 7.2 [25] poluqaem glavnu¸ qast~ toqnogo naklona c_{k+1}(θ) posledovatel~nosti U^{k+1}_n (tak nazyvaemyæ lokal~nyæ toqnyæ naklon) pri θ → 0:

c_{k+1}(θ) ∼ (k + 1)^4(2k + 1)^2

(^1∫ 0 1∫ 0 (uv)^{k−1}Ω(u, v)dudv )_2 θ^2. (9)

Formula (9) pozvolØet sravnivat~ lokal~nu¸ bahadurovsku¸ ffffektivnost~ posledovatel~nosti statistik Koqara– Gupty U^{k+1}_n po otnoxeni¸ k drugim statistikam, lokal~nyæ toqnyæ naklon kotoryh izvesten. DlØ fftogo dostatoqno vyqislit~ predel otnoxeniØ lokal~nyh toqnyh naklonov pri θ → 0.

Voz~mem v kaqestve prosteæxego primera al~ternativu (2), otveqa¸wu¸ funkcii zavisimosti (3). Togda

c_{k+1}(θ) ∼

(2k + 1)^2 (k + 2)^4 θ^2 , θ → 0.

232 ˚. ı. NIKITIN, N. A. STEPANOVA ˚sno,qto kofffficient pri θ^2 monotonno ubyvaet pri k ≥ 1. Sluqaæ k = 1 otveqaet lokal~no optimal~nomu pri dannoæ al~ternative tau Kendalla (sr. [17], §5.4 ), a vse statistiki U^{k+1}_n emu proigryva¸t.

Toqnye naklony udobno sravnivat~ s teoretiqeskoæ verhneæ graniceæ, vyteka¸weæ iz upominavxegosØ vyxe neravenstva Bahadura–Ragavaqari:

c_{k+1}(θ) ≤ 2K(θ), (10) gde K(θ) – informacionnoe “rasstoØnie” Kul~baka–Leæblera meßdu plotnostØmi f(x, y, θ) i f(x, y, 0), a imenno K(θ) = ∫ R2 ln f(x, y, θ) f(x, y, 0) f(x, y, θ)dxdy. V tipiqnyh sluqaØh K(θ) vedet sebØ pri θ → 0 regulØrno i vypolnØetsØ uslovie

(F3) K(θ) ∼^1_2 1∫ 0 1∫ 0 ω^2(u, v)dudv θ^2. OpiraØs~ na sootnoxenie (10), estestvenno vvesti lokal~- nu¸ bahadurovsku¸ ffffektivnost~ posledovatel~nosti U^{k+1}_n pri al~ternative (2) s funkcieæ zavisimosti Ω po formule e_{k+1}(Ω) = lim_{θ→0} c_{k+1}(θ)/2K(θ).

V silu usloviæ (F1)–(F3) i (9) poluqaem

e_{k+1}(Ω) =

(k + 1)^4(2k + 1)^2( 1∫ 0 1∫ 0 (uv)^{k−1}Ω(u, v)dudv)^2 1∫ 0 1∫ 0 ω^2(u, v)dudv .

Rassmotrim s fftoæ toqki zreniØ ffffektivnost~ statistik U^{k+1}_n dlØ proverki nezavisimosti pri al~ternative Bloka-Bazu [18, 19], t.e. pri F (x, y, θ) = 1 − 2 + θ 2 ( e^{−(1+θ)x} +e^{−(1+θ)y} − e^{−(x+y+θ max(x,y))} ) + θ 2 e^{−(2+θ) min(x,y)}.

ODNO OBOBWENIE KENDALLOVSKOGO TAU 233 V fftom sluqae

Ω(u, v) = (u − 1) [1 2 + ln(1 − u) ]

+(v−1)[ 1 2 +ln(1−v)]+

(1−min(u, v))^2 2 +(1−u)(1−v)[ 1 2 +ln(1−max(u, v)], Ω_{uv}(u, v) = 3 2 + ln(1 − max(u, v)).

Uslovie (F2) vypolneno lix~ qastiqno, odnako my moßem vospol~zovat~sØ formuloæ (7). OpuskaØ gromozdkie vyqisleniØ, v kotoryh kl¸qevu¸ rol~ igraet formula 4.253.1 iz [28]: 1∫ 0 x^{μ−1}(1 − x^r)^{ν−1} ln xdx

= 1 r^2 B( μ r , ν) [ ψ ( μ r ) − ψ ( μ r + ν )] , Re μ, ν > 0, r > 0, gde ψ(x) =^d_{dx} ln Γ(x),poluqaem sledu¸wee vyraßenie

c_{k+1}(θ) ∼ Π(k) θ^2 , θ → 0, v kotorom

Π(k) =

(6k^2 + 7k + 2)^2 4k^4(k + 2)^2 + (2k + 1)^2T^2_{2k+2}

k^4 + 4(2k + 1)^2(T^2_{k+1} − T_{2k+2}T_{k+1}) k^4 + (6k^2 + 7k + 2)(2k + 1)(T_{2k+2} − 2T_{k+1)} k^4(k + 2) , a T_k = ∑_k j=1 j^{−1}. PrØmym podsqetom poluqaem

Π(2) ≈ 0.0625, Π(3) ≈ 0.07335, Π(4) ≈ 0.0736, Π(5) ≈ 0.0702, . . . , Π(11) ≈ 0.0455.

Krome togo, Øsno, qto Π(k) = O(ln^2 k/k^2) pri k → ∞ i pri bol~- xih k kaqestvo kriteriØ ewe niße.

234 ˚. ı. NIKITIN, N. A. STEPANOVA

S drugoæ storony, neposredstvennaØ proverka pokazyvaet, qto uslovie (F 3) vypolneno, priqem pri θ → 0 2K(θ) ∼ 1∫ 0 1∫ 0 ω^2(u, v)dudvθ^2 = 5 4 θ^2. (11)

Sravnenie (11) so znaqeniØmi Π(k) pokazyvaet, qto kriterii, osnovannye na U^{k+1}_n , ime¸t pri al~ternative Bloka–Bazu katastrofiqeski nizku¸ ffffektivnost~ (0.09 ili ewe niße). Vmeste s tem podtverßdaetsØ vyvod Koqara i Gupty o tom, qto U^3_n, U^4_n i U^5_n neskol~ko ffffektivnee τ_n.

OkazyvaetsØ, qto pri opredelennoæ strukture funkcii zavisimosti Ω statistiki U^{k+1}_n oblada¸t svoæstvom bahadurovskoæ lokal~noæ optimal~nosti. Pust~ f. r. pri al~ternative udovletvorØet usloviØm (F1)–(F3), klass takih f. r. oboznaqim F. Uslovie lokal~noæ optimal~nosti v fftom klasse s uqetom (9) i (F3) svoditsØ k otyskani¸ takoæ funkcii Ω, dlØ kotoroæ dostigaetsØ znak ravenstva v neravenstve

(k + 1)^4(2k + 1)^2

(^1∫ 0 1∫ 0 (uv)^{k−1}Ω(u, v)dudv )_2

≤ 1∫ 0 1∫ 0 ω^2(u, v)dudv. Rassmotrim gil~bertovo prostranstvo W funkciæ na ediniqnom kvadrate, udovletvorØ¸wih nulevym graniqnym usloviØm i oblada¸wih summiruemoæ s kvadratom smexannoæ proizvodnoæ. Norma fflementa w fftogo prostranstva opredelØetsØ kak ||w|| = 1∫ 0 1∫ 0 ( |w|^2 + |w_x|^2 + |w_y|^2 + |w_{xy}|^2 ) dxdy, i my predpolagaem, qto prostranstvo popolneno po fftoæ norme.

Budem iskat~ v prostranstve W nißn¸¸ gran~ funkcionala 1∫ 0 1∫ 0 Ω^2_{uv}(u, v)dudv pri fiksirovannom znaqenii 1∫ 0 1∫ 0 (uv)^{k−1}Ω(u, v) ×dudv. Minimizirumyæ funkcional strogo differenciruem v

ODNO OBOBWENIE KENDALLOVSKOGO TAU 235 W,qto pozvolØet primenit~ pravilo mnoßiteleæ Lagranßa (sm. [29], §3.2). VyqislØØ i preobrazuØ variaci¸, prihodim k uravneni¸ �ælera–Lagranßa dlØ ffkstremali Ω_{uuvv} = C(uv)^{k−1}, (12) Ω(∂I^2 ) = 0.

Izvestno, qto kraevaØ zadaqa (12) moßet byt~ zapisana v ffkvivalentnom vide Ω(u, v) = C 1∫ 0 1∫ 0 K(u, v; s, t)(st)^{k−1}dsdt, (13) gde K – funkciØ Grina, ime¸waØ vid (sr. [17], §5.3) K(u, v; s, t) = (min(u, s) − us)(min(v, t) − vt). VyqislØØ integral v pravoæ qasti (13), poluqaem, qto ffkstremal~ imeet vid (4), priqem rexenie edinstvenno i leßit v klasse F.

Takim obrazom, kriteriæ nezavisimosti, osnovannyæ na U^{k+1}_n , lokal~no optimalen po Bahaduru v klasse F lix~ dlØ al~ternativ (2) s funkcieæ zavisimosti Vudvorta (4).

Vyqislim teper~ lokal~nu¸ bahadurovsku¸ ffffektivnost~ kriteriØ, osnovannogo na U^{k+1}_n dlØ al~ternativ s funkcieæ zavisimosti Ω_l, l ≥ 1 iz (4). Legko videt~, qto v fftom sluqae pri θ → 0 2K(θ, 0) ∼ l^4 (2l + 1)^2 θ^2, c_{k+1}(θ) ∼ l^4(2k + 1)^2 (k + l + 1)^4 θ^2 .

Ots¸da e_{k+1}(Ω_l) = [ 1 − ( k − l k + l + 1

)^2

]_2 =: v(k, l). ˚sno, qto v(k, l) = 1 pri k = l (sluqaæ asimptotiqeskoæ optimal~nosti) i v(k, l) < 1, kogda k ≠ l. �ffektivnost~ kriteriØ Kendalla pri al~ternative (2) s funkcieæ zavisimosti Ω_l ravna e_2(Ω_l) = [1 − (^{l−1}_{l+2} )^2]^2. My vidim, qto fftot kriteriæ moßet suwestvenno ustupat~ kriteri¸, osnovannomu na U^l_n (ffffektivnost~ poslednego ravna 1), no sohranØt~ sravnitel~no vysoku¸

236 ˚. ı. NIKITIN, N. A. STEPANOVA ffffektivnost~, qto ne vypolneno dlØ al~ternativy Bloka–Bazu. Tak, naprimer, e_2(Ω_2) = 0.8789, e_2(Ω_3) = 0.7056.

Pust~ F_n(x, y) – ffmpiriqeskaØ f.r., postroennaØ po ishodnoæ vyborke. Rassmatrivaemye statistiki U^{k+1}_n s toqnost~¸ do normirovki mogut byt~ zapisany v vide ∫ R2 F^k_n (x, y)dF_n(x, y). PredstavlØ¸t interes vzvexennye varianty fftih statistik, a imen- no ∫ R2 F^k_n (x, y)q(F_n(x, y))dF_n(x, y) pri podhodØwem vybore vesovoæ funkcii q. Naskol~ko nam izvestno, ih asimptotiqeskaØ ffffektivnost~ nikem ne izuqalas~.

Literatura

1. M. G. Kendall, A new measure of rank correlation. — Biometrika 30 (1938), 81–93.

2. M. G. Kendall, Rank Correlation Methods. Griffin: London (1948). 3. F. Esscher, On a method of determining correlation from the ranks of the variates.

— Scand. Aktuar 7 (1924), 201–219.

4. J. W. Lindeberg, Ueber die Korrelation. — Den VI skandinaviske Matematikerkongres i København, 31.08–4.09 1925 (1926), 437–446, København: J. Gjellerup.

5. J. W. Lindeberg, Some remarks on the mean error of the percentage of correlation.

— Nordic Statistical Journal 1 (1929), 137–141.

6. Ch. Jordan, Statistique mathematique. Paris: Gauthier-Villars, 1927. 7. D. J. G. Farlie, The performance of some correlation coefficients for a general bivariate distribution. — Biometrika 47 (1960), 307–323.

8. E. J. Gumbel, Distributions à plusieurs variables dont les marges sont données.

— C. R. Acad. Sci. 246 (1958), 2717–2719.

9. D. Morgenstern, Einfache Beispiele zweidimensionaler Verteilungen. — Mitt.

Math. Statist. 8 (1956), 234–235.

10. N. L. Johnson, S. Kotz, On some generalized Farlie–Gumbel–Morgenstern distributions. — Commun. in Statistics 4 (1975), 415–427.

11. N. L. Johnson, S. Kotz, On some generalized Farlie–Gumbel–Morgenstern distributions II. — Commun. Statistics Theor. Meth. A6 (1977), 485–496.

12. S. Kotz, N. L. Johnson, Propriétés de dépendence des distributions itérés, genéralisées à deux variables Farlie–Gumbel–Morgenstern. — C. R. Acad. Sci. A285 (1977), 277–280.

13. W. Schucany, W. C. Parr, J. E. Boyer, Correlation structure in Farlie–Gumbel– Morgenstern distributions. — Biometrika 65, 650–653.

14. J. S. Huang, S. Kotz, Correlation structure in iterated Farlie–Gumbel–Morgenstern distributions. — Biometrika 71 (1984), 633–636.

15. D. Conway, Farlie–Gumbel–Morgenstern distributions. — Encyclopedia of Statistical Science 3 (1983), 28–31, New York: Wiley.

16. R. R. Bahadur, Stochastic comparison of tests. — Ann. Math. Stat. 31 (1960), 231–260.

ODNO OBOBWENIE KENDALLOVSKOGO TAU 237

17. Ya. Yu. Nikitin, Asymptotic efficiency of nonparametric tests. Cambridge University Press (1995).

18. S. C. Kochar, R. P. Gupta, Competitors of the Kendall’s tau test for testing independence against positive quadratic dependence. — Biometrika 74 (1987), 664–666.

19. H .W. Block, A. P. Basu, A continuous bivariate exponential distribution. — Jour.

Amer. Stat. Ass. 69 (1974), 1031–1037.

20. A. W. Marshall, I. Olkin, A generalized bivariate exponential distribution. — J.

Appl. Probab. 4 (1967), 291–302.

21. G. G. Woodworth, On the asymptotic theory of tests of independence based on bivariate layer ranks. Tecnical Report No. 75, Dept. of Statistics, Univ. of Minnesota (1966).

22. T. Ledwina, On the limiting Pitman efficiency of some rank tests of independence.

— J. Multiv. Anal. 20 (1986), 265–271.

23. T. Ledwina, Large deviation and Bahadur slopes of some rank tests of independence. — Sankhyā A48 (1986), 188–207.

24. C. R. Rao, Criteria of estimation in large samples. — Sankhyā A25 (1963), 189–206.

25. R. R. Bahadur, Some limit theorems in statistics. SIAM: Philadelphia (1971). 26. R. Dasgupta, On large deviation probabilities of U-statistics in non-i.i.d. case. — Sankhyā A46 (1984), 110–116.

27. V. S. Korolyuk, Yu. V. Borovskikh, Theory of U-statistics. Dordrecht: Kluwer (1993).

28. I. S. Gradxteæn, I. M. Ryßik, Tablicy integralov, summ, rØdov i

proizvedeniæ. Nauka, M. (1971).

29. V. M. Alekseev, V. M. Tihomirov, S. V. Fomin, Optimal~noe upravlenie. Nauka, M. (1979).

Nikitin Ya. Yu, Stepanova N. A. A generalization of Kendall’s tau and asymptotic efficiency of the corresponding test of independence.

We calculate Bahadur local efficiency if the test of independence based on a generalization of the Kendall’s rank correlation coefficient proposed by Kochar and Gupta in 1987. It is shown that this test is locally efficient for those alternatives to the independence hypothesis which are described by the Woodworth dependence function.

Postupilo 1 dekabrØ 1996 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet