O. A. Podkorytova GRUBA˚ ASIMPTOTIKA VERO˚TNOSTE` BOL^XIH UKLONENI` FUNKCIONALOV TIPA NORMY

Vvedenie

V rabote poluqeny rezul~taty, opisyva¸wie grubu¸ asimptotiku veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ dlØ funkcionalov tipa normy ot ffmpiriqeskih processov nekotorogo obwego vida. �to daet vozmoßnost~ nahodit~ tak nazyvaemye toqnye naklony po Bahaduru, pozvolØ¸wie sravnivat~ razliqnye neparametriqeskie kriterii na osnove ponØtiØ asimptotiqeskoæ otnositel~- noæ ffffektivnosti (sm. [1, 2, 9]).

V §1 sobrany vspomogatel~nye utverßdeniØ. Osnovnoæ rezul~tat sostavlØet teorema 4 iz §2. �ta teorema pozvolØet issledovat~ statistiki, osnovannye na razliqnyh preobrazovani- Øh ffmpiriqeskih processov (sm., naprimer, [3, 4, 6, 7, 10]).

Nas interesuet predel lim_{n→∞} 1 n ln P (‖ ρ_n ‖_X > ε)

i ego asimptotika pri ε → 0, gde ρ_n(t) – process, predstavimyæ v vide

ρ_n(t) = 1 n n∑ i=1 Y_i(t), a Y_i – nekotorye nezavisimye odinakovo raspredelennye processy so znaqeniØmi v prostranstve X. Pri fftom v kaqestve prostranstva X my rassmatrivaem libo L^∞[0, 1], libo banahovo prostranstva funkciæ na [0, 1] (nekotoroe obobwenie L^p,

1 6 p < ∞), udovletvorØ¸wee usloviØm

1^0. Mnoßestvo nepreryvnyh funkciæ plotno v X. 2^0. Suwestvuet takaØ funkciØ α : [0, 1] → [0, ∞), qto lim_{t→0} α(t) = 0

Rabota qastiqno podderßana grantom veduwih nauqnyh xkol No. 96-15-

96199. 238

GRUBA˚ ASIMPTOTIKA VERO˚TNOSTE` 239 i dlØ l¸boæ f ∈ X iz neravenstva mes supp f 6 1 sleduet, qto ‖ f ‖_X ‖ f ‖_∞ 6 α(t). V qastnosti, norma ‖ · ‖_X maßoriruetsØ standartnoæ normoæ

‖ · ‖_∞, to est~ suwestvuet takoæ kofffficient – ¿ 0 (naprimer,

– = α(1)), qto dlØ l¸boæ funkcii f ∈ X spravedlivo neraven-

stvo ‖ f ‖_X 6 –‖ f ‖_∞. Krome togo, ots¸da sleduet, qto X soderßit vse kusoqno nepreryvnye funkcii.

OgraniqeniØ na processy Y_i(t) dlØ prostranstv L^∞ i X neskol~ko razliqa¸tsØ (sm. teoremy 2 i 3).

§1 Predel~naØ funkciØ

Pust~ ξ takaØ sluqaænaØ veliqina, qto

Eξ = 0, Dξ > 0 i Ee^{s0|ξ|} = M < ∞ dlØ nekotorogo s_0 > 0. (1)

DlØ vewestvennogo s i neotricatel~nogo ε poloßim χ(s) = Ee^{sξ} , φ_ε(s) = Ee^{s(ξ−ε)} = e^{−sε} χ(s), ψ(ε) = inf_s¿_0 ln φ_ε(s).

˚sno, qto suwestvuet promeßutok [a, b] (vozmoßno, beskoneqnyæ), vnutri kotorogo χ i φ_ε beskoneqno differenciruemy, a vne ego ravny ∞. Iz (1) sleduet, qto (a, b) ⊃ [−s_0, s_0]. Legko videt~, qto funkcii χ i φ_ε vypukly i χ^′(0) = Eξ = 0. Pofftomu min χ = χ(0) = 1 i, sledovatel~no, ψ(0) = inf_s¿_0 ln χ(s) = 0. Oqevidno, qto funkciØ ψ ubyvaet. Esli v nekotoroæ toqke s = s(ε) ¿ 0 d ds φ_ε(s) = 0, (2)

to v silu vypuklosti φ_ε infimum v opredelenii ψ dostigaetsØ v toqke s(ε) : ψ(ε) = ln φ_ε(s(ε)) = −εs(ε) + ln χ(s(ε)).

Lemma 1. Esli sluqaænaØ veliqina ξ, udovletvorØet usloviØm

(1), to

1. ψ(ε) = −^{ε2}_2D_ξ + O(ε^3), ε → 0;

2. ψ(ε) 6 −^1_A ε^2 + D^ξ_{2A2} ε^2 +^C_{A2} ε^3 dlØ l¸bogo A ¿^{2ε}_{s0} ,

240 O. A. PODKORYTOVA priqem konstanta C zavisit tol~ko ot s_0 i M iz (1).

Dokazatel~stvo. Snaqala rassmotrim vtoroe utverßdenie.

DlØ fftogo pokaßem, qto χ^{′′′} ograniqena na promeßutke [0, s_0/2]. Deæstvitel~no, tak kak e^x >^{x3}_{3!} dlØ vseh x ¿ 0, to |ξ^3| 6^{48}_s3_0 e^{s0|ξ|/2} i pofftomu | χ^{′′′}(s) |=| E(ξ^3 e^{sξ} |6 E ( |ξ|^3 e^{sξ} ) 6^{48}_{s30} Ee^{(s+ s0}2^{)|ξ|} 6 48^M_{s30}

pri s 6 s^0 2 . Dalee, tak kak χ(0) = 1, χ^′(0) = Eξ = 0 i χ^{′′}(0) = Dξ, to

χ(s) = χ(0) + χ^′(0)s + s^2 2 χ^{′′}(0) + s^3 6 χ^{′′′}(θs) = 1 + Dξ 2 s^2 + χ^{′′′}(θs) 6 s^3

dlØ nekotorogo θ ∈ (0, 1). UqityvaØ ocenku χ^{′′′}, poluqaem, qto dlØ s ∈ [0,^{s0}_2 ] | |χ(s) − ( 1 + s^2 2 Dξ )| | 6 Cs^3 pri C = 8^M_{s30} .

Ots¸da pri s =^ε_A imeem φ_ε ( ε A ) = e^{−ε2/A} χ ( ε A ) = e^{−ε2/A} ( 1 + Dξ 2 ε^2 A^2 + C ε^3 A^3 ) , a tak kak ln(1 + x) 6 x, to

ψ(ε) = inf_s¿_0 ln φ_ε(s) 6 ln φ_ε ( ε A ) 6 −^{ε2}_A +^{Dξ}_2^{ε2}_{A2} + C^{ε3}_{A3} .

Pervoe utverßdenie soderßitsØ, naprimer, v rabote [2], no nam dlØ dal~neæxego ispol~zovaniØ udobno privesti ego dokazatel~stvo zdes~.

Rassmotrim uravnenie (2). Poloßiv G(s, ε) = d ds φ_ε(s) = E ( (ξ − ε) e^{s(ξ−ε)} ) , zapixem ffto uravnenie v vide G(s, ε) = 0. ˚sno, qto G(0, 0) = 0 i G^′_ε(s, ε) = −E ( e^{s(ξ−ε} + s(ξ − ε) e^{s(ξ−ε)} ) , G^′(0, 0) = −1,

G^′_s(s, ε) = E ( (ξ − ε)^2 e^{s(ξ−ε)} ) , G^′_s(0, 0) = Dξ.

GRUBA˚ ASIMPTOTIKA VERO˚TNOSTE` 241 Po teoreme o neØvnoæ funkcii pri malyh ε vblizi 0 suwestvuet edinstvennoe rexenie s(ε) uravneniØ (2), pri fftom

s^′(ε) = − G^′(s(ε), ε) G^′_s(s(ε), ε) , s^′(0) = 1 Dξ . Pofftomu s(ε) =^εD_ξ + O(ε^2) pri ε → 0 i, sledovatel~no, ψ(ε) = −εs(ε) + ln χ(s(ε)) = −εx(ε) + ln ( 1 + s^2(ε) 2 Dξ + O(s^3(ε)) ) = − ε^2 2Dξ + O(ε^3).

Lemma dokazana.

Pereædem teper~ k bolee obweæ situacii, kogda vmesto odnoæ sluqaænoæ veliqiny rassmatrivaetsØ semeæstvo {ξ_β}_{β∈B} sluqaænyh veliqin, udovletvorØ¸wee usloviØm

I. Eξ_β = 0 dlØ l¸bogo β ∈ B, i J_B^{def}= sup_{β∈B} > 0.

II. Suwestvu¸t takie qisla M , s_0 > 0, qto Ee^{s0|ξβ |} 6 M dlØ l¸bogo β ∈ B.

Sledu¸wie oboznaqeniØ analogiqny ispol~zovannym ranee. DlØ vewestvennogo s i neotricatel~nogo ε poloßim χ_β(s) = Ee^{sξβ} , φ_{ε,β}(s) = Ee^{s(ξ−ε)} = e^{−sε} χ_β (s), ψ_β(ε) = inf_s¿_0 ln φ_{ε,β}(s).

Naxa blißaæxaØ cel~ – dokazat~ nepreryvnost~ “predel~noæ” funkcii

Φ_B(ε)^{def}= sup_{β∈B} ψ_β(ε).

˚sno, qto Φ_B ubyvaet i Φ_B (0) = 0.

Lemma 2. Esli semeæstvo sluqaænyh veliqin {ξβ}β∈B udovletvo-

rØet usloviØm I i II, to

1. Φ_B (ε) → −∞ pri ε → +∞.

2. Esli J_B = Dξ_{β0} pri nekotorom β_0 ∈ B, to Φ_B (ε) =

−^{ε2}_{2JB} + O(ε^3), ε → 0.

3. DlØ dostatoqno malyh ε v opredelenii Φ_B (ε) moßno suzit~ mnoßestvo B, po kotoromu beretsØ supremum: suwestvuet takoe ε_0 > 0, qto dlØ vseh ε ∈ [0, ε_0]

242 O. A. PODKORYTOVA

Φ_B(ε) = ∑ β∈B ψ_B (ε), gde ~B = { β ∈ B : Dξ_β ¿ J_B 4 } . Dokazatel~stvo. Pervoe utverßdenie nemedlenno sleduet iz

usloviØ II, tak kak ψ_β(ε) 6 ln(e^{−s0ε}Fe^{sx iε} ) 6 −s_0ε + ln M dlØ vseh β ∈ B. Dokaßem teper~ vtoroe utverßdenie. Iz pervogo utverßdeniØ lemmy 1 sleduet ocenka snizu

Φ_B (ε) ¿ ψ_{β0} (ε) = − ε^2 2J_B + O(ε^3).

Ispol~zuØ vtoroe utverßdenie toæ ße lemmy pri A = J_B , poluqaem, qto pri ε 6^{s0}_2 J_B

ψ_β(ε) 6 − ε^2 J_B + ε^2 2 Dξ_β J^2_B

+ ε^3 C J^3_B 6 − ε^2 J_B + ε^2 2J_B + ε^3 C J^3_B . Ots¸da vytekaet ocenka sverhu

Φ_B (ε) = sup_{β∈B} ψ_β(ε) 6 − ε^2 2J_B + O(ε^3), ε → 0.

DlØ dokazatel~stva tret~ego utverßdeniØ podberem takoe β ∈ B, qto Dσ_β >^{JB}_2 > 0. Primeniv k ξ_β pervoe utverßdenie lemmy 1, poluqim, qto suwestvuet takoe ε_1 > 0, zavisØwee tol~ko ot s_0 i M iz usloviØ II, qto

ψ_β(ε) ¿ − ε^2 J_B + O(ε^3) ¿ −

5ε^2 4J_B pri ε ∈ [0, ε_1].

Vospol~zovavxis~ vtorym utverßdeniem toæ ße lemmy pri

A =^{JB}_2 i ε 6^{s0}_4 J_B, poluqim, qto dlØ vseh β ∈ B spravedlivo

neravenstvo

ψ_β (ε) 6 −

2ε^2 J_B + 2ε^2 J^2_B

Dξ_β + 8Cε^3 J^3_B . Pofftomu, esli ε dostatoqno malo (toqnee ε 6^{J2B}_{32C} ), to dlØ vseh β /∈ ~B ψ_β (ε) 6 ε^2 J_B ( − 2 + 2 J_B J_B 4 + 8C J^2_B

J^2_B 32C ) = − 5ε^2 4J_B 6 ψ_β (ε).

GRUBA˚ ASIMPTOTIKA VERO˚TNOSTE` 243 Sledovatel~no, supremumy po B i ~B sovpada¸t, esli

ε 6 ε0 = min^{ε1,^{s0}_4 JB ,^{J 2B}_{32C}^}.

Lemma dokazana.

Teorema 1. Esli semeæstvo sluqaænyh veliqin {ξβ}β∈B udovle-

tvorØet usloviØm I i II, to funkciØ Φ_B udovletvorØet uslovi¸ Lipxica na promeßutke [0, δ] dlØ nekotorogo δ > 0.

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto ε 6 ε0, a togda v silu

tret~ego utverßdeniØ lemmy 2Φ_B(ε) = sup_{β∈ eB} ψ_β(ε). Tak kak

Φ_B (0) = 0 i dlØ l¸byh ε^{′′} ¿ ε^′ ¿ 0

| Φ_B (ε^{′′}) − Φ_B (ε^′) |= | | | sup_{β∈B0} ψ_β(ε^{′′}) − sup_{β∈B0} ψ_β(ε^′) | | | 6 sup_{β∈B0} | ψβ(ε^{′′}) − ψβ (ε^′) |6 (ε^{′′} − ε^′) sup_{β∈B0} sup_{ε′<ε<ε′′}^|^{dψβ}_{dε} (ε)^|, to dostatoqno dokazat~, qto v nekotoroæ okrestnosti nulØ ravnomerno ograniqeny proizvodnye {_{dψβ} dε } β∈B0 . Kak i pri dokaza-

tel~stve lemmy 1, imeem ψ_β(ε) = −εs_β (ε)+ln χ_β (s_β (ε)). Poskol~ku | |dχ^β ds (s) | | =| E(ξ_β e^{sξ}β ) |6 C(s_0, M ) pri s 6 s^0 2 , i χ_β(s) = Ee^{sξβ} ¿ e^sE^{ξβ} = 1, to | |dψ^β dε (ε) | | = | | − s_β (ε) − ε d^β dε (ε) + 1 χ_β(s_β (ε)) dχ_β ds (s_β (ε)) ds_β dε | | 6 6^(2ε + C(s0, M )) max_{o6x6ε}^|^{dψβ}_{dx} (x)^|. Pofftomu dostatoqno ustanovit~ ravnomernu¸ ograniqennost~ v nekotoroæ okrestnosti nulØ proizvodnyh {_{dsβ} ds } β∈ e_B . DlØ fftogo

snaqala, pol~zuØs~ ravenstvami

ε_β (0) = 0 i ds_β dε (ε) =

E[(1 + s_β (ε)(ξ_β − ε))e^{sβ (ε)(ξβ −ε)}] E[(ξ_β − ε)^2e^{sβ (ε)(ξβ −ε)}]

, (3)

dokaßem “uslovnu¸” ograniqennost~: esli dlØ nekotorogo Δ 6

ε_0 na promeßutke [0, Δ] vse funkcii s_β ne prevoshodØt^{s0}_2 , to na

244 O. A. PODKORYTOVA fftom ße promeßutke ih proizvodnye ih proizvodnye^{dsβ}_{dε} ograniqeny po absol¸tnoæ veliqine qislom, zavisØwim tol~ko ot s_0 i M iz usloviØ II i ε_0. Deæstvitel~no, esli s_β (ε) 6^{s0}_2 na [0, Δ], to absol¸tnaØ veliqina qislitelØ v (3) ne prevoshodit e^{−sβ (ε)ε} (( 1 + s_β (ε)ε ) M + s_β (ε) | |E ( ξ_β e^{sβ (ε)ξε} )| | ) 6 M + s0 C(s0, M ) = K. Ocenim snizu znamenatel~. Poloßim η = ξ_β − ε, ν = s_β(ε). Togda dlØ l¸bogo a > 0 E (( ξ_β − ε )_2 e^{sβ (ε)(ξβ −ε)} ) = E(η^2 e^{νη}) ¿ e^{−νa} E ( η^21_{{η>−a}} ) . Tak kak v silu usloviØ II

P(η 6 −x) 6^M_{es0(x−ε)} 6^M_{es0(x−ε0)} dlØ l¸bogo x ∈ R, to E ( η^21_{{η}6_{−a}} ) = − ∞∫ a x^2 dP(η 6 −x) =

= 2 ∞∫ a x dP(η 6 −x) dx + a^2P(η 6 −a) 6

6 2M ∞∫ a xe^{−(x−ε0)s0} dx + M a^2e^{−(a−ε0)s0} →_{a→+∞} 0. Pofftomu E ( η^21_{{η}6_{−a}}

) 6^{JB}_8 dlØ nekotorogo a, ne zavisØwego ot

β. Sledovatel~no, dlØ vseh β ∈ ~B znamenatel~ v (3) ne men~xe, qem e^{−νa}E ( η^21_{{η>−a}} ) ¿ e^{−νa(}Eη^2 −^{JB}_8^) = e^{−sβ (ε)a} ( Eχ^2_β + ε^2 − J_B 8 ) ¿^{JB}_8 e^{−s0 a/2}.

Takim obrazom, | | ds^β dε (ε) | | 6 L^{def}= 8^K_{JB} e^{s0 a/2}, esli 0 6 sβ (ε) 6 s0/2 na [0, Δ],

GRUBA˚ ASIMPTOTIKA VERO˚TNOSTE` 245 to est~ “uslovnaØ” ograniqennost~ proizvodnyh ustanovlena. Ots¸da sleduet i “bezuslovnaØ” ograniqennost~: |_{dsβ} dε (ε) | 6 L na promeßutke [0, δ], δ = min { ε_0,^{s0}_{3L} } , dlØ vseh β ∈ ~B. Deæstvitel~no, v protivnom sluqae dlØ nekotorogo β ∈ ~B funkciØ s_β prinimaet na [0, δ] znaqenie ne men~xee, qem s_0/2, a tak kak

s_β (0) = 0, to max_{[0,Δ]} s_β (Δ) = s_0/2 pri nekotorom Δ 6 δ 6^{s0}_{3L} .

Po dokazannoæ “uslovnoæ” ograniqennosti ffto vreqet neravenstvo |_{dsβ} dε (ε) | 6 L na [0, Δ], a togda po teoreme Lagranßa o srednem s0 2 = s_β (Δ) − s_β(0) 6 LΔ 6 L^{s0}_{3L} =^{s0}_3 , qto nevozmoßno.

Teorema dokazana.

§2 Bol~xie ukloneniØ Rabotat~ s prostranstvom X = L^∞[0, 1] neudobno, tak kak soprØßennoe k nemu prostranstvo slixkom veliko i ne imeet prostyh konstruktivnyh opisaniæ, no nam ne hotelos~ by ograniqivat~sØ prostranstvom C[0, 1], tak kak ßelatel~no, qtoby v rassmatrivaemoe prostranstvo vhodili kusoqno nepreryvnye traektorii nekotoryh ffmpiriqeskih processov. Pofftomu pri

X = L^∞[0, 1] vvedem novoe prostranstvo ~X = { f ∈ L^∞[0, 1] : v kaßdoæ toqke x suwestvu¸t

odnostornnie predely f(x ± 0) ∈ R,

priqem f(x − 0) = f(x), f(0) = f(+0) } , ‖ · ‖ e_X = ‖ · ‖_∞. (4)

DlØ vsØkoæ funkcii f ∈ ~X i mery μ ∈ M = C^∗[0, 1] imeet smysl

∫_1 0 f dμ, to est~ μ opredelØet lineænyæ nepreryvnyæ funk-

cional na ~X. HotØ M ( ~X^∗, dlØ l¸boæ f ∈ ~X verno ravenstvo ‖ f ‖_∞ = sup_{‖ μ ‖M} 61 1∫ 0 f dμ. Pofftomu vse dal~neæxie rezul~taty osta¸tsØ vernymi i dlØ normy ‖ · ‖_∞, esli vmesto ~X^∗ podstavit~ M. Takim obrazom, vs¸du dalee pod X budem ponimat~ libo prostranstvo X, udovletvorØ¸wee usloviØm 1^0 i 2^0 VvedeniØ, libo ~X (v fftom sluqae

‖ · ‖_X = ‖ · ‖_∞).

246 O. A. PODKORYTOVA

Pereædem k formulirovke osnovnyh teorem. Pust~ {Y_i(t)}_i¿_1 – posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh processov na [0, 1] so znaqeniØmi v prostranstve X, traektorii kotoryh p.n. kusoqno nepreryvny, EY_i(t) = 0 pri

t ∈ [0, 1], i korrelØcionnaØ funciØ K(t, s) = E(Y_i(t) Y_i(s)) ogra-

niqena na [0, 1]×[0, 1]. Pust~ process ρ_n(t) predstavim v vide

ρ_n(t) = 1 n n∑ i=1 Y_i(t). DlØ 0 6 τ_1 6 τ_2 6 1 vvedem “harakteristiku nemonotonnosti” funkcii |ρ_n|

ω_n(τ_1, τ_2) = sup_{τ1} 6t6τ2^{| ρn(t) | − max {| ρn(τ1) |, | ρn(τ2) |} .} ˚sno, qto ω_n(τ_1, τ_2) ¿ 0, a esli funkciØ |ρ| monotonna na promeßutke [τ_1, τ_2], to ω_n(τ_1, τ_2) = 0.

Predpoloßim, qto processy {Y_i(t)} udovletvorØ¸t usloviØm

(A) suwestvuet takoe, qto s_0 > 0, qto sup_{t∈[0,1]} Ee^{s0|Yi(t)|} < ∞; (V) dlØ l¸byh poloßitel~nyh qisel γ i σ suwestvuet takoæ koneqnyæ nabor toqek 0 = t_1 < t_2 < . . . < t_k = 1, qto lim_{n→∞} ln P ( ω_n(τ_1, τ_2) > σ ) < −γ pri t_i 6 τ_1 < τ_2 6 t_{i+1}, i = 1, 2, . . . , k − 1. Pust~ B_X∗ – ediniqnyæ xar v X^∗. DlØ β ∈ B_X∗ poloßim ξ_β =

(Y_1, β) – deæstvie funkcionala β na Y_1. DlØ ε > 0 opredelim

funkci¸

Φ_X (ε) = sup_{β∈BX∗} inf_s¿_0 ln Ee^{s(ξβ −ε)}. (5)

(v sluqae L^∞ my berem X = ~X, X^∗ = M).

Teorema 2. Pust~ X = L^∞[0, 1], a processy {Yi}i¿1 – udovletvo-

rØ¸t sdelannym vyxe predpoloßeniØm. Togda v toqkah nepreryvnosti funkcii Φ_X lim_{n→∞} 1 n ln P (‖ ρ_n ‖_∞ > ε) = Φ_X (ε).

GRUBA˚ ASIMPTOTIKA VERO˚TNOSTE` 247

Teorema 2. Pust~ prostranstvo X udovletvorØet usloviØm 1^0 i

2^0 iz VvedeniØ, a na processy {Y_i}, krome opisannyh vyxe usloviæ, naloßeno ograniqenie

(S) suwestvuet takoe koneqnoe (vozmoßno, pustoe) mnoßestvo G = {g_1, . . . , g_l} ⊂ (0, 1), qto dlØ l¸boæ okrestnosti U ⊃ G, sostoØweæ iz koneqnogo qisla intervalov, i dlØ l¸byh γ, σ > 0 suwestvuet takoæ koneqnyæ nabor τ_1, . . . , τ_m, vkl¸qa¸- wiæ vse graniqnye toqki [0, 1] \ U , qto esli [τ_i, τ_{i+1}] ⊂ [0, 1] \ U , to lim_{n→∞} 1 n ln P ( sup τ_i6t6τ_i+1 | ρ_n(t) − ρ_n(τ_i) |< σ ) < −γ. Togda v toqkah nepreryvnosti Φ_X lim_{n→∞} 1 n ln P (‖ ρ_n ‖_X > ε) = Φ_X (ε).

DlØ dokazatel~stva nam potrebuetsØ klassiqeskaØ teorema G. Qernova [1, 5] v sledu¸weæ formulirovke.

Teorema (G. Qernov). Pust~ ξ1, ξ2, . . . – takie nezavismye odina-

kovo raspredelennye sluqaænye veliqiny, qto Eξ_i = 0, Ee^{s|ξi|} < ∞ dlØ nekotorogo s > 0. Pust~ P(ξ_i = 0) = 0. Togda dlØ ε > 0 lim_{n→∞} 1 n ln P ( 1 n n∑ i=1 ξ_i > ε ) = inf_s¿_0 ln Ee^{s(ξ1−ε)}.

Dokazatel~stvo teoremy 2. Zafiksiruem ε > 0. Pokaßem vna-

qale, qto lim_{n→∞} 1 n ln P (‖ ρ_n ‖_∞ > ε) = Φ_X (ε). (6)

Tak kak

‖ ρ_n ‖_∞ = sup_{β∈BM} (ρ_n, β) = sup_{β∈BM} 1 n n∑ i=1 (Y_i, β), to dlØ kaßdogo β ∈ B_M lim_{n→∞} 1 n ln P (‖ ρ_n ‖_∞ > ε) ¿ lim_{n→∞} 1 n ln P ( 1 n n∑ i=1 (Y_i, β) > ε ) .

248 O. A. PODKORYTOVA No po teoreme G. Qernova posledniæ predel raven

inf_s¿_0 ln Ee^{s((Y1,β)−ε)} = inf_s¿_0 ln Ee^{s(ξ1−ε)}.

PerehodØ k supremumu po β ∈ B_M, poluqaem trebuemu¸ ocenku snizu.

Dalee predpoloßim, qto Φ_X (ε) > −∞ (v sluqae Φ_X (ε) = −∞ izmeneniØ, neobhodimye v dokazatel~stve, oqevidny). Otmetim, qto v ravenstve ‖ ρ_n ‖_∞ = sup_{β∈BM} (ρ_n, β) supremum moßno brat~ po znaqitel~no men~xemu mnoßestvu. Deæstvitel~no, esli δ_tmera Diraka v toqke t, ~B_M = {±δ_t}_{t∈[0,1]}, to

‖ ρ_n ‖_∞ = sup_{β∈BM} (ρ_n, β) = sup β∈ e_{BM} (ρ_n, β), tak kak ‖ ρ_n ‖_∞ = sup_t |ρ_n(t)|, a (ρ_n, ±δ_t) = ±ρ_n(t).

Poloßim

Φ_∞(ε) = sup_{t∈[0,1]} max { inf_s¿_0 Ee^{s(−Y1(t)−ε)}, inf_s¿_0 Ee^{s(Y1(t)−ε)} } . (7)

Inaqe govorØ,

Φ_∞(ε) = sup_{β∈BM} inf_s¿_0 Ee^{s((Y1,β)−ε)}.

˚sno, qto

Φ_∞(ε) 6 Φ_X (ε) pri ‖ · ‖_X = ‖ · ‖_∞. (8)

Voz~mem proizvol~noe σ ∈ (0, ε). Poloßim γ = −Φ_∞(ε) i vyberem toqki t_1, . . . , t_k iz usloviØ (V). Togda P ( ‖ ρ_n ‖_∞ > ε ) 6^{k∑}_{i=1} P^( | ρn(ti) |> ε − σ^)+ k∑ i=2 P ( sup t_{i−}16t6t_i | ρ_n(t) | − max { | ρ_n(t_{i−1}) |, | ρ_n(t_i) | } > σ ) =

= k∑ i=1 A_{n,i} + k∑ i=2 B_{n,i}. Qto kasaetsØ vtorogo slagaemogo, to v silu vybora toqek t_i lim_{n→∞} 1 n ln B_{n,i} 6 −γ = Φ_∞(ε), i = 2, . . . , k.

GRUBA˚ ASIMPTOTIKA VERO˚TNOSTE` 249 Ocenim A_{n,i} 6 P ( ρ_n(t_i) > ε − σ ) + P ( − ρ_n(t_i) > ε − ξ ) . Tak kak toqka t_i fiksirovana, to po teoreme Qernova lim_{n→∞} 1 n ln P ( ρ_n(t_i) > ε − σ ) = = lim_{n→∞} 1 n ln P ( 1 n n∑ j=1 Y_j (t_i) > ε − σ ) = = inf_s¿_0 E e^{s(Y1(ti)−(ε−σ))} 6 Φ_∞(ε − σ).

Analogiqno, lim_{n→∞} 1 n ln P ( − ρ_n(t_i) > ε − σ ) = = inf_s¿_0 E e^{s(−Y1(ti)−(ε−σ))} 6 Φ_∞(ε − σ).

Sledovatel~no, lim_{n→∞} 1 n ln P ( ‖ ρ_n ‖_∞ > ε ) 6 Φ∞(ε − σ), i v silu (8) lim_{n→∞} 1 n ln P ( ‖ ρ_n ‖_∞ > ε ) 6 ΦX (ε − σ). Tak kak σ proizvol~no, to ots¸da sleduet, qto v toqke nepreryvnosti Φ_X spravedliva trebuemaØ ocenka sverhu lim_{n→∞} 1 n ln P ( ‖ ρ_n ‖_∞ > ε ) 6 ΦX (ε). Vmeste s (6) ffto dokazyvaet teoremu.

Sledstvie teoremy 2. Pri dokazatel~stve teoremy my fakti-

qeski pokazali, qto v sluqae ‖ · ‖_X = ‖ · ‖_∞ moßno napisat~ lim_{n→∞} 1 n ln P ( ‖ ρ_n ‖_∞ > ε ) = Φ_∞(ε),

gde Φ_∞ opredelena formuloæ (7).

Zameqanie k teoreme 2. Pohoßiæ rezul~tat poluqen Seturama-

nom [8], no formal~no oni ne ØvlØ¸tsØ sledstviØmi drug druga.

250 O. A. PODKORYTOVA

Dokazatel~stvo teoremy 3. Ocenka snizu lim_{n→∞} 1 n ln P ( ‖ ρ_n ‖_∞ > ε ) ¿ Φ∞(ε) dokazyvaetsØ tak ße, kak v teoreme 2. DlØ poluqeniØ ocenki sverhu zafiksiruem ε > 0 i vyberem σ > 0 stol~ malym, qto

ε > –σ, gde – – konstanta iz VvedeniØ. Iz teoremy 2 sleduet,

qto suwestvuet nastol~ko maloe poloßitel~noe qislo Δ, qto lim_{n→∞} 1 n ln P ( ‖ ρ_n ‖_∞ > – σ Δ ) < Φ_X (ε).

Ispol~zuØ uslovie 2^0, voz~mem okrestnost~ U nastol~ko maloæ, qtoby pri supp f ⊂ U vypolnØlos~ neravenstvo

‖ f ‖_X 6 Δ‖ f ‖_∞. (9)

Teper~, poloßiv γ = −Φ_X (ε), vyberem v [0, 1]\U toqki τ_1, . . . , τ_m v sootvetstvii s usloviem (S) i rassmotrim approksimaci¸ processa ρ_n, sootvetstvu¸wu¸ vybrannomu razbieni¸

~ρ_n (y) = { ρ_n(τ_i), t ∈ [τ_i, τ_{i+1}] 0, t ∈ U. Togda imeem P ( ‖ ρ_n ‖_X > ε ) 6 P^(‖ ρn − ~ρn ‖X > 2–σ^)+ +P ( ‖ ~ρ_n ‖_X > ε − 2–σ, ‖ ρ_n − ~ρ_n ‖_X 6 2–σ ) = P_1 + P_2.

(10)

Snaqala ocenim slagaemoe P_1. Predstavim ρ_n v vide summy

ρ_n = ρ^{(1)}_n + ρ^{(2)}_n , gde ρ^{(1)}_n = ρ_n(t)1I_U (t), ρ^{(2)}_n = ρ_n(t)1I_{[0,1]\U} (t).

Togda

P_1 6 P ( ‖ ρ^{(2)}_n − ~ρ_n ‖_X > –σ ) + P ( ‖ ρ^{(1)}_n ‖_X > –σ ) . (11)

Tak kak ‖ · ‖_X 6 –‖ · ‖_∞, to P ( ‖ ρ^{(2)}_n − ~ρ_n ‖_X > –σ

) 6 P^(‖ ρ^{(2)}_n − ~ρn ‖∞ > σ^) 6 6^∑_i P^( sup_{τi6t6τi+1} | ρn(t) − ρn(τi) |> σ^)

GRUBA˚ ASIMPTOTIKA VERO˚TNOSTE` 251 (summirovanie proizvoditsØ po tem nomeram i, dlØ kotoryh

(τ_i, τ_{i+1}) ⊂ [0, 1] \ U ). V silu vybora toqek τ_i (sm. uslovie (S))

ots¸da sleduet, qto lim_{n→∞} 1 n ln P ( ‖ ρ^{(2)}_n − ~ρ_n ‖_X > –σ ) < −γ = Φ_X (ε). DlØ ocenki vtorogo slagaemogo v (11) zametim, qto iz neravenstva (9) sleduet ‖ ρ^{(1)}n ‖_X 6 Δ‖ ρ^{(1)}n ‖∞, i pofftomu v silu vybora Δ imeem lim_{n→∞} 1 n ln P ( ‖ ρ^{(1)}_n ‖_X > –σ ) 6 6 lim_{n→∞}^1_n ln P^(‖ ρ^{(1)}_n ‖∞ > –^σ_Δ^) 6 lim_{n→∞} 1 n ln P ( ‖ ρ_n ‖_∞ > – σ Δ ) < Φ_X (ε).

SummiruØ poluqennye ocenki, poluqaem lim_{n→∞} 1 n ln P_1 < Φ_X (ε). (12)

Pereædem k ocenke P_2 iz (10). ApproksimaciØ ~ρ_n, kak sluqaænaØ veliqina v prostranstve X, prinimaet znaqeniØ v nekotorom koneqnomernom prostranstve Y . Pust~ y^∗_1 , . . . , y^∗_r obrazu¸t Δ-set~ v ediniqnom xare B_Y ∗ soprØßennogo prostranstva Y^∗. Vyberem σ > 0 nastol~ko malym, qtoby lim_{n→∞} 1 n ln P ( ‖ ρ_n ‖_∞ > σ Δ ) < Φ_X (ε). (13)

Togda

P_2 = P ( ‖ ~ρ_n ‖_X > ε − 2–σ ) , ‖ ~ρ_n − ρ_n ‖_X < 2σ– ) = = P ( sup y^∗∈B_Y ∗ ( ~ρ_n, y ) > ε − 2–σ, ‖ ~ρ_n − ρ_n ‖_X < 2σ– ) 6 6^{r∑}_{q=1} P^{((} ~ρn, y^∗_q^) > ε − 3–σ, ‖ ~ρn − ρn ‖X < 2σ–^)+ (14) + r∑ q=1 P ( sup ‖y^∗ −y^∗_q ‖<Δ ( ~ρ_n, y^∗ − y^∗_q ) > –σ^) =^{r∑}_{q=1}^(P1,q + P2,q^).

252 O. A. PODKORYTOVA Netrudno pokazat~, qto suwestvu¸t takie x^∗_q ∈ X, qto

‖ x^∗_q ‖_X∗ 6 1 + σ i (ρ^{(1)}_n , y^∗_q ) = (ρ^{(1)}_n , x^∗_q ), n = 1, . . . , q = 1, . . . , r.

Pofftomu (moßno sqitat~, qto σ < 1) imeem

P_{1,q} = P (( ~ρ_n, x^∗_q ) > ε − 3–σ, ‖ ~ρ_n − ρ_n ‖_X < 2–σ ) 6 6 P^{((} ~ρn, x^∗_q^) > ε − 3–σ, | ( ~ρn − ρn, x^∗_q ) |< 2–σ(σ + 1)^) 6 6 P^((ρn, x^∗_q) > ε − 7–σ^) = P^{((}ρn, x̃^∗_q^) >^{ε − 7}–^σ_{1 + σ}^),

gde x̃^∗_q =^{x∗q}_{1+σ} , ‖ x̃^∗_q ‖ 6 1. Ispol~zuØ teoremu Qernova, poluqaem lim_{n→∞} 1 n ln P_{1,q} 6 lim_{n→∞} 1 n ln P (( ρ_n, x̃^∗_q ) > ε − 7–σ 1 + σ ) = = inf_s¿_0 E exp ( −s ε − 7–σ 1 + σ + s ( Y_1, x̃^∗_q )) 6 ΦX^{( ε − 7}–^σ_{1 + σ}^) (15)

(poslednee neravenstvo vytekaet iz opredeleniØ Φ_X , tak kak

‖ x̃^∗_q ‖ 6 1).

Ocenim P_{2,q} iz (14):

P_{2,q} 6 P ( ‖ ~ρ_n ‖_X > – σ Δ ) 6 P^(‖ ~ρn ‖∞ >^σ_Δ^) 6 P^(‖ ρn ‖∞ >^σ_Δ^).

Ispol~zuØ (13), poluqaem lim_{n→∞} 1 n ln P_{2,q} 6 Φ_X (ε).

Ots¸da, iz (15) i (14) sleduet, qto lim_{n→∞} 1 n ln P_2 6 Φ_X ( ε − 7–σ 1 + σ ) . (16)

Iz (10), (12) i (16) poluqaem, qto lim_{n→∞} 1 n ln P ( ‖ ρ_n ‖_X > ε ) 6 ΦX^{( ε − 7}–^σ_{1 + σ}^).

V silu proizvol~nosti σ ffto dokazyvaet teoremu.

GRUBA˚ ASIMPTOTIKA VERO˚TNOSTE` 253

ZameqaniØ.

1. Netrudno videt~, qto esli vypolneno uslovie (S) s

G = ?, to vypolnØetsØ uslovie (V). Iz dokazatel~-

stva vidno, qto v sluqae vypolneniØ usloviæ (A) i (S) s G = ? teorema 3 spravedliva i bez usloviØ 2^0 na prostranstvo X.

2. V teoremah 2 i 3 req~ idet o toqkah nepreryvnosti funkcii Φ_X (ε). Tak kak Φ_X ne vozrastaet, to ona nepreryvna vs¸du, krome, moßet byt~, sqetnogo mnoßestva toqek. Teorema 1 takße garantiruet nepreryvnost~ Φ_X (ε) na promeßutke [0, δ] dlØ nekotorogo δ > 0.

Predpoloßim teper~, qto korrelØcionnaØ funkciØ

K(s, t) = E (Y_i(s) Y_i(t))

nepreryvna na [0, 1]×[0, 1]. Opredelim operator K : M → C[0, 1] formuloæ (Kμ)(t) = 1∫ 0 K(t, s) dμ (s). Otmetim, qto iz nepreryvnosti K sleduet kompaktnost~ operatora K. Rassmotrim takße kvadratiqnu¸ formu Q na X^∗: Q(μ) = (Kμ, μ), i opredelim qislo

J_X = ‖ K ‖ = sup_{‖μ‖} X∗ 61^{Q(μ)} (esli μ ∈ M \ X^∗, to budem sqitat~, qto ‖μ‖_X∗ = ∞).

Lemma 3. Pust~

B_X = { μ ∈ M : ‖ μ ‖_X∗ 6 1 } , J_X = sup_{μ∈BX} Q(μ). Togda suwestvuet takoe μ_0 ∈ B_X , qto

Q(μ_0) = J_X .

254 O. A. PODKORYTOVA

Dokazatel~stvo. Pust~ μn – takaØ posledovatel~nost~ fflemen-

tov B_X , to Q(μ_n) → J_X . V silu^∗-slaboæ kompaktnosti ediniqnogo xara v X^∗, moßno sqitat~, qto suwestvuet takoe μ_0 ∈ B_X , qto μ_n^{w∗}−→ μ_0 (17)

(zdes~ w^∗ oznaqaet^∗-slabu¸ topologi¸ na X^∗). Pokaßem, qto Kμ_n^‖ · ‖ −→ Kμ_0. (18)

Esli dannoe utverßdenie neverno, to po kompaktnosti K moßno vydelit~ taku¸ podposledovatel~nost~ μ_n, qto Kμ_{nl} → x, gde

x ≠ Kμ_0. Budem sqitat~, qto ishodnaØ posledovatel~nost~ tako-

va, qto Kμ_n → x. V fftom sluqae suwestvuet takoe ν ∈ K^∗, qto

(Kμ_0 − x, ν) ≠ 0. (19)

No (Kμ_0 − x, ν) = (Kμ_0 − Kμ_n, ν) + (Kμ_n − x, ν). Norma vtorogo slagaemogo ne prevoshodit ‖ Kμ_n − x ‖_X · ‖ν‖_X∗ →_{n→∞} 0. DlØ ocenki pervogo slagaemogo zametim, qto (Kμ, ν) = (Kν, μ) dlØ l¸byh μ,

ν ∈ X^∗. Pofftomu (Kμ_0 − Kμ_n, ν) = (Kν, μ_0 − μ_n) → 0, tak kak μ_n^{w∗}−→ μ_0. PoluqivxiæsØ rezul~tat protivoreqit (19), qto dokazyvaet

(18). Teper~

| Q(μ_n) − Q(μ_0) |=| (Kμ_n, μ_n) − (Kμ_0, μ_n) + (Kμ_0, μ_n) − (Kμ_0, μ_0) |6 6| (K(μn − μ0), μn) | + | (Kμ0, μn − μ0) | . Pervoe slagaemoe stremitsØ k nul¸, tak kak

| (Kμ_n − μ_0), μ_n) |6 ‖ Kμ_n − Kμ_0 ‖_X ‖ μ_n ‖_X∗ 6 ‖ Kμ_n − Kμ_0 ‖_X → 0

v silu (18), a vtoroe slagaemoe stremitsØ k nul¸ vsledstvie (17). Takim obrazom, Q(μ_n) → Q(μ_0), i pofftomu J_X = Q(μ_0).

Lemma dokazana.

Teorema 4. Esli v usloviØh teorem 2 ili 3 (ili zameqaniØ 2 k

teoreme 3) J_X > 0, to lim_{n→∞} 1 n ln P(‖ρ_n‖_X > ε) = − ε^2 2J_X + O(ε^3), ε → 0.

GRUBA˚ ASIMPTOTIKA VERO˚TNOSTE` 255

Dokazatel~stvo. Pust~ μ-mera, predstavlØ¸waØ funkcional iz

B_X∗ , ξ_μ =

∫_1 0 Y_1(t) dμ(t). Togda

D ξ_n = E

(^1∫ 0 Y_1(t) dμ (t) 1∫ 0 Y_1(s) dμ (s) ) =

= 1∫ 0 1∫ 0 E ( Y_1(t) Y_1(s) ) dμ (t) dμ(s) =

= 1∫ 0 1∫ 0 K(t, s) dμ (t) dμ (s) = Q(μ). Teper~, qtoby vyvesti nußnyæ rezul~tat iz teorem 2 i 3, nußno pokazat~, qto supremum kvadratiqnoæ formy dostigaetsØ na ediniqnom xare. V sluqae ‖ · ‖_X ≠ ‖ · ‖_∞ ffto sleduet iz lemmy 3. Pri ‖ · ‖_X = ‖ · ‖_∞ vospol~zuemsØ sledstviem teoremy 2 i rassmotrim funkciØ Φ_∞(ε), opredelennu¸ v (7). Togda vmesto D ξ_μ nußno vzØt~ D Y_1(t) = K(t, t), i supremum dostigaetsØ v silu nepreryvnosti K, priqem, kak netrudno videt~, J_X = sup_0 6t61^{K(t, t)} . Avtor blagodarit ˚. ı. Nikitina za poleznoe obsußdenie fftoæ raboty.

Literatura

1. R. Bahadur, Some limit theorems in statistics. SIAM, Philadelphia, 1971. 2. R. Bahadur, On the asymptotic efficiency of tests and estimates. — Sankhya 22, No. 3–4 (1960), 229–252.

3. A. Cabaña, Transformation du pont brownien empirique et teste de type Kolmogorov–Smirnov. — C. R. Acad. Sci., Paris 317, Sér. 1 (1993), 315–318.

4. A. Cabaña, Transformation of the empirial measure and Kolmogorov–Smirnov tests. — Ann. Stat. 24, No. 5 (1996), 2020–2035.

5. H. Chernoff, A measure of asymptotic efficiency for tests a hypothesis based on sums of observations. — Ann. Math. Stst. 23, No. 4 (1952), 493–507.

6. D. Darling, On the asymptotic distribution of Watson’s statistic. — Ann. Stat.

11 (1983), 1263–1266.

7. P. Deheuvels, Invariance of Wiener process and of Brownian bridges by integral transforms and applications. — Stoch. Proc. and Appl. 13 (1982), 311–318.

8. J. Sethuraman, On the probability of the large deviations of families of sample means. — Ann. Stst. Math. 35, No. 3 (1964), 1304–1316.

256 O. A. PODKORYTOVA 9. ˚. ı. Nikitin, AsimptotiqeskaØ ffffektivnost~ neparametriqeskih

kriteriev. Nauka-Fizmatlit, M., 1995.

10. �. V. Hmaladze, Nekotorye primeneniØ teorii martingalov v stati-

stike. — Uspehi mat nauk 37, vyp. 6 (1982), 193–212.

Podkorytova O. A. Rough large deviations probability asymptotics of some functionals of the norm kind.

This paper contains some results describing rough large deviations probability asymptotics of the norm type functionals of empirical processes. This gives the opportunity to find exact Bahadur slopes which permit to compare different nonparametric tests using asymptotic relative efficiencies.

Postupilo 10 aprelØ 1997 g.

Vysxee voenno-morskoe uqiliwe radiofflektroniki im. prof. A. S. Popova