L. V. Rozovskiæ O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA DL˚ SUMM NEZAVISIMYH SLUQA`NYH VELIQIN S KONEQNYMI DISPERSI˚MI

Vvedenie

Rassmotrim posledovatel~nost~ sluqaænyh veliqin {X_i}^∞_{i=1} s nulevymi srednimi i koneqnymi dispersiØmi σ^2_i = D X_i (i ¿ 1). Poloßim S_n = X_1 + . . . + X_n, B^2_n = σ^2_1 + . . . + σ^2_n i v dal~neæxem budem sqitat~, qto B_n ↑ ∞ pri n ↑ ∞.

Osnovnoæ cel~¸ nastoØweæ zametki ØvlØetsØ nahoßdenie prostyh, no v to ße vremØ dostatoqno obwih novyh usloviæ, kotorye pozvolØ¸t rasprostranit~ fundamental~nu¸ teoremu A. N. Kolmogorova ([1; 2, gl. VII, teorema 1]) na sluqaæ neograniqennyh sluqaænyh veliqin. V fftom smysle stat~Ø prodolßaet issledovaniØ iz raboty [3], v kotoroæ pomimo proqego moßno naæti kratku¸ spravku po istorii voprosa.

DlØ proØsneniØ suti dela privedem anonsirovannoe v [4] sledstvie dokazannyh niße rezul~tatov.

Teorema. Pust~ bn = Bn^√2 ln ln Bn, n ¿ n0. Esli (n → ∞) 1 B^2_n n∑ l=1 EX^2_l I[|X_l| > εB^2_n/b_n] → 0 (∀ε > 0) (1)

i pri nekotorom γ < 1 i nekotorom a > 0 ∑ n ( P{X_n > γb_n} + B^2_n b^2_n P{X_n > aB^2_n/b_n} ) < ∞, (2) to lim sup S_n B_n √ 2 ln ln B_n

= 1 p.n. (3)

Sformulirovannyæ rezul~tat ØvlØetsØ prØmym obobweniem vyxeupomØnutoæ teoremy Kolmogorova ((2) i (3), oqevidnym

Rabota nad stat~eæ byla podderßana grantom RFFI No. 95-01-01260, No. 96-01-00547 i grantom veduwih nauqnyh xkol No. 96-15-96199. 257

258 L. V. ROZOVSKI`

obrazom, vypolnØ¸tsØ, esli essup |X_n| = o(B^2_n/b_n), n → ∞) i vkl¸qaet v sebØ teoremu Hartmana–Vintnera ([5; 2, gl. X, teorema 8]) (legko podsqitat~, qto shodimost~ rØda v (2) pri odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqinah X_1, X_2, . . . ravnosil~na uslovi¸ EX^2_1 I[|X_1| > 0] < ∞).

Krome togo, iz teoremy vyteka¸t teoremy 3, 4, 6 raboty [3] (i vse ostal~nye rezul~taty, obobweni¸ kotoryh posvØwena ffta stat~Ø). Nakonec, zametim, qto v uslovii (2) ispol~zuetsØ informaciØ lix~ o pravyh hvostah funkciæ raspredeleniØ summiruemyh sluqaænyh veliqin.

1. Rezul~taty Vvedem oboznaqeniØ. Poloßim

T_α{b_n} = T_α = ∑ l¿1 b_{l+1} − b_l b_l e^{−(αbl/Bl)2/2}, gde {b_n}_n¿_1 – neubyva¸waØ poloßitel~naØ posledovatel~nost~, b_0 = 0, α > 0.

Vse predel~nye perehody v dal~neæxem proizvodØtsØ pri n → ∞. Teorema 1. Pust~ b_n/B_n ↑ i b_n/B^δ_n ↓ (∃δ > 1), (4) vypolnØetsØ uslovie (1) i pri nekotoryh γ < 1, t ¿ 0, β < (2+2t)^{−1} i a > 0 ∑ n ( P{X_n > γb_n} + B^2_n b^2_n P{X_n > βb_n}+

+ ( B_n b_n )_{2t} P{X_n > aB^2_n/b_n} ) < ∞. (5) Togda uslovie T_α < ∞ (∀α > 1) i T_α = ∞ (∀α < 1) (6) ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym dlØ vypolneniØ zakona povtornogo logarifma

lim sup S_n b_n = 1 p.n. (7)

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 259

Otmetim, qto v predpoloßeniØh teoremy 1 shodimost~ rØda T_α ravnosil~na shodimosti rØda ~T_α = ∑ l¿1 σ^2_{l+1} B^2_l e^{−(αb1/Bl)2/2}. (8) Teorema, privedennaØ vo vvedenii, vytekaet iz teoremy 1 pri t = 1 (i b_n = B_n √ 2 ln ln B_n).

Zametim, qto uslovie (5) vypolnØetsØ (sm. [6, 7]), esli pri nekotoryh poloßitel~nyh t, a ∑ n¿1^{E min(1, Xn/bn)} tI[X_n > aB^2_n/b_n] < ∞. Suwestvennu¸ rol~ v dokazatel~stve teoremy 1 igraet sledu- ¸wee, predstavlØ¸wee samostoØtel~nyæ interes, utverßdenie.

Teorema 2. Pust~ bn ¿ Bn, n > n0. Esli vypolnØetsØ uslovie (1),

to pri l¸bom fiksirovannom μ > 0 dlØ vseh dostatoqno bol~xih n P{S_n > x} ¿ Φ̄ ( (1 + μ)x B_n ) , x ∈ [B_n, b_n]. (9) Zdes~ Φ̄(. . . ) = 1 − Φ(. . . ), gde Φ(. . . ) – standartnaØ normal~naØ funkciØ raspredeleniØ.

Sledstvie ([8, (7)]). Esli nezavisimye sluqaænye veliqiny

{X_i}_i¿_1 odinakovo raspredeleny, to ocenka (9) imeet mesto pri b_n = n/ρ_n, gde poloßitel~naØ posledovatel~nost~ ρ_n stremitsØ k beskoneqnosti skol~ ugodno medlenno.

Teorema 2 ØvlØetsØ obobweniem odnoæ lemmy A. N. Kolmogorova ([2, lemma 2]), igra¸weæ kl¸qevu¸ rol~ pri dokazatel~- stve ego teoremy o zakone povtornogo logarifma.

Otmetim, qto formal~no ocenku (9) moßno vyvesti iz [9, teorema 4], odnako sootvetstvu¸wiæ rezul~tat tam ne dokazan, i, skoree vsego, ne ØvlØetsØ spravedlivym.

Sledu¸wiæ rezul~tat utoqnØet teoremu 1.

Teorema 3. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 1. DlØ vypol-

neniØ sootnoxeniØ

lim sup S_n b_n 6

1 (< 1) p.n. (10)

260 L. V. ROZOVSKI` neobhodimo i dostatoqno, qtoby

T_α < ∞ pri l¸bom α < 1 (pri nekotorom α < 1). (11)

Zameqanie 1. UsloviØ (1), (4), (5) v raznoæ stepeni ispol~zu-

¸tsØ pri dokazatel~stve neobhodimosti i dostatoqnosti v teoreme 3. Tak, neobhodimost~ v teoreme 3 verna bez predpoloßeniØ (5), a dostatoqnost~ – bez predpoloßeniØ (1). VyraßaØs~ toqnee, dostatoqnost~ sohranØet spravedlivost~ pri zamene predpoloßeniæ (1) i (4) na b_n/B_n ↑, (12) a (5) (∃γ < 1, t ¿ 0, β < (2 + 2t)^{−1}, a > 0) – na (5) (∃γ < 1, t ¿ 0, β < (2 + 2t)^{−1}, ∀a > 0), sootvetstvenno.

Sledstvie 1 ([3, teorema 1]). Pust~ bn = Bn^√2 ln ln Bn, n ¿ n0.

Esli vypolnØetsØ uslovie (1), to

lim sup S_n b_n ¿

1 p.n.

Zameqanie 2. Izvestno ([2, gl. VII, teorema 5]), qto uslovie ∑ n¿1^{P{Xn > γbn} < ∞} pri l¸bom γ > 1 (nekotorom γ < 1) (13)

ØvlØetsØ neobhodimym dlØ spravedlivosti sootnoxeniØ (10). Takim obrazom, esli iz usloviØ (13) vytekaet sootnoxenie (5), to (v predpoloßenii (1)) usloviØ (11) i (13) stanovØtsØ neobhodimymi i dostatoqnymi dlØ vypolneniØ (10). TakaØ situaciØ, naprimer, voznikaet, esli X_n = a_nY_n, n ¿ 1, gde {Y_n} – posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin s nulevymi srednimi i ediniqnymi dispersiØmi, {a_n} – poloßitel~naØ posledovatel~nost~, priqem b_n/B_n ↑, b_n/B^2_n ↓ 0, a_nb_n B^2_n

→ 0, (14) i, krome togo, b_n/a_n ≍ b̄_n, ∑ m>n b̄^{−p}_m = 0(nb̄^{−p}_n ), ∃p > 0, (15)

gde b̄_n ↑.

Zametim, qto v fftom sluqae B^2_n =^n ∑ m=1 a^2_m, a uslovie (1) vypolnØetsØ po (14).

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 261

Sledstvie 2. Pust~ Sn = a1Y1 + . . .+ anYn, n ¿ 1, gde {Yn} to ße,

qto v zameqanii 2. Togda, esli a_n ≍ exp{α ln^p_n}, α > 0, p > 1, to

(2) ⇐⇒ EY^2_1 ln^{p−1} Y_1/ ln ln Y_1I[Y_1 > 9] < ∞.

esli a_n ≍ exp{αn^p}, α > 0, p ∈ (0, 1), to

(2) ⇐⇒ E(Y^2_1 / ln Y_1)^{11}�^p I[Y_1 > 3] < ∞.

Otmetim, qto sootnoxenie (2) vypolnØetsØ takße, esli a_n ≍ n^p, p ¿ −1/2, odnako zdes~ dostatoqno usloviØ EY^2_1 < ∞.

2. Lemmy Pust~ Y_1, . . . , Y_n (n ¿ 1) – nezavisimye sluqaænye veliqiny s nulevymi srednimi, koneqnymi dispersiØmi i funkciØmi raspredeleniØ V_1, . . . , V_n; Z_n = Y_1 + . . . + Y_n, D^2_n = DZ_n. Poloßim

Q_n(t) = n∑ l=1 (1 − V_l(t)), Θ_n(t) = n∑ l=1 V_l(t),

U_{n,c}(t) = P{Z_n > t, max_16_k6_n Y_k < c},

α(c) = c∫ −c ydΘ_n(y) δ^2_n(h) = D^{−2}_n ∫ |y|¿h y^2 dΘ_n(y). (16)

Pust~ k ¿ 1, h ¿ 0, c > kh, b, p, q > 0, p + q = 1/2; β(u) = (e^u − 1 − u)/u^2, P_0 = e^{−bx̄/2h}, P_1 = exp { − px̄^2 2D^2_n

(β(b) + I[k > 1]β(kb)δ^2_n(h))^{−1} } ,

P_2 = 1 kbqcx̄ c∫ kh y^2 dΘ_n(y x̄ 2c . Lemma 1. Pust~ x̄ = x − α(c). Togda

U_{n,c}(x) 6 max(P_0, P_1, P_2); (17)

262 L. V. ROZOVSKI` esli 0 < λ < γ < 1 i c = λx, to

U_n(x) 6 U_{n,c}(x) + Q_n(γx) + (1 − γ)^{−2}

D^2_n x^2

Q_n(λx). (18)

Dokazatel~stvo. Po analogii s [10, lemma 1] imeem

U_n(x) 6 U_{n,c}(x) + n∑ k=1 ∞∫ c P_{n,k}(x − y)dV_k(y), gde P_{n,k}(t) = P{Z_n − Y_k > t}. Pri c = λx, oqevidno, ∞∫ c P_{n,k}(x − y)dV_k(y) 6 ∞∫ γx dV_k(y) + P_{n,k}(x − γx) ∞∫ λx dV_k(y).

UqityvaØ, qto P_{n,k}(x − γx) 6^{D2n}_{(1−γ)2x2} , ots¸da poluqim ocenku (18).

Sootnoxenie (17) pri k = 1 ØvlØetsØ sledstviem lemmy 2 iz [10], a pri k > 1 ego moßno poluqit~ putem modifikacii fftoæ lemmy.

Provedem sootvetstvu¸wie rassußdeniØ. Imeem po analogii s [10, (34)]: L(s) = c∫ −∞ e^{sy}dΘ_n − n 6 sα(c) + β(b)s^2 D^2_n + B(s),

priqem B(s) = c∫ b̄ β(sy)(sy)^2 dΘ_n 6 s^2 c∫ b̄ β(sy)(sy)^2 dΘ_n + s^2D^2_nβ(kb)δ^2_n(b̄),

(19) gde b̄ = min(c, b/s), b̃ = min(c, kb/s). Pervoe slagaemoe v pravoæ qasti (19) ne prevoshodit sB̃(s) = e^{sc} c2 c∫ b̄ y^2dΘ_n.

Takim obrazom, L(s) 6 sα(c) + sB_1 (s), gde B_1(s) = B̃(s) + sD^2_n((β(b) + β(kb)δ^2_n(b̄)). Ots¸da,

U_n(x) 6 e^{−sx+L(s)} 6 e^{−s(x̄−B1 (s))} 6 e^{−s0x̄/2}, (20)

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 263

gde s_0 = sup(u ¿ 0 : B_1(u) 6 x̄/2).

Esli b/s_0 6 h, to U_n(x) 6 P_0. (21)

Esli b/(s_0 + ε) > h(∃ε > 0), to B_1(s_0 + ε) > x̄/2, vsledstvie qego libo (s_0 + ε)D^2_n((β(b) + β(kb)δ^2_n(b̄)) > px̄, (22)

libo B̃(s_0 + ε) > qx̄, (23)

priqem v fftom sluqae c ¿ b̃, ili c ¿^{kb}_{s0+ε} > kh, i B̃(s_0 + ε) 6 e^{(s0+ε)c 1}_{ckb}^c ∫ kh y^2dΘ_n.

Ocenka (17) sleduet ots¸da i iz (21)–(23) v silu proizvol~- nosti ε > 0. Lemma 1 dokazana polnost~¸.

Lemma 2. Pri l¸bom β ∈ (0, 10^{−2}) dlØ vseh x,

β^{−1} D_n max ( 1, D_n c δ_n(c) ) 6 x 6 β^{D2n}_c ,

U_n(x) ¿ exp { − (1 + μ) 2 x^2 D^2_n } , (24)

gde μ = 50β, a c – proizvol~nyæ parametr, udovletvorØ¸wiæ usloviØm

c 6 β^2Dn, δn(c) 6 β^2 (25)

(zametim, qto parametr c moßet zaviset~ ot x).

Sledstvie.

1. Pust~ |Y_k| 6 c p.n., 1 6 k 6 n, gde c 6 β^2D_n, 0 < β < 10^{−2}. Togda (24) vypolnØetsØ pri vseh x ∈ [β^{−1}D_n, βD^2_n/c]. V qastnosti, pri c = M D^2_n/b_n i b_n ¿ M β^{−2}D_n, β^{−1}D_n 6 x 6 βM^{−1}b_n.

2. Esli δ_n(βD^2_n/b_n) 6 β^2, gde b_n ¿ β^{−1}D_n, to (24) vypolnØetsØ pri β^{−1}D_n 6 x 6 b_n.

3. Esli δ_n(νD^2_n/b_n) 6 β^2, gde b_n ¿ νβ^{−2}D_n, to (24) vypolnØetsØ pri x = ν^{−1}βb_n (c = νD^2_n/b_n).

DlØ proverki vtorogo utverßdeniØ primem c = βD^2_n/x. Togda (25) vypolnØetsØ pri β^{−1}D_n 6 x 6 b_n, a usloviØ na x iz (24) spravedlivy (v sluqae (25)) pri x ¿ β^{−1}D_n.

264 L. V. ROZOVSKI`

Otmetim, qto lemma 2 ØvlØetsØ obobweniem (na sluqaæ neograniqennyh Y_1, . . . , Y_n) analogiqnoæ, sovpada¸weæ s punktom 1 sledstviØ, ocenki iz [11, (29)].

Dokazatel~stvo lemmy 2. Vvedem oboznaqeniØ:

L_k(h) = c∫ −c e^{hy} dV_k(y), σ^2_k = ∫ |y|6c y^2dV_k(y),

σ^2_k = DX_k, σ̄^2_k = σ^2_k − σ^2_k.

Pust~ η = 10β, γ̄ = β √ 2, δ = β √ 3/2, γ = 3β^2, gde 0 < β < 10^{−2}. Poloßim x̄ = (1 + γ̄)x, h = (1 + η)x̄/D^2_n, ε^2 =^3_2 (ch)^2δ_n(c), I_n = {k : hσ̄_k 6 ε}, L_n – qislo fflementov v I^c_n. Oqevidno, L_n 6 (δ_n(c)D_nh/ε)^2 i, sledovatel~no, D^{−2}_n ∑ k∈I_n σ^2_k = 1 − δ^2_n(c) − 1 D^2_n ∑ k∈I^c_n σ^2_k

¿ 1 − δ^2_n(c) − Lnc^2/D^2_n ¿ 1 − δ^2_n(c)(1 + (ch/ε)^2) ¿ 1 − β^2. (26)

Imeem pri Z̄_n = ∑ k∈I_n Y_k,

U_n(x) ¿ P{Z̄_n > x̄}P{Z_n − Z̄_n ¿ −γ̄x} = P_1P_2. (27)

Oqevidno (sm. (25)),

P_2 ¿ 1 − D^2_n/(γ̄x)^2 ¿ 1 2 ; (28)

P_1 ¿ P{Z̄_n > x̄; |Y_k| 6 c, k ∈ I_n} = ∏ k∈I_n L_k(h) ∞∫ x̄ e^{−hy}dP{Z̃_n < y} = A_1A_2, (29)

gde Z̃_n = ∑ k∈I_n Ȳk, a {Ȳk} – nezavisimye sluqaænye veliqiny

s funkciØmi raspredeleniØ^1_{Lk(h)}^{max(x,c)} ∫ min(x,−c) e^{hy}dV_k(y). VyqisleniØ

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 265

pokazyva¸t, qto

L_k(h) = 1 + 1 2 h^2σ^2_k ( 1 + θ_1 3 ) + θ_2c^{−2}σ̄^2_k, 0 > θ > −1,

L^′_k(h) = hσ^2_k ( 1 + 1 2 θ_1 ) + θ_3c^{−1}σ̄^2_k,

L^{′′}_k(h) = σ^2_k(1 + θ_1),

(30)

gde |θ_1| 6 δe^δ, |θ_2| 6 1 + δ, |θ_3| 6 1; krome togo |L_k(h)−1| 6 1 2 h^2e^{hc}σ^2_k+(1+δ)c^{−2}σ̄^2_k 6 1 2 δ^2e^δ+(1+δ)(ε/hc)^2 6 γ. (31)

Ocenim A_1 snizu. V sootvetstvii s (31), (30) i (24)–(26) (sm. takße [11, (22)])

ln L_k(h) ¿ L_k(h) − 1 − γ (1 − γ)^2 |L_k(h) − 1| ¿ 1 2 h^2D̄^2_n ( 1 − 1 4 β )

− { 2(1 + δ) ( D_n c δ_n(c) )_2 + γ 4(1 − γ)^2 h^2e^δD̄^2_n } ¿^1_2 h^2D^2_n(1 − γ3),

gde D̄^2_n = ∑ k∈I_n σ^2_k, γ_3 = 0.4β.

Takim obrazom,

A_1 ¿ exp { h^2D^2_n 2 (1 − γ_3) } . (32)

Dalee,

A_2 = e^{−hx̄} ∞∫ 0 e^{−ht}dP{Z̄_n < t + x̄} ¿ e^{−h(1+2η)x̄}(1 − P_3), (33)

gde P_3 = P{Z̃_n ¿ (1 + 2η)x̄ ∪ Z̃_n < x̄}. Imeem

EZ̃_n = ∑ k∈I_n ( L^′_k(h) + L^′_k(h)

1 − L_k(h) L_k(h) ) = J_1 + J_2, (34)

priqem v soglasii s (30), (31), (26)

J_1 = hD̄^2_n(1 + θ_4) + θ_5D^2_nc^{−1}δ^2_n(c) = hD^2_n(1 + θ_6 β),

266 L. V. ROZOVSKI`

|θ_4| 6 1 2 δe^δ, |θ_5| 6 1, |θ_6| 6 0.7, |J_2| 6 0.04βhD^2_n. (35)

Iz (34), (35) sleduet, qto

9β 6^{EZ̃n − x̄}_{x̄} 6 11β

i, sledovatel~no (sm. (30) i (24))

P_3 6 (9βx̄)^{−2}DZ̃_n 6

2(1 + δe^δ ) (1 − γ)81β^2

D^2_n x^2 < 1 2 . Ots¸da, iz (27)–(29), (32), (33) poluqim (24). Lemma 2 dokazana.

3. Dokazatel~stva Teorema 2 vytekaet iz punkta sledstviØ k lemme 2 (pri β^{−1}B_n 6 x 6 b_n) i central~noæ predel~noæ teoremy (dlØ B_n 6

x 6 β^{−1}Bn), kotoraØ, razumeetsØ, imeet mesto, poskol~ku iz (1)

sleduet uslovie Lindeberga.

Dokaßem neobhodimost~ v teoreme 3. Toqnee, pokaßem, qto iz usloviØ lim sup S_n b_n 6

1 p.n. (36)

sleduet T_α < ∞ (∀α > 1) (37)

(sluqaæ strogo neravenstva v (10) razbiraetsØ analogiqno). Iz [2, gl. VII, dokazatel~stvo teoremy 5] sleduet, qto esli

lim inf P{S_n > −εb_n} > 0 (∀ε > 0), (38)

to (36) vleqet shodimost~ rØda ∑ n¿r^{P{Sin − Sin} �r > (1 + ε)ρ^n} < ∞ (∀ε > 0 ∀ρ > 1 ∀r ¿ 1), (39)

gde i_n = i_n(ρ) – naibol~xee celoe, dlØ kotorogo b_{in} 6 ρ^n.

Iz (1), (4) i central~noæ predel~noæ teoremy legko sleduet (38). Takim obrazom, nado pokazat~, qto (39) =⇒ (37).

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 267

Vyberem v (39) ρ i r tak, qtoby B_{in} ¿ 0.5B_{in}�_r , n ¿ r (po

fftomu povodu sm. [11, (37), (38)]). Poloßim ∑_′ . . . =^{in} ∑ l>i_n�_r . . . , Δ_n = B_{in} − B_{in}�_r . Togda pri vseh dostatoqno bol~xih n 1 Δ_n ∑_′ ∫ |y|>νΔ_n/ρ^n y^2dP{X_l < y} 6 2 B^2_{in} i_n∑

l=1 EX^2_l I[|X_l| > νB^2_{in} /3b_{in} ],

poskol~ku po (1), (4) ρ^n < b_{in}^{bin+1}_{bin} 6^3_2 b_{in} , esli i_n dostatoqno veliko.

Ots¸da, iz (1), (4) i lemmy 2 (sledstvie 3) pri vseh dostatoqno bol~xih n poluqim ocenku ∑ n¿r^{P{Sin − Sin} �r > (1 + ε)ρ^n} ¿ exp ( − (1 + 2ε)ρ^{2n} Δ_n ) . (40)

Iz (39), (40) tak ße, kak v [11, (38)], poluqim implikaci¸ (39) =⇒ (37).

Otmetim, qto uslovie (5) v vyxeprivedennyh rassußdeniØh ne uqastvovalo.

Pereædem k dokazatel~stvu dostatoqnosti usloviæ (1), (12), (5) i (37) dlØ vypolneniØ (36). Poputno ukaßem izmeneniØ, kotorye nado vnesti dlØ obosnovaniØ zameqaniØ 1.

Preßde vsego zametim [11, (38)], qto iz (12), (37) vytekaet uslovie ∑ n¿1^{exp} ( − α 2 b^2_{in} /B^2_{in} ) < ∞. (41) Iz (41) i neravenstva Qebyxeva pri vseh dostatoqno bol~xih n poluqim P{S_{in} − S_{in}�_r > −δρ^n} ¿ 1 − B^2_{in} δ^2ρ^{2n} ¿ λ > 0 (∀δ > 0 ∀r ¿ 1 ∃λ > 0). (42) V [2, gl. VII, dokazatel~stvo teoremy 5] pokazano, qto v sluqae vypolneniØ usloviØ (42) sootnoxenie (39) dostatoqno dlØ (36).

Poloßim x_n = (1 + ε)b_{in} , p_n = P{ ∑_′ X_l > x_n} i ocenim veroØtnost~ p_n s pomow~¸ lemmy 1.

268 L. V. ROZOVSKI`

Pust~

t ¿ 0, 0 < β <^1_{2t + 2} < γ < 1, c = βxn, p_{n,c} = P {∑_′ X_l > x_n, max i_n�_r<l6i_n X_l < c } . Iz (18) sleduet

p_n 6 p_{n,c} + ∑_′ ( P{X_l > γx_n} + (1 − γ)^{−2} Δ_n x^2_n P{X_l > βx_n} ) . (43)

Poskol~ku (sm. (12)) x_n > b_l,^{Δn}_{x2n} <^{B2l}_{b2n} (i_{n−r} < l 6 i_n), to summa v pravoæ qasti (43) ne prevoshodit

(1 − γ)^{−2} ∑_′ ( P{X_l > γb_l} + B^2_l b^2_l P{X_l > βb_l} ) . Drugimi slovami (sm. (5), (43)), rØd v (39) budet shoditsØ odnovremenno s rØdom ∑ n p_{n,c}. Primenim dlØ ocenki p_{n,c}(c = βx_n) neravenstvo (17) pri h_n = bB^2_{in} /b_{in} , k = aρ^n/b > 1, vybrav b > 0 i p < 1/2 takim obrazom, qto^1_2 6 β(b) < (1 + ε)p. Zdes~ a vzØto iz usloviØ (5), ρ, r i ε iz (39).

Legko proverit~, qto pri uslovii (1)

x̄_n = x_n − ∑_′ ∫ |y|<βx_n ydP{X_l < y} ∼ x_n, n → ∞, (44) i Δ_n β(b) + β(ap^r ) 1 Δ_n ∑_′ ∫ |y|>h_n y^2 dP{X_l < y} 6 B^2_{in} (β(b) + o(1)), n → ∞. (45)

Krome togo, 1 x^2_n ∑_′^{βxn}∫ kh_n y^2dP{X_l < y} x̄ 2βx_n

6 β^{2 ∑′} P{Xl > kh}^{(Δn}_{x2n}^{) x̄2βxn −1} ,

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 269

priqem kh_n = aρ^rB^2_{in} /b_{in} ¿ a^{B2l}_{bl} , esli i_{n−r} < l 6 i_n (v sootvetstvii s opredeleniem i_n, b_{in} 6 ρ^rb_l) i^{x̄}_{2βxn} − 1 =^{1+o(1)}_{2β} − 1 > t, n → ∞.

Ots¸da, iz (44), (45) i (17) sleduet ocenka p_{n,c} 6 e^{−(1+ε/2)b2in /B2in} + e^{−(1+ε/2)b2in /B2in} + C ( B_{in} b_{in} )_{2t} ∑_′ P{X_l > aB^2_l /b_l}, (46) gde postoØnnaØ C ne zavisit ot n, a kaßdoe slagaemoe otveqaet sootvetstvu¸weæ veliqine iz pravoæ qasti (17).

Iz (46), (41) pri α = 1+ε/2, (12) i (5) sleduet, qto ∑ n p_{n,c} < ∞. Ranee bylo pokazano, qto shodimost~ fftogo rØda obespeqivaet shodimost~ rØda (39) i, sledovatel~no, vypolnenie (36). Dokazatel~stvo zaverxeno.

Spravedlivost~ (v qasti dostatoqnosti) zameqaniØ 1 obosnovyvaetsØ s ispol~zovaniem dlØ ocenivaniØ p_{n,c} lemmy 2 (17) pri k = 1. V fftom sluqae v uslovii (1) net neobhodimosti, poskol~- ku parametr b (kotoryæ moßno poloßit~ ravnym aρ^r ) za sqet vybora a moßno sdelat~ skol~ ugodno malym.

Sledstvie 1 dokazyvaetsØ ot protivnogo: esli ffto utverßdenie ne verno, to po teoreme 3 s uqetom zameqaniØ 1 T_α < ∞ (∃α < 1), qto nevozmoßno po vyboru b_n.

Ravnosil~nost~ shodimosti rØdov T_α i T̃_α sleduet iz fflementarnyh neravenstv

B^2_{in+1} − B^2_{in} B^2_{in} (1 + M )^{−1} 6 b_{n+1} − b_n b_n 6

B^2_{in+1} − B^2_{in} B^2_{in} C, gde M = sup_n ¿1 B_n+1 B_n , C = sup 16u6M u^δ−1 u2−1 , spravedlivyh pri usloviØh

(4), i togo, qto iz (1) vytekaet uslovie B_{n+1} ∼ B_n, n → ∞.

Dokazatel~stvo zameqaniØ 2 i sledstviØ 2 nosit tehniqeskiæ harakter i pofftomu opuskaetsØ.

Literatura

1. A. N. Kolmogorov, Uber Gesetz des iterierten Logarithmus. Math. Ann. B.101 (1929), 126–135.

2. V. V. Petrov, Predel~nye teoremy dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. M.: Nauka, 1987, 320 s.

270 L. V. ROZOVSKI`

3. A. I. Martikaænen, Ob odnostoronnem zakone povtornogo logarifma. TeoriØ veroØtn. i ee primen. XXX, No. 4 (1985), 694–705.

4. L. V. Rozovsky, The refinement of Kolmogorov’s theorem on the law of iterated logarithm. Sixth Intern. Vilnius Conf. on Probab. Theory and Math. Stat., Vilnius, June 28 – July 3, Abstracts of communications, vol. 2, 1993, p. 114.

5. P. Hartman, A. Wintner, On the law of iterated logarithm. Amer. J. Math. 63, No. 1 (1941), 169–176.

6. H. Teicher, On the law of the iterated logarithm. Ann. Probab 2 (1974), 714–728. 7. R. Wittman, A general law of iterated logarithm. Z. Wahrcheinlichkeitstheorie Verw. Geb. 68, No. 4 (1985), 521–543.

8. L. V. Rozovskiæ, Ob asimptotiqeskiæ ffkvivalentnosti svertok raspredeleniæ, sovpada¸wih na poluprØmoæ. V kn.: Kol~ca i moduli. Predel~nye teoremy teorii veroØtnosteæ. Vyp. 1. SPb.: izd-vo SPb un-ta, 1986, s. 203–210.

9. A. N. Arhangel~skiæ, Nißnie ocenki dlØ bol~xih ukloneniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. TeoriØ veroØtn. i ee primen. XXXIV, No. 4 (1989), 625–635.

10. L. V. Rozovskiæ, Odna ocenka dlØ veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ. Matem. Zametki 42, No. 1 (1987), 145–156.

11. L. V. Rozovskiæ, Obobwenie odnoæ teoremy A. N. Kolmogorova o zakone povtornogo logarifma. TeoriØ veroØtn. i ee primen. XLII, No. 1 (1997).

Rozovsky L. V. On the law of iterated logarithm for sums of the independent finite variation random variables.

The objective of the note is to find the simple but rather general conditions giving the opportunity to extend the Kolmogorov theorem on the law of iterated logarithm to the case of unbounded summands with finite variations. The obtained results include both Kolmogorov’s and the Hartman–Wintner theorems.

Postupilo 4 aprelØ 1997 g.

Sankt-PeterburgskaØ Himiko-FarmacevtiqeskaØ AkademiØ, kafedra vysxeæ matematiki