V. N. Sudakov O MNOGOMERNOM VARIANTE ”TOMOGRAFIQESKO` ZADAQI“

Tomografiqeskoæ zadaqeæ obyknovenno nazyva¸t zadaqu o vosstanovlenii optiqeskoæ plotnosti p neizvestnogo trœhmernogo raspredeleniØ (ob¨ekta) po neskol~kim nabl¸deniØm, kaßdoe iz kotoryh predstavlØet soboæ dvumernu¸ ”tenevu¸ proekci¸“ fftogo raspredeleniØ iz nekotoroæ toqki, t.e. po otnositel~nomu umen~xeni¸ ”osvewennosti“ (praktiqeski — rentgenovskoæ) ploskosti priemnika izobraßeniØ (real~no — fotoplenki) v rezul~tate pogloweniØ izluqeniØ ob¨ektom po sravneni¸ s toæ ee osvewennost~¸, kotoraØ sozdavalas~ by tem ße toqeqnym istoqnikom pri nulevoæ plotnosti (t.e. pri otsutstvii ob¨ekta) i kotoraØ legko nahoditsØ (vyqislØetsØ pri izotropnosti istoqnika ili nahoditsØ ffksperimental~no). Pri fftom qasto istoqnik udobno sqitat~ raspoloßennym v beskoneqnosti, tak qto napravleniØ luqeæ parallel~ny, no rassmatriva¸tsØ i drugie shemy, o qem moßno proqitat~, naprimer, v monografii [1]. Sama plotnost~ p(x) ponimaetsØ kak kofffficient pogloweniØ ffnergii istoqnika ob¨ektom v toqke x, t.e. matematiqeski predstavlØet soboæ v sluqae parallel~noæ shemy vzØtu¸ so znakom minus logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ plotnosti ffnergii v toqke x po napravleni¸ ee rasprostraneniØ, a v obwem sluqae — vzØtu¸ so znakom minus logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ otnoxeniØ plotnosteæ I_1 i I_0 ffnergii pri naliqii i pri otsutstvii ob¨ekta, tak qto v konce koncov

I_1/I_0 = exp { − ∫ L p(u) du } ,

gde integrirovanie proishodit po prØmoæ L (sm. [1]). Takim obrazom, odna iz estestvennyh interpretaciæ (i obobwe-

Rabota podderßana grantami RFFI 96-01-00852 i 96-01-00853, grantom veduwih nauqnyh xkol No. 96-15-96199. 295

296 V. N. SUDAKOV niæ) tomografiqeskoæ zadaqi sostoit v tom, qto trebuetsØ povozmoßnosti toqno vosstanovit~ neizvestnu¸ plotnost~ p interesu¸wego nas ob¨ekta po izmerØemym neskol~ko raz s razliqnymi poloßeniØmi istoqnika izluqeniØ proekciØm mery s plotnost~¸ p. Moßno sqitat~, qto p — plotnost~ nekotoroæ veroØtnostnoæ mery P , i qto nam dostupny izmereniØ, sostoØwie v tom, qto my moßem nahodit~ obrazy neizvestnoæ veroØtnostnoæ mery P pri otobraßeniØh iz nekotorogo klassa (naprimer, qto plotnost~ r — ffto plotnost~ po mere Lebega veroØtnostnoæ mery P v evklidovom trehmernom prostranstve, a upomØnutye otobraßeniØ — ffto ortogonal~nye proektirovaniØ na dvumernye podprostranstva; pri fftom my prihodim k standartnoæ postanovke). Vmesto odnomernyh proekciæ mery P estestvenno govorit~ o raspredeleniØh lineænyh funkcionalov, t.e. rassmatrivat~ kanoniqeskie proekcii P na odnomernye faktor-prostranstva, i takoe ße soobraßenie polezno imet~ v vidu dlØ proizvol~nyh razmernosteæ.

V fftoæ zametke obsußdaetsØ vopros o tom, kaku¸ informaci¸ o mere P neset maloe koliqestvo proekciæ ne oqen~ bol~xoæ razmernosti sravnitel~no s razmernost~¸ vektornogo (ili affinnogo) prostranstva E, na podmnoßestvah kotorogo i zadana interesu¸waØ nas mera P . OkaßetsØ, qto koe-kaku¸ informaci¸ neset pervoe ”izmerenie“, a neskol~ko posledu¸wih ”izmereniæ“ praktiqeski ne da¸t nikakogo vklada v naxi znaniØ o mere P . Pri fftom my ishodim iz togo, qto u nas net nikakih apriornyh znaniæ o mere P , i qto pofftomu izmereniØ vybira¸tsØ iz qisla dopustimyh sluqaænym nezavisimym obrazom, qemu vskore budet pridan toqnyæ smysl.

Koneqno, takaØ postanovka lix~ kosvenno svØzana s medicinskoæ trehmernoæ tomografieæ, no interes predstavlØet sama matematiqeskaØ model~, tomografieæ naveØnnaØ. Moßno takße utverßdat~, qto v podobnyh modelØh ograniqennaØ zaranee fiksirovannoæ konstantoæ M plotnost~ otnositel~no mery Lebega na vsem koneqnomernom lineænom prostranstve ili na ego lineænom podprostranstve praktiqeski nikogda ne vosstanavlivaetsØ po svoim marginal~nym raspredeleniØm odnoznaqno: voznikaet celoe semeæstvo mer s zadannymi marginal~nymi raspredeleni- Ømi, ffto semeæstvo obrazuet v nadleßaweæ topologii (v topologii σ(L^∞, L^1)) vypukloe kompaktnoe mnoßestvo, ffkstremal~nymi

MNOGOMERNY` VARIANT ”TOMOGRAFIQESKO` ZADAQI“297 toqkami kotorogo slußat tol~ko nekotorye stupenqatye funkcii, ne prinima¸wie drugih znaqeniæ, krome 0 i M . To, qto kaßdaØ takaØ funkciØ ØvlØetsØ ffkstremal~noæ toqkoæ kompakta plotnosteæ, ograniqennyh konstantoæ M , dokazyvaetsØ sovsem prosto, a neffkstremal~nost~ plotnosteæ q drugogo vida vytekaet iz suwestvovaniØ v fftom sluqae takoæ ograniqennoæ funkcii h (plotnosti nekotorogo zarØda), qto marginal~nye dlØ nego zarØdy — nulevye (tak qto dobavlenie ili vyqitanie takogo zarØda ne menØet marginal~nye raspredeleniØ), i dlØ ishodnoæ plotnosti q iz rassmatrivaemogo kompakta funkcii q + h i q − h obe prinadleßat tomu ße kompaktu, qem neffkstremal~nost~ q i dokazyvaetsØ. Vot toqnaØ formulirovka utverßdeniØ, dokazatel~stvo kotorogo tol~ko qto nameqeno.

Teorema 1. Pust~ koordinaty prostranstva R^n razbity na ne-

pereseka¸wiesØ gruppy:

R^n = R^{n1} ⊕ R^{n2} ⊕ · · · ⊕ R^{nk}

i L ⊂ R^n — takoe affinnoe podprostranstvo, qto dim L > min{n_1, n_2, . . . , n_k}. Togda dlØ kaßdoæ veroØtnostnoæ (otnositel~no mery Lebega na podprostranstve L) plotnosti p na podprostranstve L, 0 < p < 1, suwestvuet takoe izmerimoe podmnoßestvo B ⊂ L, qto 1I_B , rassmatrivaemyæ kak veroØtnostnaØ plotnost~, imeet te ße marginal~nye pri proektirovanii na vydelennye koordinatnye mnogomernye podprostranstva raspredeleniØ, qto i p.

Ispol~zovannyæ metod primenØlsØ razliqnymi avtorami (ne vsegda znavximi o svoih predxestvennikah) v [2, 3, 4, 5].

Teper~ my perehodim k rassmotreni¸ nezavisimo vybiraemyh odnomernyh proekciæ nekotoroæ neizvestnoæ mery P v nmernom vektornom prostranstve E vysokoæ razmernosti, ispol~- zuemyh s cel~¸ vosstanovleniØ fftoæ mery ili po kraæneæ mere poluqeniØ kakoæ-to soderßatel~noæ informacii. My budem dopolnitel~no predpolagat~, qto l¸boæ lineænyæ funkcional f na E imeet raspredelenie, ime¸wee srednee znaqenie i dispersi¸ (ffto gorazdo bolee slabye predpoloßeniØ, qem predpoloßenie ob ograniqennosti naxego ”mnogomernogo“ ob¨ekta), a

298 V. N. SUDAKOV takße qto mera P ne slixkom ”razmyta“. �to poslednee predpoloßenie my vyrazim usloviem: na prostranstve F opredelena nekotoraØ evklidova norma ‖ · ‖_F , maßoriru¸waØ sled na F gil~bertovoæ normy prostranstva L^2(E, P ) ⊃ F (kotoru¸ moßno nazyvat~ P -normoæ na F ). Koneqno, i ffto predpoloßenie takße slabee predpoloßeniØ ob ograniqennosti ”ob¨ekta“, t.e. nositelØ mery P . Kak uße govorilos~, my sqitaem, qto kakaØ-libo drugaØ apriornaØ informaciØ o prirode ”ob¨ekta“ otsutstvuet.

Estestvennym sposobom dlØ utoqneniØ prirody sluqaænogo vybora proekcii moßet slußit~ vybor togo lineænogo funkcionala f ∈ E^′, raspredelenie kotorogo otnositel~no mery P i ØvlØetsØ nabl¸daemoæ odnomernoæ proekcieæ mery P , priqem masxtab na toæ prØmoæ, na kotoroæ my nabl¸daem fftu proekci¸, opredelØetsØ normoæ vektora f otnositel~no normy prostranstva F .

Koneqno, situaciØ neskol~ko uprostilas~ by, esli by nam byla izvestna P -norma na prostranstve F , togda F -skalØrnoe proizvedenie opredelilos~ by sledu¸wim obrazom:

(f, g)_F := ∫ E (f, ω)(g, ω) P (dω)

L¸bopytno, qto v kaqestvennom otnoxenii pri fftom niqego by ne izmenilos~.

Esli by my znali meru P , to my znali by i ”estestvennoe“ skalØrnoe proizvedenie na F , opredelennoe tol~ko qto, i togda, oqevidno, ”estestvennoæ“ meroæ dlØ naxih celeæ razumno bylo by sqitat~ ravnomernoe raspredelenie m_{F,P} na poverhnosti ediniqnogo evklidova xara prostranstva (F, ‖·‖_L2_{(E,P )}), kotoryæ ØvlØetsØ sledom na F ediniqnogo xara prostranstva . Odnako, poskol~ku mera P neizvestna, my budem vybirat~ funkcionaly f ∈ F sluqaænym nezavisimym obrazom iz ravnomernogo raspredeleniØ m_F na poverhnosti ediniqnogo xara v F .

I zdes~ neskol~ko neoßidannym obrazom okazyvaetsØ, qto esli razmernost~ prostranstva E dostatoqno velika, to pri sdelannyh predpoloßeniØh otnositel~no prirody mery P , kotorye, kak my videli, kasa¸tsØ tol~ko stepeni ee rasseØniØ otnositel~no naqala koordinat prostranstva E, no ne bolee tonkoæ

MNOGOMERNY` VARIANT ”TOMOGRAFIQESKO` ZADAQI“299 eœ struktury, so skol~ ugodno bol~xoæ veroØtnost~¸ okazyvaetsØ, qto tol~ko pervoe nabl¸denie neset zametnu¸ informaci¸, a kaßdoe posledu¸wee poqti s veroØtnost~¸ skol~ ugodno blizkoæ k edinice dubliruet pervoe so skol~ ugodno bol~xoæ stepen~¸ toqnosti. Takim obrazom, informativnye nabl¸deniØ budut vstreqat~sØ pri kaßdom vybore funkcionala f na ediniqnoæ sfere prostranstva F s oqen~ maloæ veroØtnost~¸.

Qtoby sformulirovat~ toqnoe utverßdenie (opira¸weesØ na teoremy o suwestvovanii tipiqnyh raspredeleniæ lineænyh funkcionalov, sm. [6, 7, 8]), utoqnim neobhodimoe dlØ nas ponØtie blizosti veroØtnostnyh raspredeleniæ na prØmoæ i v evklidovom prostranstve. Pust~ M_n — prostranstvo vseh vero- Øtnostnyh raspredeleniæ v n-mernom evklidovom prostranstve, i pust~ κ — rasstoØnie Kantoroviqa na fftom mnoßestve ili kakoe-nibud~ drugoe rasstoØnie, emu ffkvivalentnoe. Napomnim, qto v odnomernom sluqae κ(μ, ν) = ∫ |F_μ(t) − F_ν (t)| dt, t.e. rasstoØnie Kantoroviqa sovpadaet s L^1-rasstoØniem meßdu funkciØmi raspredeleniØ fftih mer. DlØ obwego metriqeskogo separabel~nogo prostranstva rasstoØnie Kantoroviqa opredelØetsØ kak minimal~naØ rabota po transportirovke mery μ v meru ν, priqem rabota po peremeweni¸ fflementarnoæ massy ravna veliqine fftoæ fflementarnoæ massy, umnoßennoæ na veliqinu peremeweniØ. Drugoe opredelenie rasstoØniØ Kantoroviqa:

κ(μ, ν) = min{ ‖X_1 − X_2‖ : L(X_1) = μ, L(X_1) = ν },

gde X i Y — sluqaænye veliqiny, a ‖Z‖ = ∫ Ω |Z(ω)| P (dω) — norma v prostranstve L^1. Moßno ispol~zovat~ i drugie normy v prostranstve sluqaænyh veliqin, poluqaØ drugie metriki.

DlØ odnomernyh proekciæ v ”tomografiqeskoæ zadaqe“ imeet mesto sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 2. Pust~ zadano proizvol~noe neotricatel~noe qislo ε.

Togda suwestvuet takoe celoe poloßitel~noe qislo N (ε), qto dlØ l¸bogo evklidova prostranstva E razmernosti N ¿ N (ε) i

300 V. N. SUDAKOV dlØ l¸boæ takoæ veroØtnostnoæ mery P vtorogo porØdka v prostranstve E (t.e. E^′ ⊂ L^2(E, P )), qto sobstvennaØ evklidova norma v F = E^′ maßoriruet sled L^2-normy, suwestvuet takaØ vero- ØtnostnaØ mera P iz M_1 i takoe borelevskoe mnoßestvo A ⊂ F qto dlØ vsØkogo f ∈ A

m_F (A) ¿ 1 − ε i κ(L, P) 6 ε. Pri fftom moßno sqitat~, qto N (ε) = O(ε^{−4}). Tipiqnoe dlØ mery P odnomernoe raspredelenie P vybrannogo naudaqu lineænogo funkcionala moßno vybrat~ sredi smeseæ centrirovannyh gaussovskih mer.

Takim obrazom deæstvitel~no okazyvaetsØ, qto pervyæ vybrannyæ naudaqu lineænyæ funkcional pozvolØet s kakoæ-to toqnost~¸ ocenit~ meru na mnoßestve xtandartov gaussovskih mer, po kotoroæ ffti mery smexiva¸tsØ dlØ poluqeniØ tipiqnogo raspredeleniØ P , qto nesomnenno ØvlØetsØ vaßnoæ harakteristikoæ mery P , v to vremØ kak povtornyæ vybor sluqaænoæ odnomernoæ proekcii so skol~ ugodno bol~xoæ veroØtnost~¸ ne dast zametnogo otliqiØ.

Perehod k mnogomernym proekciØm ne vnosit v fftu situaci¸ principial~nyh izmeneniæ.

Literatura

1. F. Natterer, Matematiqeskie aspekty komp~¸ternoæ tomografii. M., ¡Mir¿, 1990.

2. I. V. Romanovskiæ, V. N. Sudakov, O suwestvovanii nezavisimyh razbieniæ. — Trudy MIAN SSSR 79 (1965), 5–10.

3. V. N. Sudakov, Teorema I. V. Romanovskogo i V. N. Sudakova. — V kn.:

ı. V. Linnik. Statistiqeskie zadaqi s mexa¸wimi parametrami. M., 1966, s. 226–233.

4. V. N. Sudakov, Geometric problems in the theory of infinite dimensional probability distributions (proposition 43). — Proc. of the Steklov Inst. of Math. (1979), 1–178.

5. S. Gutman, J. H. B. Kemperman, J. A. Reeds, L. A. Shepp, Existence of probability measures with given marginals. — The Annals of Probability 19 no. 4 (1991), 1781–1797.

MNOGOMERNY` VARIANT ”TOMOGRAFIQESKO` ZADAQI“301

6. V. N. Sudakov, Typical distributions of linear functions chosen at random. Aspects statistiques et aspects physiques des processus Gaussiens (Saint-Flour, 22–29 juin 1980). Paris, Éditions du CNRS, 1981.

7. V. N. Sudakov, Tipiqnye raspredeleniØ lineænyh funkcionalov v koneqnomernyh prostranstvah vysokoæ razmernosti. — Dokl. AN SSSR 243, ˝ 6 (1978), 1402–1405.

8. S. B. Makarova, O sovmestnyh raspredeleniØh sluqaænyh lineænyh funkcionalov. — V kn.: Problemy teorii veroØtnostnyh raspredeleniæ. X. Zap. nauqn. semin. LOMI. t. 158, 1987, s. 115–121.

Sudakov V. N. On a multidimensional generalization of the tomographic problem.

The main result: if dimension of a Euclidean space with measure is high enough, only the first observation from the long series of observations with random independent choice of projection gives an essential information of the measure.

Postupilo 13 noØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN