B. P. Harlamov OBRATNA˚ PROBLEMA PERVOGO VYHODA DL˚ VINEROVSKOGO PROCESSA

Vvedenie, opredeleniØ i oboznaqeniØ

Pust~ (w(t))_{t≥0} – standartnyæ vinerovskiæ process. Rassmotrim oblast~ G ⊂ R_+ × R, dlØ kotoroæ P ((∃ϵ > 0)(∀t < ϵ) w(t) ∈ G) = 1. Naibolee interesnym predstavlØetsØ sluqaæ, kogda granica oblasti prohodit qerez toqku (0, 0) i ne imeet drugih obwih toqek s os~¸ ordinat {t = 0}. Primerom takoæ oblasti budet {(t, x) : 0 < t < T, −g_1(t) < x < g_2(t)}, gde g_1, g_2 – funkcii verhnego klassa (v terminologii Hinqina i Kolmogorova [2]). Rassmatrivaemye oblasti G my takße budem nazyvat~ oblastØmi verhnego klassa. Pust~, krome togo, G obladaet kusoqno gladkoæ graniceæ, na kotoroæ moßet byt~ opredelena mera Lebega. Pust~ τ_G(w) = inf{t > 0 : (t, w(t)) ∉ G} i π_G(w) = w(τ_G(w)) (v naxem sluqae τ_G(w) < ∞). Nas budet interesovat~ raspredelenie toqki p_G(w) = (τ_G(w), π_G(w)) na granice ∂G oblasti G, a takße takie G, kotorye poroßda¸t raspredelenie toqki pervogo vyhoda napered zadannogo vida. Pust~ g ØvlØetsØ gladkoæ funkcieæ verhnego klassa s nepoloßitel~noæ vtoroæ proizvodnoæ. Pust~ g peresekaet os~ absciss {x = 0} v toqke t = a. Rassmotrim simmetriqnu¸ oblast~ G = {(t, x) : 0 < t < a, |x| < g(t)}. Rabota podderßana grantom RFFI No. 97-01-01168 i grantom veduwih nauqnyh xkol No. 96-15-96199. 302

OBRATNA˚ PROBLEMA 303 ObratnaØ problema pervogo vyhoda dlØ oblasti fftogo vida moßet byt~ sformulirovana sledu¸wim obrazom: naæti g taku¸, qto f_G(t) = V (t, g(t), g^′(t)), gde V – nekotoraØ zadannaØ funkciØ i P (p_G ∈ dℓ(p)) = f_G(t) √ 1 + (g^′(t))^2 dt (p = (t, x)),

to est~ f_G(t) – plotnost~ raspredeleniØ toqki pervogo vyhoda na granicu ∂G otnositel~no lebegovoæ mery na neæ. Legko privesti fftu plotnost~ k plotnosti otnositel~no lebegovoæ mery na toæ ili inoæ osi koordinat. My predpoqitaem ispol~zovat~ v opredelenii lebegovu meru na samoæ granice vvidu vozmoßnosti qasteæ granicy perpendikulØrnyh osØm.

Iz markovskogo svoæstva vinerovskogo processa sleduet, qto neizvestnaØ g udovletvorØet sledu¸wemu integral~nomu uravneni¸ 1 √ h exp(− g^2(h) 2h ) = h∫ 0 V (t, g(t), g^′(t)) √ 1 + (g^′(t))^2× ( 1 √ h − t exp ( − (g(h) − g(t))^2 2(h − t) ) + 1 √ h − t exp ( − (g(h) + g(t))^2 2(h − t) )) dt, gde 0 < h < a, g(0) = g(a) = 0. Suwestvovanie rexeniØ obratnoæ problemy pervogo vyhoda ffkvivalentno suwestvovani¸ rexeniØ fftogo uravneniØ.

V nastoØweæ stat~e my budem imet~ delo s otnositel~no bolee prostym variantom obratoæ problemy pervogo vyhoda, a imenno: naæti g taku¸, qto f_G(t) = c, gde c > 0 –nekotoraØ zadannaØ veliqina. Interes k fftoæ probleme (k tak nazyvaemoæ probleme uds-okrestnosti) voznikla pri izuqenii mnogomernogo diffuzionnogo processa. Ona byla svØzana s predpolagaemymi ffkstremal~nymi svoæstvami takih okrestnosteæ, kotorye v nekotoryh sluqaØh ime¸t mesto (netrivial~nyæ primer, kogda teplo rasprostranØetsØ iz toqeqnogo istoqnika v anizotropnoæ srede). Nekotorye rezul~taty v fftom napravlenii moßno naæti v rabotah [3,4].

304 B. P. HARLAMOV

RassmatrivaØ koordinatu vremeni kak dobavoqnu¸ razmernost~, my moßem interpretirovat~ vinerovskiæ process kak vyroßdennyæ dvumernyæ diffuzionnyæ process s dreæfom (ravnomernoe dvißenie vdol~ odnoæ osi i odnomernoe vinerovskoe dvißenie vdol~ vtoroæ osi).

Moßet vozniknut~ somnenie v znaqimosti rezul~tatov, poluqennyh pri proizvol~nom masxtabe vremeni v proizvedenii prostranstv vremØ × prostranstvo, kotoryæ opredelØet lebegovu meru na krivoæ ∂G. K sqast~¸, naxi rezul~taty ne zavisØt suwestvennym obrazom ot lineænoæ zameny vremeni. Esli A – mnoßestvo vseh uds-okrestnosteæ dlØ vinerovskogo processa w i

Aa – to ße dlØ preobrazovannogo vinerovskogo processa^√a · w,

togda Aa = ΠaA = {G : (∃G1 ∈ A) G = ΠaG1}, gde Π_a(t, x) = (at, ax) (rastØßenie). S drugoæ storony, legko pokazat~, qto pri preobrazovanii (t, x) → (t, √ a x) uds-svoæstvo ne

sohranØetsØ.

Osnovnye rezul~taty Naxi glavnye rezul~taty otnosØtsØ k vypukloæ uds-okrest-nosti dlØ vinerovskogo processa:

Sravnenie plotnosteæ.

Teorema 1. Pust~ G1, G2 – dve okrestnosti naqal~noæ toqki pro-

cessa, obe – iz verhnego klassa i s kusoqno gladkimi granicami, kotorye pereseka¸tsØ v toqke p = (t, x). Pust~ g_1, g_2 – funkcional~nye predstavleniØ verhnih vetveæ fftih granic, tak qto g_1(t) = g_2(t) = x. Esli

G_1 ∩ ((0, t) × R) ⊂ G_2 ∩ ((0, t) × R),

togda f_{G1} (t) √ 1 + (g^′_1(t))^2 ≤ f_{G2} (t) √ 1 + (g^′_2(t))^2,

gde plotnosti i proizvodnye ponima¸tsØ v smysle “sleva”. V qastnosti, esli t – toqka kasaniØ granic to f_{G1} (t) ≤ f_{G2} (t) (“vnutrennØØ” plotnost~ men~xe, qem “narußnaØ”).

�to svoæstvo daet nam sposob ocenki uds-krivoæ sverhu. Prosteæxiæ izvestnyæ ob¨ekt dlØ sravneniØ – ffto prØmaØ x =

OBRATNA˚ PROBLEMA 305

b + k t (b > 0, −∞ < k < ∞) s plotnost~¸ raspredeleniØ toqki

pervogo vyhoda na fftu prØmu¸ (otnositel~no lebegovoæ mery na fftoæ prØmoæ) vida

f̄_x(t) = 1√ 1 + k^2 b √ 2πt^3 exp(−

(b + k t)^2 2t ), (sm. [1]). Pust~ g – rexenie sledu¸wego differencial~nogo uravneniØ c = 1 √ 1 + (g^′)^2 g − g^′t √ 2πt^3 exp(− g^2 2t ). Zdes~ toqke (t, g(t)) krivoæ sopostavlena plotnost~ pervogo vyhoda na prØmu¸, kasa¸wu¸sØ fftoæ krivoæ v dannoæ toqke. �ta plotnost~, po predpoloßeni¸ ravna c, qto nakladyvaet uslovie na krivu¸. V kaqestve naqal~nogo usloviØ v dannom sluqae udobno vzØt~ znaqenie g v toqke t_c predpolagaemogo vtorogo pereseqeniØ krivoæ g s os~¸ absciss (pervoe pereseqenie: g(0) = 0). Imeem g(t_c) = 0, a sama ffta toqka nahoditsØ iz usloviØ c = 1 √ 2πt_s , kotoroe vytekaet iz predpoloßeniØ o simmetrii, gladkosti i vypuklosti oblasti, ograniqennoæ krivoæ g i ee zerkal~nym otraßeniem. Togda kasatel~naØ v toqke (t_c, 0) vertikal~na, i raspredelenie pervogo vyhoda na nee est~ odnomernoe raspredelenie vinerovskogo processa v moment t_c. Itak, t_s = 1/(2πc^2). Po teoreme sravneniØ plotnosteæ v predpoloßenii vypuklosti sootvetstvu¸wego mnoßestva G spravedlivo f_G(t) ≤ c (0 < t < t_c).

Interesno ocenit~ plotnosti pervogo vyhoda dlØ izvestnyh klassiqeskih krivyh iz zakona povtornogo logarifma. Moßno pokazat~, qto dlØ malyh t kaßdaØ poloßitel~naØ uds krivaØ prinadleßit intervalu ( √ 2t log log^1_t , √ 2t log^1_t ).

Teorema edinstvennosti. Prostym sledstviem teoremy srav-

neniØ plotnosteæ ØvlØetsØ teorema edinstvennosti uds-krivoæ, prohodØweæ qerez kaßdu¸ toqku p ∈ (0, ∞) × R.

Zvezdoobraznost~. Granica ∂G l¸bogo G ∈ A peresekaet l¸-

bu¸ krivu¸ x = a √ t (a ∈ R) odin i tol~ko odin raz (zvezdo-

obraznost~ otnositel~no semeæstva vseh parabol). DlØ dokaza-

306 B. P. HARLAMOV tel~stva fftogo utverßdeniØ nußno ispol~zovat~ odno dobavoqnoe svoæstvo verhnego klassa funkciæ, kotoroe ne vytekaet iz kriteriØ Kolmogorova [2].

MomentnaØ harakterizaciØ. Teorema 2. Pust~ M_{kl} = ∫ ∂G t^kx^ldℓ(p) (k, l ≥ 0) – smexannyæ moment uds-krivoæ. Togda dlØ vseh n ≥ 1 n∑ k=0 (−2)^k ( n + k 2k ) M_{n−k,2k} (n + k)!

= 0.

�ta teorema ØvlØetsØ sledstviem bolee obwego rezul~tata o momentah raspredeleniØ pervogo vyhoda dlØ proizvol~noæ okrestnosti verhnego klassa otnositel~no naqal~noæ toqki. V fftom sluqae suwestvuet posledovatel~nost~ momentnyh uravneniæ so smexannymi momentami neqetnogo porØdka otnositel~no vtoroæ komponenty.

Predel~nye privedennye oblasti.

Pust~ D_a – otobraßenie prostranstva R_+ × R na sebØ takoe, qto D_a(t, x) = (at, √ a x) (a > 0). �to otobraßenie indu-

ciruet preobrazovanie D̃_a l¸boæ funkcii ξ : R_+ → R vida

(D̃_aξ)(t) = √ a ξ(^t_a ). Horoxo izvestno, qto mera vinerovskogo pro-

cessa invariantna otnositel~no gruppy preobrazovaniæ (D̃_a)_{a>0} (avtomodel~nost~): (∀a > 0) P ∘ D̃^{−1}_a = P, gde P – raspredelenie vinerovskogo processa. Pust~ g_a – funkcional~noe predstavlenie uds-krivoæ, kotoraØ prohodit qerez toqku (a, 0). Rassmotrim preobrazovannu¸ uds-krivu¸ (kotoraØ sama ne ØvlØetsØ uds-krivoæ) vida g̃_a = D̃^{−1}_a g_a. Pri fftom

g̃_a(1) = 0. S pomow~¸ teoremy sravneniØ plotnosteæ moßno do-

kazat~ suwestvovanie sledu¸wih predelov

g̃_∞ = lim_{a→∞} g̃_a,

g̃_0 = lim_{a→0} g̃_a,

OBRATNA˚ PROBLEMA 307 gde shodimost~ ravnomerna na l¸bom zamknutom intervale, prinadleßawem (0, 1). Predel~nye funkcii ØvlØ¸tsØ rexeniØmi sledu¸wih obratnyh problem pervogo vyhoda

f_G(t) = 1 2 √ 1 + (g^′(t))^2 , i f_G(t) = γ · |g^′(t)| √ 1 + (g^′(t))^2 , sootvetstvenno, gde γ = 1/(4 max_{0<t<1} g(t)). Interesno zametit~, qto rexeniØ fftih problem takße ØvlØ¸tsØ uds-krivymi. Pervoe rexenie – ffto uds-krivaØ otnositel~no mery Lebega na t-osi, i vtoroe – to ße otnositel~no x-osi.

Dokazatel~stvo Teoremy 1

Pust~ F_{Gi} (S|p) = ∫ S f_{Gi} (p_1|p) dℓ(p_1) – mera podmnoßestva S ⊂

∂G_i (i = 1, 2), opredelØemaØ raspredeleniem P_p vinerovskogo

processa, naqina¸wegosØ v toqke p ∈ R_+ × R. Pust~ G^t_i =

G_i ∩ ([0, t) × R), ∂G^t_i = (∂G_i) ∩ ([0, t) × R). My rassmotrim qasti

granic v pervom kvadrante ploskosti S_i = ∂G_i ∩ ((t − h, t) × R_+) i S̄_i = ∂G_i ∩ ((t − h, t) × R_−), R_− = (−∞, 0], (i = 1, 2). Togda

F_{G2}(S_2|0, 0) = ∫ ∂G^t1 F_{G2} (S_2|p)f_{G1} (p|0, 0) dℓ(p) ≥ ∫ S1 F_{G2} (S_2|p)f_{G1} (p|0, 0) dℓ(p) ≥ inf_{p∈S1} F_{G2} (S_2|p) · F_{G1} (S_1|0, 0).

My dolßny pokazat~, qto inf(·) stremitsØ k 1, kogda h → 0.

Pust~ S = (x, ∞). Togda dlØ p ∈ S_1 my imeem F_{(0,t)×R}(S|p) = ∫ ∂G2∩((t−h,t)×R) F_{(0,t)×R}(S|p_1)f_{G2} (p_1|p) dℓ(p_1) ≤

sup p1∈S2 F_{(0,t)×R}(S|p_1) · F_{G2} (S_2|p) + sup_p 1∈S̄2 F_{(0,t)×R}(S|p_1) · F_{G2} (S̄_2|p).

308 B. P. HARLAMOV Pust~ δ = sup_{p1∈S̄2} F_{(0,t)×R}(S|p_1). Togda

F_{G2} (S_2|p) ≥ inf_{p∈S1}(S|p) − δ · F_{G2} (S̄_2|p) sup_{p∈S2} F_{(0,t)×R}(S|p) . Pust~ ḡ_2 – funkcional~noe predstavlenie nißneæ vetvi ∂G_2 i

−ḡ_2(t) > 0. Togda dlØ p = (t_1, ḡ_2(t_1)) my imeem F_{(0,t)×R}(S|p) = ∞∫ x−ḡ2(t) 1 √ 2π(t − t_1) exp(− x^2_1 2(t − t_1)

) dx_1 → 0 (t_1 ↑ t).

DlØ p = (t_1, g_i(t_1)) spravedlivo F_{(0,t)×R}(S|p) = ∞∫ x+ḡ_i (t) 1 √ 2π(t − t_1) exp(− x^2_1 2(t − t_1)

) dx_1.

Bez poteri obwnosti my predpolagaem, qto levaØ proizvodnaØ

g^′_i(t) (i = 1, 2) suwestvuet i koneqna. Togda (g_i(t)−g_i(t_1))/ √ t − t_1 → 0, i, sledovatel~no, oba predyduwih integrala stremØtsØ k^1_2 . Togda F_{G2} (S_2|p) → 1 (h → 0). Pust~ ϵ > 0 i F_{G2} (S_2|p) > 1−ϵ. Togda

F_{G2} (S_2|0, 0) ≥ (1 − ϵ)F_{G1}(S_1|0, 0) i f_{G2} (t, x|0, 0) √ 1 + (g^′_2(t))^2 ≥ (1 − ϵ)f_{G1} (t, x|0, 0) √ 1 + (g^′_1(t))^2,

i osnovnoe utverßdenie dokazano. Ono ostaetsØ vernym pri

g^′_1(t) = g^′_2(t). V fftom sluqae f_{G2} (t, x|0, 0) ≥ f_{G1} (t, x|0, 0). Po ne-

preryvnosti my zakl¸qaem, qto ffto neravenstvo verno takße v sluqae, kogda veliqiny fftih proizvodnyh beskoneqny. Teorema dokazana.

Pust~ G – simmetriqnaØ vypuklaØ ograniqennaØ oblast~ iz verhnego klassa s gladkoæ graniceæ. DokazannaØ teorema daet vozmoßnost~ ocenit~ plotnost~ raspredeleniØ toqki pervogo vyhoda v ffkstremal~nyh toqkah ee granicy. V kraæneæ pravoæ toqke (a, 0), gde g(a) = 0, my imeem f_G(a, 0) ≤^{1√}_{2πa} (sravnenie s “vertikal~nym” raspredeleniem). V kraæneæ verhneæ toqke (t_0, b), gde b = g(t_0) = max_{0<t<a} g(t), my imeem f_G(t_0, b) ≤^K_{b2} , gde

OBRATNA˚ PROBLEMA 309 K = √_{27} 2π e^{− 32} (sravnenie s “gorizontal~nym” raspredeleniem).

Esli G – uds-okrestnost~, to predyduwie ocenki da¸t sootnoxenie meßdu a i b.

Dokazatel~stvo Teoremy 2 Pust~ u(t, x) – rexenie differencial~nogo uravneniØ u^′_{10} + 1 2 u^{′′}_{02} = 0. FunkciØ F_G(S|·) i integral F_G(ϕ|·) := ∫ ∂G ϕ(p)F_G(dp|·), gde ϕ – nekotoraØ integriruemaØ funkciØ, primery takih rexeniæ. Bolee obwaØ forma takogo rexeniØ – ffto rexenie integral~nogo uravneniØ: u(·) = ∫ ∂G u(p) F_G(dp|·). Pust~ G – ograniqennaØ oblast~ iz verhnego klassa s gladkoæ graniceæ. Razloßim funkci¸ u(p) v rØd Teælora v okrestnosti naqal~noæ toqki (0, 0):

u(t, x) = u(0, 0) + ∞∑ n=1 1 n! n∑ k=0 ( n k ) u^{(n)}_{n−k,k}t^{n−k}x^k, gde proizvodnye vyqisleny v toqke (0, 0). Podstavim fftot rØd pod znak integrala i prointegriruem ego poqlenno �to vozmoßno v dostatoqno maloæ okrestnosti. Pri fftom ∞∑ n=1 1 n! n∑ k=0 ( n k ) u^{(n)}_{n−k,k}M_{n−k,k} = 0, gde M_{kl} = M^{(1)}_{kl} i (∀a > 0)

M^{(a)}_{kl} = ∫ ∂D_a G t^kx^lF_{DaG}(dp|0, 0). ZamenØØ peremennye, my poluqaem

M^{(a)}_{kl} = ∫ ∂G (at)^l( √ a x)^kF_{DaG}(D_a(dp)|0, 0),

310 B. P. HARLAMOV i po avtomodel~nomu svoæstvu vinerovskogo processa ffto ravno

a^{l+k/2}M_{lk}. Pri a < 1 my ubeßdaemsØ v spravedlivosti poqlenno-

go integrirovaniØ. Krome togo, gruppiruØ qleny s odinakovymi stepenØmi a, my poluqaem dve posledovatel~nosti uravneniæ. Levye qasti poluqennyh uravneniæ v pervoæ posledovatel~nosti – ffto kofffficienty pri a^n (n ≥ 1) n∑ k=0 u^{(n+k)} n−k,2k ( n + k 2k ) M_{n−k,2k} (n + k)!

= 0 (n ≥ 1).

Kofffficienty pri a^{n−1/2} da¸t nam posledovatel~nost~ n∑ k=1 u^{(n+k−1)} n−k,2k−1 ( n + k − 1 2k − 1 ) M_{n−k,2k−1} (n + k − 1)!

= 0 (n ≥ 1).

DlØ poØsneniØ smysla fftih uravneniæ zametim, qto iz uravneniØ u^′_{10} +^1_2 u^′_{02} = 0 vytekaet mnoßestvo uravneniæ (∀k, l ≥ 0, celye) u^{(k+l+1)}_{k+1,l} + 1/2 u^{(k+l+2)}_{k,l+2} = 0, gde u^{(k+l)}_{kl} = ∂^{k+l}u/(∂t^k∂x^l). Iz fftih uravneniæ moßno poluqit~ dva predstavleniØ: u^{(n+k)} n−k,2k = (−2) ku^{(n)}_{n0} (0 ≤ k ≤ n), u^{(n+k−1)} n−k,2k−1 = (−2) k−1u^{(n)}_{n−1,1} (1 ≤ k ≤ n). Iz proizvol~nosti rexeniØ u poluqaem n∑ k=0 (−2)^k ( n + k 2k ) M_{n−k,2k} (n + k)!

= 0,

n∑ k=1 (−2)^{k−1} ( n + k − 1 2k − 1 ) M_{n−k,2k−1} (n + k − 1)!

= 0 (n ≥ 1).

Utverßdenie teoremy sleduet iz pervogo uravneniØ. Vtoroe uravnenie obrawaetsØ v toßdestvo vvidu oqevidnoæ simmetrii uds-okrestnosti otnositel~no t-osi. Teorema dokazana.

OBRATNA˚ PROBLEMA 311

Asimptotika uds-krivoæ

Pust~ G_a – vypuklaØ gladkaØ uds-okrestnost~ s graniqnoæ funkcieæ g_a, prohodØweæ qerez toqku (a, 0). Togda ee obraz G̃_a pri otobraßenii D^{−1}_a imeet graniqnu¸ funkci¸ vida g̃_a, prohodØwu¸ qerez toqku (1, 0). My pokaßem, qto semeæstvo (g̃_a)_{a>0} kompaktno i suwestvu¸t predely g̃_∞ = lim_{a→∞} g̃_a i g̃_0 = lim_{a→0} g̃_a, kotorye ØvlØ¸tsØ rexeniØmi sootvetstvu¸wih obratnyh problem pervogo vyhoda.

Iz vypuklosti G_a sleduet, qto 2a ≤ ℓ_a ≤ 2a + 4b_a, gde ℓ_a – dlina granicy ∂G_a i b_a – maksimal~noe znaqenie funkcii g_a(t) na intervale 0 < t < a. Zdes~ c_a = 1/ℓ_a – znaqenie plotnosti ravnomernogo raspredeleniØ na granice. S drugoæ storony, maksimal~noe znaqenie plotnosti pervogo vyhoda iz mnoßestva

R_+ × (−∞, x) ravno max t∈R+ x √ 2πt_3 exp(− x^2 2t ) = K x^2 , gde K = e^{−3/2}

√_{27} 2π . Iz Teoremy 1 my poluqaem ocenku s pomow~¸ “gorizontal~noæ” plotnosti c_a ≤ K/b^2_a. Ots¸da poluqaem neravenstvo 2a + 4b_a ≥ b^2_a/K, iz kotorogo sleduet b_a ≤

2K + √ 4K^2 + 2Ka. Sledovatel~no, ac_a = a/ℓ_a → 1/2 (a → ∞) i lim sup a→∞ b̃_a ≤ √2K, gde b̃_a = b_a/√a = max_{0<t<1} g̃_a(t).

DlØ ocenki b̃_a snizu my ispol~zuem Teoremu 1 dlØ kraæneæ pravoæ toqke granicy ∂G_a, sravnivaØ plotnost~ v neæ s “vertikal~noæ” plotnost~¸ vinerovskogo processa: c_a ≤ 1 √ 2πa . Itak, my poluqaem neravenstvo b_a ≥^1_4 √ 2πa − 2a, kotoroe po-

lezno pri a → 0. Bolee universal~nu¸ ocenku daet nam pervoe momentnoe uravnenie iz Teoremy 2: M_{10} = M_{02}. V klasse vypuklyh uds-okrestnosteæ my imeem sledu¸wie neravenstva: a 2 √ a^2 + b^2_a ≤ M_{10} ≤ a^2 2 + 2ab, b^2 3 √ a^2 + 4b^2 ≤ M_{02} ≤ b^2(a + 2 3 b).

312 B. P. HARLAMOV Iz fftih neravenstv my poluqaem dve sistemy ocenok dlØ b_a/ √ a. DlØ bol~xih a: (3/28)^{1/4} ≤ b̃_a ≤ 3/ √ 2, i dlØ malyh a: √ 3/8 ≤ b̃_a ≤ 3/61/4.

Iz predyduwih neravenstv dlØ b̃_a sleduet, qto semeæstvo funkciæ (g̃_a)_{a>0} kompaktno otnositel~no ravnomernoæ shodimosti na l¸bom zamknutom intervale, ne soderßawem toqki t = 0 i t = 1. Dokazatel~stvo togo, qto predely ØvlØ¸tsØ funkciØmi verhnego klassa, sleduet iz Lemmy:

Lemma. Pust~ G1, G2 – vypuklye simmetriqnye okrestnosti

naqal~noæ toqki s gladkimi granicami, opredelØemymi funkciØmi g_1, g_2. Pust~ f_1, f_2 – sootvetstvu¸wie plotnosti pervogo vyhoda na fftih granicah. Predpoloßim, qto min_{0<t<T} f_1 > max_{0<t<T} dlØ nekotorogo T > 0. Togda

(1) esli g_1(T ) ≤ g_2(T ), togda (∀0 < t < T ) g_1(t) < g_2(t), (2) esli g_1, g_2 obe vozrasta¸t na intervale 0 < t < T , togda

(∀0 < t < T ) g_1(t) < g_2(t).

Dokazatel~stvo. a) Pust~ G = G1 ∩ G2 i f – sootvetstvu¸waØ

plotnost~. Pust~ B = {t < T : g_1(t) ≥ g_2(t). Esli ffto mnoßestvo sostoit tol~ko iz toqek kasaniØ, to iz Teoremy 1 sleduet, qto

(∃t < T ) f_1(t) ≤ f_2(t). Esli suwestvuet toqka t < T takaØ, qto g_1(t) > g_2(t), togda mera |B| > 0 i my poluqaem posledovatel~-

nost~ neravenstv:

min f_1 · ∫ B √ 1 + (g^′_1(t))^2dt ≤ ∫ B f_1(t) √ 1 + (g^′_1(t))^2dt ≤ ∫ B f(t) √ 1 + (g^′_2(t))^2dt ≤ ∫ B f_2(t) √ 1 + (g^′_2(t))^2dt ≤

max f_2 ∫ B √ 1 + (g^′_2(t))^2dt.

Iz vypuklosti sleduet, qto ∫ B √ 1 + (g^′_1(t))^2dt ≥ ∫ B √ 1 + (g^′_2(t))^2dt,

i, sledovatel~no, min f_1 ≤ max f_2.

OBRATNA˚ PROBLEMA 313 b) Esli g_1 > g_2 na (0, T ), to iz vypuklosti poluqaem, qto T∫ 0 √ 1 + (g^′_1(t))^2dt ≥ T∫ 0 √ 1 + (g^′_2(t))^2dt,

i iz markovskogo svoæstva T∫ 0 f_1(t) √ 1 + (g^′_1(t))^2dt ≤ T∫ 0 f_2(t) √ 1 + (g^′_2(t))^2dt.

�to protivoreqit uslovi¸ o plotnostØh. Esli suwestvuet t > 0 takoe, qto g_1(t) ≤ g_2(t), to my vozvrawaemsØ k sluqa¸ a). Lemma dokazana.

Pervoe priloßenie lemmy sostoit v sravnenii l¸bogo g̃_a s funkcieæ ḡ_1, kotoraØ ØvlØetsØ graniqnoæ funkcieæ udsokrestnosti Ḡ_1 s plotnost~¸ c = 1. Tak kak max f~_{Ga} < 1, my zakl¸qaem, qto Ḡ_1 ⊂ G̃_a dlØ vseh a > 0. Sledovatel~no, vse predel~nye toqki semeæstva (g̃_a)_{a>0} vkl¸qeny v verhniæ klass.

Iz Teoremy 1 legko sleduet, qto predel~naØ funkciØ edinstvenna, kogda a → ∞, i to ße dlØ a → 0. Iz svoæstva avtomodel~nosti moßno poluqit~ plotnosti vida

f_{G̃a} (t) = c_a √ a^2 + a(g̃^′_a(t))^2 √ 1 + (g̃^′_a(t))^2 . Kogda a → ∞, my prihodim k pervoæ predel~noæ obratnoæ probleme pervogo vyhoda. My ispol~zuem svoæstvo a · c_a → 1/2. Kogda a → 0, my poluqaem vtoroæ predel. Imeem √ a c_a → 1/4b̃_0, gde b̃_0 = lim_{a→0} b̃_a.

Literatura

1. A. N. Borodin, P. Salminen, Handbook of Brownian Motion – Facts and Formulae.

Birkhäuser Verlag, 1996.

2. K. Ito, G. Makkin, Diffuzionnye processy i ih traektorii. Mir, M., 1968.

3. B. P. Harlamov, Uniform distribution Surfaces for the first exit points of a multi-dimensional diffusion process, Probability theory and mathematical statistics (I. A. Ibragimov, A. Yu. Zaitsev, eds.), Gordon & Breach Publ.

314 B. P. HARLAMOV 4. B. P. Harlamov, Ravnomernoe raspredelenie toqki pervogo vyhoda dlØ

dvumernogo anizotropnogo diffuzionnogo processa: asimptotika okrestnosti naqal~noæ toqki. — Zapiski nauqnyh seminarov POMI 228

(1996), 333–348.

Harlamov B.P. Inverse first exit problem for Wiener process An inverse first exit problem for Wiener process is considered. This problem is to find such a ragion G : (0, 0) ∈ G ∪ ∂G ⊂ R_+ × R that a distribution of the first exit point from it has a priory given property. For to estimate of this region with the uniform distribution of the first exit point a theorem on comparing of densities and a theorem on moment characterization are used. When the uniform density tends to zero and to infinity two asymptotics are investigated.

Postupilo 5 noØbrØ 1997 g.

Institut problem maxinovedeniØ