A. V. Qirina BAHADUROVSKA˚ �FFEKTIVNOST^ KRITERI˚ �KSPONENCIAL^NOSTI, OSNOVANNOGO NA SVO`STVE OTSUTSTVI˚ POSLEDE`STVI˚

1. Vvedenie

Rassmotrim klass funkciæ raspredeleniØ (f.r.) E = {F (x) : F (x) = 1 − e^{−λx}.λ > 0}. Pust~ X_1, . . . , X_n – nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye veliqiny (n.o.r.s.v) s f.r. F (x). Zadaqa proverki ffksponencial~nosti v obwem sluqae formuliruetsØ tak: proverit~ istinnost~ gipotezy H_0 : F ∈ E protiv al~ternativy H_1 : F ∉ E.

Koul [10] predloßil dlØ proverki gipotezy ffksponencial~nosti posledovatel~nost~ statistik

T_n = sup_{x,y} ¿0^{|F̄n(x + y) − F̄n(x)F̄n(y)|,} gde_¯ F_n(x) = 1 − F_n(x), a F_n(x) = 1 n n∑ i=1 1I_{{Xi}6_{x}} – ffmpiriqeskaØ funkciØ raspredeleniØ (ff.f.r.), postroennaØ po vyborke X_1, . . . , X_n.

Strogo govorØ, Koul predloßil odnostoronniæ variant fftoæ statistiki, sostoØtel~nyæ v klasse f.r. {F :^¯F (x)^¯F (y)−^¯F (x+y) ¿ 0}. Odnako, v silu znamenitogo harakterizacionnogo svoæstva otsutstviØ posledeæstviØ, a imenno: F̄ (x)F̄ (y) = F̄ (x + y) ∀x, y ¿ 0 ⇐⇒ F ∈ E i teoremy Glivenko–Kantelli, dvustoronnØØ statistika {T_n} okazyvaetsØ sostoØtel~noæ dlØ l¸byh al~ternativ.

Rabota qastiqno podderßana RFFI, granty No. 95-01-1260 i 96-01-0852. 315

316 A. V. QIRINA

V [10] bylo naædeno predel~noe raspredelenie T_n v vide raspredeleniØ supremuma ot nekotorogo gaussovskogo polØ; naædeny takße kritiqeskie znaqeniØ pri n 6 50, dany rekomendacii po vyqisleni¸ T_n. “Uprowennyæ” variant fftoæ statistiki, kogda supremum beretsØ lix~ pri x = y (t.n. statistika Angusa), byl predloßen i issledovan v [5], gde dokazana sostoØtel~nost~ sootvetstvu¸wego kriteriØ v nekotorom ves~ma xirokom klasse f.r.; asimptotiqeskie svoæstva fftogo kriteriØ izuqeny v [11].

V nastoØweæ stat~e vyqislØetsØ asimptotiqeskaØ ffffektivnost~ po Bahaduru posledovatel~nosti statistik {T_n} dlØ qasto ispol~zuemyh parametriqeskih al~ternativ. DlØ rexeniØ fftoæ zadaqi v razdele 2 naædena asimptotika veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ {T_n} pri H_0 (zametim, qto raspredelenie T_n pri H_0 ne zavisit ot masxtabnogo parametra λ).

V razdele 3 naædeny znaqeniØ lokal~noæ asimptotiqeskoæ ffffektivnosti (LA�) po Bahaduru. V razdele 4 naædeny usloviØ lokal~noæ asimptotiqeskoæ optimal~nosti {T_n} pri slabyh ograniqeniØh na klass al~ternativ.

2. Bol~xie ukloneniØ pri H0

Pri analize asimptotiki veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ izuqaemoæ statistiki pri spravedlivosti gipotezy ffksponencial~nosti vaßnu¸ rol~ igra¸t sledu¸wie funkcii: λ_{s,t}(u) ≡ e^{stu2} [se^{u2 (1−s−t)} + (t − s)e^{− us2} + s(1 − t)e^{− u2} + (1 − s)(1 − t)], gde 0 6 s 6 t 6 1, u ∈ R^1, i

k(s) ≡ sup_0

6s6t61^{infu∈}R [ − au 2 + ln λ_{s,t}(u) ] = max(k+(a), k^−(a)), gde k^±(a) = sup_0

6s6t61^{inf}u∈R� [ − au 2 + ln λ_{s,t}(u) ] . Teorema 2.1. Esli verna gipoteza ffksponencial~nosti, to dlØ

dostatoqno malyh a > 0 vypolneno ravenstvo lim n→∞ n^{−1} ln P (T_n ¿ a) = k(a),

priqem k(a) nepreryvna pri dostatoqno malyh a i

k(a) = −2a^2(1 + o(1)), a → 0.

BAHADUROVSKA˚ �FFEKTIVNOST^ KRITERI˚ 317

Dokazatel~stvo. Rassmotrim narØdu so statistikoæ Tn odno-

storonnie statistiki T^+_n = sup_{x,y} ¿0^{[F̄n(x + y) − F̄n(x)F̄n(y)]} i T^−_n = sup_{x,y} ¿0^{[F̄n(x)F̄n(y) − F̄n(x + y)].} Oqevidno, T_n = max(T^+_n , T^−_n ). Pofftomu dlØ l¸bogo a > 0 P (T^+_n ¿ a) 6 P (T_n ¿ a) 6 P (T^+_n ¿ a) + P (T^−_n ¿ a) i P (T^−_n ¿ a) 6 P (T_n ¿ a) 6 P (T^+_n ¿ a) + P (T^−_n ¿ a).

Iz dokazatel~stva Teoremy 2.1 budet vidno, qto predely P^+(a) ≡ lim_{n→∞} n^{−1} ln P (T^+_n ¿ a) i P^−(a) ≡ lim_{n→∞} n^{−1} ln P (T^−_n ¿ a) suwestvu¸t, priqem P^±(a) = −2a^2(1 + o(1)), a → 0.

Sledovatel~no, predel P (a) ≡ lim_{n→∞} n^{−1} ln(T_n ¿ a) takße suwestvuet i raven max(P^+(a), P^−(a)).

Tak kak raspredelenie T^+_n ne zavisit ot masxtabnogo parametra, moßem sqitat~, ne umalØØ obwnosti, qto sluqaænye veliqiny X_1, . . . , X_n ime¸t funkci¸ raspredeleniØ F (x) = 1 − e^{−x}, x ¿ 0. Primenim preobrazovanie Smirnova:

x = F^{−1}(s) = − ln(1 − s), y = − ln(1 − t). Imeem

T^+_n = sup_0 6s,t61^{[F̄n(F} −1(s) + F^−1(t)) − F̄_n(F^−1(s)) · F̄_n(F^−1(t))] =

= sup 06s,t61^{[F̄n(F} −1(s + t − st)) − F̄_n(F^−1(s)) · F̄_n(F^−1(t))] =

318 A. V. QIRINA

= sup 06s,t61^{[Ḡn(s + t − st) − Ḡn(s)Ḡn(t)] =} = sup 06s6t61^{[Gn(s) + Gn(t) − Gn(s + t − st) − Gn(s)Gn(t)],} gde G_n – ff.f.r., sootvetstvu¸waØ vyborke iz ravnomernogo na

[0, 1] raspredeleniØ. Vyraßenie, ot kotorogo beretsØ supremum,

simmetriqno otnositel~no s i t, pofftomu, ne umalØØ obwnosti, v dal~neæxem moßem dlØ udobstva sqitat~ s 6 t.

Predstavim G_n(s) + G_n(t) − G_n(s + t − st) − G_n(s)G_n(t) ≡ T^+_n (s, t) v forme funkcionala Mizesa.

DlØ l¸byh s 6 t imeem

T^+_n (s, t) = 1 n^2 n∑ i=1 n∑ j=1 Φ_{s,t}(X_i, X_j), gde X_i ravnomerno raspredeleny na [0, 1] i nezavisimy, Φ_{s,t}(a, b) – simmetriqnoe Ødro, Φ_{s,t}(a, b) = 1 2 · ( 1I_{{a<s}} + 1I_{{b<s}} + 1I_{{a<t}} + 1I_{{b<t}}− −1I_{{a<s+t−st}} − 1I_{{b<s+t−st}} − 1I_{{a<s,b<t}} − 1I_{{a<t,b<s}}). Legko videt~, qto EΦ_{s,t}(X_1, X_2) = 0. Zametim, qto |Φ_{s,t}(a, b)| 6 1 dlØ l¸byh s, t, a, b, otkuda dlØ ∀n s veroØtnost~¸ 1 | | | | | | n^{−2} n∑ i=1 n∑ j=1 Φ_{s,t}(X_i, X_j ) − (C2_n)^−1 ∑ 16i<j61^{Φs,t(Xi, Xj)} | | | | | | 6^3_n, (1)

t.e. T^+_n (s, t) udaetsØ priblizit~ s pomow~¸ U -statistiki s Ødrom

Φ_{s,t}(X_i, X_j ).

Vvedem funkci¸

Ψ_{s,t}(z) = E[Φ_{s,t}(X1, X2) | X1 = z] = = 1 2 [(1 − t)1I_{{z<s}} + (1 − s)1I_{{z<t}} + st − 1I_{{z<s}+_{t−st}}]. Pri s 6 1 imeem

EΨ^2_{s,t}(X_1) = 1 4 s(1 − s)((1 − t)(2 − t) > 0 pri 0 < s 6 t < 1

BAHADUROVSKA˚ �FFEKTIVNOST^ KRITERI˚ 319 sup 06s6t61^{EΨ} 2 s,t(X1) = 1 16 , (2)

poskol~ku supremum v levoæ qasti dostigaetsØ pri s = t = 1−^1√_2 . DlØ s 6 t i u ¿ 0 rassmotrim funkci¸ λ_{s,t}(u) ≡ E exp(uΨ_{s,t}(X_1)) = = e^{stu2} [se^{u2} (1^{−s−t}) + (t − s)e^{− us2} + s(1 − t)e^{− u2} + (1 − s)(1 − t)].

DlØ dokazatel~stva neravenstva lim n→∞ n^{−1} ln P (T^+_n ¿ a) ¿ k^+(a) (3) vospol~zuemsØ rezul~tatami Qernova [8] i Dasgupty [9, 3], opisyva¸wimi asimptotiku veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ dlØ summ i nevyroßdennyh U -statistik.

Teorema 2.2 ([7, 8]). Pust~ {Yi} – n.o.r.s.v., P (Yi > 0) > 0, {γn} –

qislovaØ posledovatel~nost~, γ_n → γ. Togda lim n→∞ n^{−1} ln P (Y_1 + . . . + Y_n ¿ nγ_n) = f(γ), gde g(γ) = inf{−tγ + ln φ(t) : t ¿ 0}, a φ(t) = E exp(tY_1).

Teorema 2.3 ([3, 9]). Pust~ Φ – funkciØ iz R^m v R^1, simmetriq-

naØ otnositel~no vseh perestanovok svoih peremennyh. Poloßim U_n = (C^m_n )^{−1} ∑ 16i1<...<im6n^{Φ(Yi1 , . . . , Yim ),} gde Y_1, . . . , Y_n – n.o.r.s.v.; Ψ(t) := E[Φ(Y1, . . . , Y_m) | Y1 = t]. Esli EΦ(Y_1, . . . , Y_m) = 0, EΨ^2(Y_1) > 0, E exp(tΦ^2(Y_1, . . . , Y_m)) < ∞ dlØ ∀t ∈ R^1 i ∃ε_0 > 0: lim n→∞ n^{−1} ln P ( n^{−1} n∑ i=1 Ψ(X_i) > ε0 ) < ∞, to P (U_n ¿ mε) = P ( n^{−1} n∑ i=1 Ψ(Y_i) ¿ ε ) · (1 + o(1)), n → ∞.

320 A. V. QIRINA Oqevidno, pri l¸byh s, t iz [0,1] P (T^+_n ¿ a) ¿ P (T^+_n (s, t) ¿ a).

Po neravenstvu (1),

P (T^+_n (s, t) ¿ a) = n^{−2} n∑ i,j=1 Φ_{s,t}(X_i, X_j ) ¿ a =

= P (C^2_n)^{−1} ∑ 16i<j6m^{Φs,t(Xi, Xj)} ¿ a + 3n^{−1} · (1 + o(1)), n → ∞. PrimenØØ Teoremy 2.3 i 2.2, imeem lim n→∞ n^{−1} ln P (T^+_n ¿ a) ¿ lim_{n→∞} n^{−1} ln P ( n^{−1} n∑ i=1 Ψ_{s,t}(X_i) ¿ a 2 ) =

= inf_u¿ 0 ( − au 2 + ln λ_{s,t}(u) ) dlØ l¸byh s, t: 0 6 s 6 t 6 1. Po proizvol~nosti s i t, lim n→∞ n^{−1} ln P (T^+_n ¿ a) ¿ sup_0

6s6t61^{infu}¿^0 [ − au 2 + ln λ_{s,t}(u) ] ≡ k^+(a). DlØ dokazatel~stva protivopoloßnogo neravenstva lim n→∞ n^{−1} ln P (T^+_n ¿ a) 6 k^+(a) (4)

nam ponadobØtsØ dve lemmy.

Lemma 2.1. k^+(a) = −2a^2(1 + o(1)), a → 0.

Lemma 2.2. Pri dostatoqno malyh poloßitel~nyh a funkciØ

k^+(a) nepreryvna.

Dokazatel~stvo Lemmy 2.1. DlØ ∀u0 ¿ 0 sup 06s6t61^{infu}¿^0 [ − au 2 + ln λ_{s,t}(u) ] 6 sup_{06s6t61}^[−^{au0}_2 + ln λs,t(u0)^] .

Poloßim u_0 = 8a, i pust~ 0 < a < 1/64. Vospol~zuemsØ standartnym neravenstvom

ln(1 − b) 6 −b − b^2 2 + |b|^3 2 , |b| < 1 9 .

BAHADUROVSKA˚ �FFEKTIVNOST^ KRITERI˚ 321 DlØ ∀s, t : 0 6 s 6 t 6 1 spravedliva cepoqka neravenstv: − au_0 2 + ln λ_{s,t}(u0) 6

6 −^{au0}_2 +^{stu0}_2 + ln^[s^{( u0}_2 (1 − s − t) +^{u20}_8 (1 − s − t)^{2)} + +(t − s) ( 1− u_0s 2 + u^2_0s^2 8 ) +s(1 − t) ( 1− u_0 2 + u^2_0 8 ) +(1 − s)(1 − t)+C2u30 ] 6 6 −^{au0}_2 +^{u20}_8 s(1 − s)(1 − t)(2 − t) + C2u^3_0 6 6 −2a^2(1 + o(1)), a → 0,

priqem poslednee neravenstvo vypolnØetsØ v silu (2). T.o. dokazano, qto k^+(a) 6 −2a^2(1 + o(1)), a → 0. (5) V [11] bylo dokazano neravenstvo

inf_u¿ 0 [ − au 2 + λ_{s0,t0}(u) ] ¿ −2a^2(1 + o(1)), a → 0, gde s_0 = t_0 = 1 − 1 √ 2 . Oqevidno, sup 06s6t61^{infu}¿^0 [ − au 2 + ln λ_{s,t}(u) ] ¿ ¿ inf_{u¿0}^[−^{au}_2 + ln λs_0,t_0(u)^] dlØ ∀s0, t0.

t.o. k^+(a) ¿ −2a^2(1 + o(1)), a → 0. Ots¸da i iz (5) sleduet utverßdenie Lemmy 2.1.

Dokazatel~stvo Lemmy 2.2. Moßno pokazat~, qto dlØ dosta-

toqno malyh poloßitel~nyh a suwestvuet takoe B ∈ (0, +∞), qto k^+(a) = sup_0

6s6t61^{inf0}6^u6^B [ − au 2 + ln λ_{s,t}(u) ] , t.e. moßno brat~

sup inf [ − au 2 + ln λ_{s,t}(u) ]

322 A. V. QIRINA po kompaktnomu mnoßestvu (naprimer, podhodit B = 64 ln 10 < 200); dalee moßem vospol~zovat~sØ Predloßeniem VIII PriloßeniØ III v [2].

Podrobnoe dokazatel~stvo my opuskaem, t.k. ono poqti doslovno povtorØet rassußdeniØ v [11].

VernemsØ teper~ k dokazatel~stvu neravenstva (4). Pust~ N ∈ N, k, m ∈ Z, 0 6 m, k 6 N. Imeem T^+_n = max 06m6n−1 06k6N−1 max m N 6s6^{m+1}_N k N 6t6^{k+1}_N

T^+_n (s, t) 6

6 max_{06m6N−1} 06k6N−1 { T^+_n ( m N , k N ) + G_n ( m + 1 N ) −

−G_n ( m N ) + G_n ( k + 1 N ) − G_n ( k N ) } 6 6 max_{06m6N−1} 06k6N−1 T^+_n ( m N , k N ) + 2 max 06m6N−1 [ G_n ( m + 1 N ) − G_n ( m N )] =

=: R1_n + R2_n .

DlØ l¸byh dostatoqno malyh δ_N > 0, a > 0 imeem

P (T^+_n ¿ a) 6 P (R_{1n} + R_{2n} ¿ a) 6 P (R_{1n} ¿ a − δ_N ) + P (R_{2n} ¿ δ_N ).

Ocenki slagaemyh v pravoæ qasti fftogo neravenstva analogiqny ocenkam v [11].

Imeem

P (R_{1n} ¿ a − δ_N ) 6

N (N + 1) 2 exp(nk+(a − δ_N )) · (1 + o(1)), n → ∞ i P (R_{2n} ¿ δ_N ) 6 2N exp ( − n ( − ln 2 + δ_N 2 ln(N − 1) )) . Vyberem δ_N = 1 ln ln N , N ¿ 3.

BAHADUROVSKA˚ �FFEKTIVNOST^ KRITERI˚ 323 DlØ dostatoqno malyh a > 0 imeem lim n→∞ n^{−1} ln P (T^+)n ¿ a) 6 max [ k^+(a − δ_N ), ln 2 − δ_N ln(N − 1) 2 ] = = k+(a − δ_N )

dlØ dostatoqno bol~xih N .

Tak kak po Lemme 2.2 k^+(a) nepreryvna, perehodØ k predelu pri N → ∞, imeem lim n→∞ n^{−1} ln P (T^+_n ¿ a) 6 k^+(a).

KombiniruØ ffto neravenstvo s (3), imeem lim n→∞ n^{−1} ln P (T^+_n ¿ a) = k^+(a).

S pomow~¸ analogiqnyh rassußdeniæ moßem poluqit~ lim n→∞ n^{−1} ln P (T^−_n ¿ a) = k^−(a), gde k^−(a) ≡ sup_0

6s,t61^{infu}6^0 [ − au 2 + ln λ_{s,t}(u) ] , priqem k^−(a) nepreryvna pri malyh a i

k^−(a) = −2a^2(1 + o(1)), a → 0. (7)

Iz (6) i (7) sleduet utverßdenie Teoremy 2.1.

3. Vyqislenie toqnyh naklonov na AO� po Bahaduru ZnaØ asimptotiku veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ izuqaemoæ statistiki, my moßem vyqislit~ ee lokal~nu¸ asimptotiqesku¸ ffffektivnost~ (LA�) po Bahaduru. Vospol~zuemsØ dlØ fftogo rezul~tatami teorii Bahadura ([6, 7, 4]).

Predpoloßim, qto pri al~ternative nabl¸deniØ ime¸t f.r. G(x; θ), sovpada¸wie s 1 − e^{−x} tol~ko pri θ = 0. Budem takße sqitat~, qto G(x, θ) pri poqti vseh x differenciruema po θ.

Vvedem oboznaqeniØ h(x) ≡ ∂ ∂θ | | | |_{θ=0}G(x; θ) (8)

324 A. V. QIRINA i g(x; θ) ≡ ∂ ∂x G(x; θ). Po teoreme Glivenko–Kantelli, s veroØtnost~¸ 1 pri al~ternative G(x; θ) T_n →_{n→∞} b_T (θ) ≡ sup_{x,y} ¿0^{|Ḡ(x + y; θ) − Ḡ(x; θ)Ḡ(y; θ)| ∼} ∼ sup_{x,y} ¿0^{|h(x + y) − e} −xh(y) − e^{−y}h(x)| · θ, θ → 0. (9) Ispol~zuØ teoremu Bahadura o vyqislenii toqnyh naklonov (T.7.2., [7]), poluqaem, kombiniruØ Lemmu 2.2 i Teoremu 2.1, qto bahadurovskiæ toqnyæ naklon C_T (θ) posledovatel~nosti {T_n} dlØ dostatoqno malyh θ moßet byt~ vyqislen po formule

C_T (θ) = 2k(b_T (θ)).

Po Lemme 2.1 i (9), moßno izvleq~ glavnu¸ qast~ C_T (θ) pri θ → 0, t.n. lokal~nyæ toqnyæ naklon:

C_T (θ) ∼ 4 sup_{x,y} ¿0^{|h(x + y) − e} −xh(y) − e^{−y}h(x)|^2θ^2. My budem sravnivat~ toqnye naklony s ih potencial~nymi verhnimi granicami, kotorye vyqislØ¸tsØ v terminah informacii Kul~baka–Leæblera i opredelØ¸tsØ iz neravenstva Bahadura–Ragavaqari ([6, 7, 13]). V naxem sluqae dlØ l¸bogo semeæstva plotnosteæ g(x, θ) imeem

C_T (θ) 6 2Q(θ) ≡ 2 inf_{λ>0} ∞∫ 0 ln g(x; θ) λe^{−λx} g(x; θ)dx. Vyqislit~ Øvno 2Q(θ) sloßno, no v dostatoqno regulØrnyh sluqaØh glavnaØ qast~ 2Q(θ) vyqislØetsØ po formule (sm. [12])

2Q(θ) ∼ ∞∫ 0 e^x(h^′(x))^2dx − ∞∫ 0 h(x)dx 2 θ^2, θ → 0. (10)

BAHADUROVSKA˚ �FFEKTIVNOST^ KRITERI˚ 325 Takim obrazom, LA� izuqaemoæ statistiki vyqislØetsØ po formule

e^B (T ) ≡ lim_{θ→0}

C_T (θ) 2Q(θ) = 4 sup x,y¿0^{|h(x + y) − e−xh(y) − e−yh(x)|2} ∞∫ 0 e^x(h^′(x))^2dx − (_∞ ∫ 0 h(x)dx )_2 . (11)

My naædem znaqenie e^B (T ) dlØ sledu¸wih standartnyh semeæstv al~ternativ:

1^∘) Plotnost~ Veæbulla:

g_1(x; θ) = x^θ exp(−x^{1+θ}), x ¿ 0, θ ¿ 0. 2^∘) Plotnost~ Makegama:

g_2(x; θ) = (1 + θ(1 − e^{−x})) exp(−x − θ(x − (1 − e^{−x}))), x ¿ 0, θ ¿ 0.

3^∘) Plotnost~ s lineænoæ intensivnost~¸ otkazov:

g_3(x; θ) = (1 + θx) exp(−x − θx^2/2), x ¿ 0, θ ¿ 0. Zametim, qto dlØ fftih plotnosteæ supremum |h(x + y) − e^{−x}h(y) − e^{−y}h(x)| (12) dostigaetsØ pri x = y.

Pofftomu znaqeniØ b_T (θ) dlØ nih ffkvivalentny (pri θ → 0) znaqeniØm b_s(θ), gde {S_n} – t.n. statistika Angusa ([5]), ili “uprowennyæ” variant statistiki {T_n}: S_n = sup_x ¿0^{|F̄n(2x) − F̄} 2 n(x)|. V [11] dokazano, qto lim n→∞ n^{−1} ln P (S_n ¿ a) = −2a(1 + o(1)), a → 0.

Pofftomu, v silu (12), znaqeniØ LA� po Bahaduru statistiki {T_n} dlØ al~ternativ g_1(x; θ), g_2(x; θ), g_3(x; θ) sovpada¸t so znaqeniØmi LA� statistiki {S_n} dlØ fftih al~ternativ, vyqislennymi v [11]:

24π^−2e^−2 ln2 2 ≈ 0.1581 dlØ g1(x; θ); 3/16 = 0.1875 dlØ g2(x; θ); 4e^−4 ≈ 0.0733 dlØ g3(x; θ).

326 A. V. QIRINA Avtoru neizvestno, suwestvu¸t li al~ternativy, dlØ kotoryh LA� statistik {T_n} i {S_n} razliqny (Øsno, vo vsØkom sluqae, qto vsegda e^B (T ) ¿ e^B(S), t.e. suwestvu¸t li takie g(x; θ) i sootvetstvu¸wie im h(x), qto supremum |h(x + y) − e^{−x}h(y) − e^{−y}h(x)| dostigaetsØ pri x ≠ y.

4. UsloviØ lokal~noæ optimal~nosti DlØ al~ternativ g_1, g_2, g_3 ffffektivnost~ {T_n} nevysoka. Suwestvu¸t, odnako, semeæstva al~ternativ, dlØ kotoryh posledovatel~nost~ {T_n} ØvlØetsØ lokal~no asimptotiqeski optimal~noæ (LAO) po Bahaduru, t.e.

lim_{θ→} 0 C_T (θ) 2Q(θ) = 1.

Zadaqa nahoßdeniØ takih al~ternativ svoditsØ k maksimizacii funkcionala F(h) ≡ sup_{x,y} ¿0^{|h(x + y) − e} −xh(y) − e^{−y}h(x)| na mnoßestve M = {h : G(h) = C}, gde G(h) ≡ ∞∫ 0 e^t(h^′(t))^2dt − ∞∫ 0 h(t)dt 2 , a C – nekotoraØ konstanta, kotoraØ, v silu odnorodnosti F i G, moßet byt~ vybrana proizvol~no (naprimer, C = 1).

Vvedem funkcional

F_{x0,y0} ≡ |h(x_0 + y_0) − e^{−x0} h(y_0) − e^{−y0} h(x_0)| dlØ l¸byh x_0, y_0 ¿ 0.

Zametim, qto

maxM^{F(h) = max}M^{max}x0,y0¿0^{Fx0,y0 (h)}

BAHADUROVSKA˚ �FFEKTIVNOST^ KRITERI˚ 327 i F_{x0,y0} (h) = ∞∫ 0 (1I[0_{,x0}+_{y0})(t) − e^{−x0} 1I[0_{,y0})(t) − e^{−y0} 1I[0_{,x0})(t))h^′(t)dt.

MaksimiziruØ F_{x0,y0} (h) pri uslovii G(h) = 1, imeem, iz principa Lagranßa (sm., naprimer, [1], 3.2), differencial~noe uravnenie dlØ h:

a(t) − 2λ · (e^th^′(t) + νt) = D, (13) gde a(t) = 1I_{[0,x0+y0)}(t) − e^{−x0} 1I_{[0,y0)}(t) − e^{−y0} 1I_{[0,x0)}(t), λ i D – nekotorye konstanty, i vypolneny usloviØ ∞∫ 0 h(t)dt = ν h(0) = h(+∞) = 0 h(t) nepreryvna na [0, +∞)

(14)

RexaØ (13) i uqityvaØ (14), imeem h(t) = μh_0(t) + νte^{−t}, (15) gde

h_0(t) = (1 − e^{−t}) · e^{−x0−y0} , 0 6 t < x0 e^{−t} · e^{−y0} (1 − e^{−x0} ) x_0 6 t < y_0 e^{−x0−y0} − e^{−t}(e^{−x0} + e^{−y0} − e^{−x0−y0} ), y_0 6 t < x_0 + y_0 e^{−t} · (1 − e^{−x0} ) · (1 − e^{−y0} ), t ¿ x_0 + y_0.

V rezul~tate gromozdkih, no fflementarnyh vyqisleniæ udaetsØ pokazat~, qto sup x,y¿0^{|h0(x + y) − e} −xh_0(y) − e^{−y} h_0(x)| dostigaetsØ pri

x + y = x_0 + y_0, x_0 6 x, y 6 y_0 + x_0, y_0 6 x, y 6 x_0 + y_0 i max x0,y0 maxM^{Fx0y0 (h)}

328 A. V. QIRINA dostigaetsØ pri x_0 = y_0 = 1 −^1√_2 .

V fftom sluqae h_0(t) prinimaet vid

h_0(t) =

1 − e^{−t}, 0 6 t < 12 ln 2 (2 √ 2 − 1)e^{−t} − 1, 12 ln 2 6 t < ln 2

−(3 − 2 √ 2)e^{−t}, t ¿ ln 2

Pri takih h_0 znaqenie e^B (T ) v (11) ravno 1.

Teper~ moßem sformulirovat~ osnovnoæ rezul~tat fftogo razdela.

Teorema 4.1. V klasse al~ternativ G(t; θ), dlØ kotoryh verno

(10), kriteriæ ffksponencial~nosti, osnovannyæ na {T_n}, ØvlØetsØ

LAO po Bahaduru togda i tol~ko togda, kogda h(t), vvedennaØ v (8), imeet vid (15) s h_0(t), ime¸weæ vid (16).

Legko proverit~, naprimer, qto e^{−t} + θh_0(t) pri malyh θ ØvlØ- ¸tsØ plotnostØmi.

Tak kak i v fftom sluqae supremum dostigaetsØ pri x = y, {S_n} takße ØvlØetsØ LAO po Bahaduru dlØ al~ternativ s f.r. G(t; θ), otveqa¸weæ Teoreme 4.1.

Literatura 1. V. M. Alekseev, V. M. Tihomirov, S. V. Fomin, Optimal~noe upravlenie. M., Nauka, 1979.

2. V. F. Dem~Ønov, V. N. Malozemov, Vvedenie v minimaks. M., Nauka, 1972.

3. V. S. Korol¸k, ı. V. Borovskih, TeoriØ U-statistik. Kiev, Naukova Dumka, 1989.

4. ˚. ı. Nikitin, AsimptotiqeskaØ ffffektivnost~ neparametriqeskih

kriteriev. M., Fizmatlit, 1995.

5. J. E. Angus, Goodness-of-fit tests for exponentiality based on a loss-of-memory type functional equation. — J. Statist. Plann. Inference 6 (1982), 241–251.

6. R. R. Bahadur, Rates of convergence of estimates and test statistics. — Ann.

Math Statist. 38 (1967), 3-3–324.

7. R. R. Bahadur, Some limit theorems in statistics. SIAM, Philadelphia, 1971. 8. H. A. Chernoff, A measure of asymptotic efficiency for tests of a hypothesis based on a sum of observations. — Ann. Math. Statist. 23, No. 4 (1952), 493–507.

9. R. Dasgupta, On large deviation probabilities of U-statistics in non-i.i.d. case. — Sankhyā, Ind. J. Statist. A46 (1984), 110–116.

10. H. L. Koul, A test for new better than used. — Comm. Statist. Theory Meth. A6, No. 6 (1977), 563–574.

BAHADUROVSKA˚ �FFEKTIVNOST^ KRITERI˚ 329

11. Ya. Yu. Nikitin, Bahadur efficientcy of a test of exponentiality based on a loss-of-memory type functional equation. — J. of Nonparametric Statist. 6, No. 1 (1996), 13–26.

12. Ya. Yu. Nikitin, A. V. Tchirina, Bahadur efficiency and local optimality of a test for the exponential distribution based on the Gini statistic. Ricerche, No. 22, Ser. A, 1996, Universita degli Studi di Roma “La Sapienza,” pp. 1–12.

13. M. Raghavachari, On a theorem of Bahadur on the rate of convergence of test statistics. — Ann. Math. Statist. 41 (1970), 1695–1699.

Tchirina A. V. Bahadur efficiency of a test of exponentiality based on the loss-of-memory property.

A test of exponentiality of Kolmogorov–Smirnov type based on the loss-of-memory characterization property is under study. Large deviation asymptotics under the null-hypothesis is calculated. Local Bahadur efficiencies for commonly used parametric alternatives are found. Conditions of the Bahadur local optimality are obtained.

Postupilo 8 oktØbrØ 1997 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet