V. V. Borzov, E. V. Damaskinskiæ, S. B. Egorov PREDSTAVLENI˚ ALGEBRY DEFORMIROVANNOGO OSCILL˚TORA PRI RAZNYH VYBORAH OBRAZUıWIH

AnnotaciØ. S edinyh poziciæ obsußda¸tsØ razliqnye vari-

anty perestanovoqnyh sootnoxeniæ algebry q-deformirovanno-go bozonnogo oscillØtora, sootvetstvu¸wie raznym variantam vybora ee obrazu¸wih. Rassmatriva¸tsØ tipy perestanovoqnyh sootnoxeniæ, vkl¸qa¸wie v kaqestve qastnyh sluqaev vse naibolee populØrnye formy takih sootnoxeniæ. Standartnymi metodami opisana procedura postroeniØ i klassifikacii predstavleniæ algebry q-deformirovannogo bozonnogo oscillØtora v raznyh bazisah. ObsußdaetsØ vozmoßnost~ vvedeniØ v fftoæ algebre struktury algebry Hopfa. Kratko obsußdena vozmoßnost~ postroeniØ universal~noæ R-matricy dlØ rassmatrivaemoæ algebry.

1. Vvedenie

V poslednie gody mnogo vnimaniØ bylo udeleno issledovani¸ vsevozmoßnyh deformaciæ perestanovoqnyh sootnoxeniæ bozonnogo oscillØtora (sm. naprimer [1]). V nastoØweæ rabote my opixem vse neprivodimye predstavleniØ algebry deformirovannogo oscillØtora A(q) , q > 0 pri razliqnyh vyborah nabora

W^γ_{α,β}(q) = {a, a^†, N } poroßda¸wih fflementov, udovletvorØ¸wih

sootnoxeniØm

a a^+ − q^γ a^+ a = q^{αN+β} , q ∈ C [N, a] = −a, [N, a^†] = a^†, gde α, β, γ vewestvennye parametry. DlØ uproweniØ terminologii my, dopuskaØ nekotoru¸ vol~nost~ reqi, budem nazyvat~ takoæ nabor W^γ_{α,β}(q) obrazu¸wih s ukazannymi sootnoxeniØmi bazisom v A(q) , a ego fflementy generatorami.

Otmetim, qto pomimo osnovnogo parametra deformacii q my ispol~zuem zdes~ tri dopolnitel~nyh vewestvennyh parametra 80

PREDSTAVLENI˚ ALGEBRY 81

α, β, γ. Poskol~ku, kak my pokaßem niße, pri α ≠ γ, algebry,

poroßdaemye raznymi vyborami bazisov, izomorfny (pri podhodØwih sootnoxeniØh meßdu parametrami), to ffti parametry ne ØvlØ¸tsØ nezavisimymi i mogut byt~ ustraneny sootvetstvu- ¸wimi pereopredeleniØmi. Odnako, vvedenie fftih parametrov pozvolØet s edinyh poziciæ rassmotret~ bol~xinstvo standartnyh deformaciæ oscillØtora (v tom qisle i standartnye bozonyæ i fermionnyæ) kak qastnye sluqai. Ukaßem, qto variant

W^1_{α,β}(q) takogo vybora s γ = 1 byl predloßen nedavno v [2].

My takße obsudim vozmoßnost~ vvedeniØ struktury algebry Hopfa (tipa sl_q (2)) pri sootvetstvu¸weæ modifikacii algebry q-oscillØtora A(q). My budem nazyvat~ taku¸ modificirovannu¸ algebru sußennoæ, poskol~ku ona imeet tol~ko nesingulØrnye predstavleniØ fokovskogo tipa. DlØ takoæ modificirovannoæ algebry struktura algebry Hopfa moßet byt~ opredelena dovol~no estestvennym obrazom. V sluqae, kogda parametry, vhodØwie v opredelenie algebry q-oscillØtora, prinima¸t specifiqeskie znaqeniØ my poluqim standartnye varianty opredeleniØ koproizvedeniØ, koedinicy i antipoda (sm. naprimer [3]).

Izvestno, qto v teorii kvantovyh deformaciæ osobo vaßnu¸ rol~ igraet universal~naØ R-matrica. Pri sootvetstvu¸weæ modifikacii algebry A(q) moßno pokazat~, qto universal~naØ R-matrica tipa universal~noæ R-matricy dlØ sl_q (2) moßet byt~ vvedena dostatoqno standartnym obrazom. V posledneæ qasti raboty my privedem primer takogo opredeleniØ. �tot primer universal~noæ R-matricy vosproizvodit standartnyæ [3] variant pri special~nom vybore parametrov (t.e. bazisa W^γ_{α,β}(q)).

Odnako sleduet podqerknut~, qto takaØ modifikaciØ sußaet vozmoßnosti fiziqeskih priloßeniæ, tak kak ime¸tsØ osnovaniØ sqitat~, qto nefokovskie predstavleniØ, kotorye otsustvu¸t pri takoæ modifikacii, mogut imet~ [4] vaßnoe fiziqeskoe znaqenie. Bolee togo, sootvetstvu¸waØ modifikaciØ po suwestvu razruxaet “oscillØtornu¸” prirodu rassmatrivaemyh ob¨ektov pridavaØ im osobennosti harakternye dlØ “uglovogo momenta”, tak kak poluqennaØ struktura algebry Hopfa i universal~naØ R-matrica podobny tem, kotorye izvestny dlØ sl_q (2) [5, 6]. NastoØwaØ rabota ØvlØetsØ utoqnenym i pererabotannym variantom preprinta [7].

82 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI`, S. B. EGOROV

2. Algebra deformirovannogo oscillØtora A(q) v bazise W^γ_{α,β}(q)

Algebra deformirovannogo oscillØtora A(q) v bazise W^γ_{α,β}(q) moßet byt~ opredelena kak associativnaØ algebra s ediniceæ, tri generatora a^†, a, N kotoroæ v bazise W^γ_{α,β}(q) udovletvorØ¸t perestanovoqnym sootnoxeniØm

a a^+ − q^γ a^+ a = q^{αN+β} , q ∈ C (2.1)

[N, a] = −a, [N, a^†] = a^†, (2.2)

gde α, β, γ vewestvennye parametry.

Otmetim, qto standartnyæ bozonnyæ oscillØtor sootvetstvuet vyboru α = β = γ = 0 (ili ße q = 1).

Kak uße otmeqalos~ vyxe, dopolnitel~nye parametry α, β, γ ne ØvlØ¸tsØ nezavisimymi i mogut byt~ ustraneny prostym pereopredeleniem. Poskol~ku v algebre A(q) , kak i v kaßdoæ associativnoæ algebre, dopustimo l¸boe obratimoe preobrazovanie obrazu¸wih, to algebry poroßdaemye bazisami W^γ_{α,β}(q) s α ≠ γ i W^{eγ}_{eα,eβ}(^q) s ~α ≠ ~γ izomorfny. �tot izomorfizm ustanavlivaetsØ sootnoxeniØmi ~a = q^σ a, ~a^† = a^†q^σ, ~N = N, ^qe^{γ−}e^α = q^{γ−α}, (2.3) gde σ = 1 2 ( ~αγ − α~γ ~γ − ~α ~N + ~β γ − α ~γ − ~α − β ) . (2.4)

�ti formuly neskol~ko uprowa¸tsØ esli v kaqestve pervogo bazisa W^γ_{α,β}(q) vzØt~ W^1_{0,0}(q) [8, 9] ~a = q^σa, ~a^† = a^†q^σ , ~N = N, ^qe^{γ−}e^α = q, σ = 1 2 ~α ~N + ~β ~γ − ~α . (2.5) Esli teper~ v kaqestve vtorogo bazisa vybrat~ W^γ_{α,β}(^q) [10, 11], to ffti formuly pereædut v izvestnye sootnoxeniØ [1] ~a = q^{− N4} a, ~a^† = a^†q^{− N4} , ~N = N, ^q^2 = q. (2.6) Podqerknem, qto izomorfizm imeetsØ lix~ dlØ vpolne opredelennogo sootnoxeniØ (^q^2 = q) parametrov deformacii. Zametim

PREDSTAVLENI˚ ALGEBRY 83

takße, qto fftot izomorfizm sohranØet estestvennye usloviØ ffrmitovosti

(a)^∗ = a^†, (a^†)^∗ = a, (N )^∗ = N, (2.7)

VernemsØ k rassmotreni¸ proizvol~nogo bazisa. Standartnymi metodami, predpolagaØ suwestvovanie vakuumnogo sostoØniØ |0⟩, takogo qto

a|0⟩ = 0, N |0⟩ = 0, ( ⟨0|0⟩ = 1 ), (2.8)

moßno postroit~ predstavlenie Foka dlØ algebry A(q) deformirovannogo oscillØtora v bazise W^γ_{α,β}(q). Esli vzØt~ v kaqestve bazisa v prostranstve Foka H_F (normirovannye) sostoØniØ |n⟩ = (a^†)^n √ F^γ_{α,β}(n; q)! |0⟩ n = 0, 1, 2, ...; (2.9) to deæstvie generatorov algebry A(q) imeet vid N |n⟩ = |n⟩ a|n⟩ = √ F^γ_{α,β}(n; q)|n − 1⟩ a^†|n⟩ = √ F^γ_{α,β}(n + 1; q)|n + 1⟩ (2.10)

Veliqina, F^γ_{α,β}(n; q), nazyvaemaØ v dal~neæxem bazisnym qislom, opredelØetsØ formulami F^γ_{α,β}(n; q) = { q^{β qnα−qnγ} q^α−q^γ α ≠ γ n q^{β+γ(n−1)} α = γ F^γ_{α,β}(n; q)! = F^γ_{α,β}(1; q) · F^γ_{α,β}(2; q) · . . . · F^γ_{α,β}(n; q), F^γ_{α,β}(1; q) = q^β. (2.11) Zametim,qto dlØ special~nyh znaqeniæ parametrov, sootvetstvu¸wih naibolee populØrnym vyboram bazisa, imeem

W^1_{0,0}(q) [8, 9, 12] : F^1_{0,0}(n; q) =^{qn−1}_{q−1} = [n; q];

W^1_{−1,0}(q) [10, 11] : F^1_{−1,0}(n; q) =^{qn−q} �n q−q�1 = [n]q ≡ [n]; W^0_{−2,0}(q) [23, 24] : F^0_{−2,0}(n; q) = q^{2(1−n)}[n; q^2] =

q^{2(1−n)}(1 + q^2 + ... + q^{2(n−1)});

W^1_{1,0}(q) : F^1_{1,0}(n; q) = nq^{n−1}. (2.12)

84 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI`, S. B. EGOROV

DlØ standartnogo bozonnogo oscillØtora imeem

F^0_{0,0}(n; q) = n, (2.13)

qto sootvetstvuet klassiqeskomu predelu

lim_{q→1} F^γ_{α,β}(n; q) = n. (2.14)

Pereqislim nekotorye svoæstva vvedennyh bazisnyh qisel, kotorye my budem ispol~zovat~ niße: F^γ_{α,β}(n) < 0, esli n < 0, F^γ_{α,β}(n) = 0, esli n = 0, F^γ_{α,β}(n) > 0, esli n > 0, (2.15)

F^γ_{α,β}(n + 1) − q^γ F^γ_{α,β}(n) = q^{αn+β}; (2.16)

F^γ_{α,β}(n) = F^α_{γ,β}(n). (2.17)

Oqevidno, qto v predstavlenii Foka bazisnye vektory otliqa¸tsØ ot standartnyh tol~ko normirovkoæ i vypolnØetsØ dopolnitel~noe sootnoxenie

a^† a = F^γ_{α,β}(N ; q), (2.18)

analogiqnoe sootnoxeni¸ N_b = b^†b dlØ standartnogo bozonnogo oscillØtora [b, b^†] = 1. Ots¸da sleduet, qto v predstavlenii Foka fflementy N, a^†, a bazisa W^γ_{α,β}(q) algebry A(q) svØzany s generatorami N_b, b^†, b standartnogo oscillØtora sootnoxeniØmi

N = N_b, a^† = √ F^γ_{α,β}(N ; q) N_b b^†,

a = b √ F^γ_{α,β}(N ; q) N_b . (2.19)

�ti sootnoxeniØ menØ¸tsØ v drugih predstavleniØh, suwestvovanie kotoryh svØzano s netrivial~nost~¸ centra algebry

A(q), kotoryæ v bazise W^γ_{α,β}(q) poroßdaetsØ fflementom [13, 1] ζ = q^{−γN} ( F^γ_{α,β}(N ) − a^†a ) .

PREDSTAVLENI˚ ALGEBRY 85

DlØ standartnogo bozonnogo oscillØtora W^0_{0,0}(q) F^0_{0,0}(N_b; q) =

N_b, a centr obrawaetsØ v nol~, tak qto, v sootvetstvii s teore-

moæ fon Neæmanna, predstavlenie Foka dlØ W^0_{0,0}(q) edinstvenno s toqnost~¸ do unitarnoæ ffkvivalentnosti.

Pereqislim, ne vhodØ v podrobnosti (sm., naprimer, obzor [1]) nekotorye iz naibolee populØrnyh variantov q-oscillØtorov, kotorye mogut byt~ poluqeny vyborom konkretnyh znaqeniæ parametrov bazisa W^γ_{α,β}(q).

Sluqaæ W^1_{0,0}(q). Sootvetstvu¸waØ deformaciØ byla vvedena

nezavisimo mnogimi avtorami (sm., naprimer, [8, 9, 12]) ishodØ iz raznyh soobraßeniæ. OpredelØ¸wee perestanovoqnoe sootnoxenie imeet vid a a^† − q a^† a = I, i moßet byt~ dopolneno sootnoxeniØmi (2.2). Koneqno, uravnenie N = a^† a v fftom sluqae ne spravedlivo. V rassmatrivaemom bazise W^1_{0,0}(q) centr poroßdaetsØ [13, 1] fflementom ζ = q^{−N} ( [N ; q] − a^†a ) , gde [m; q] ≡^{qm −1}_{q − 1} . (2.20)

Privlekatel~naØ osobennost~ fftogo vybora bazisa obrazu¸wih v algebre A(q) sostoit v vozmoßnosti sravnitel~no prosto opredelit~ kovariantnoe otnositel~no kvantovoæ gruppy SU_q (n) obobwenie na sluqaæ neskol~kih stepeneæ svobody, netrivial~nym (vzaimno nekommutiru¸wim) obrazom [14, 15, 18].

Sluqaæ W^1_{−1,0}(q). Obrazu¸wie fftogo bazisa udovletvorØ¸t

[10, 11, 1] sootnoxeniØm a a^† − qa^† a = q^{−N} , [N, a] = −a, [N, a^†] = a^†. (2.21) Sootvetstvu¸waØ deformaciØ algebry oscillØtora voznikla pri rasprostranenii bozonnoæ realizacii Xvingera [19] operatorov uglovogo momenta na sluqaæ kvantovoæ algebry U_q(su(2)) [10, 11, 1] i ee nekompaktnoæ formy U_q (su(1, 1)) [20, 1]. Pri takom vybore bazisa (netrivial~nyæ) centr [13, 1], poroßdaetsØ fflementom analogiqnym (2.20) s [m] ≡^{qm −q} �m q−q�1 vmesto [m; q] i imeetsØ mnogo neffkvivalentnyh neprivodimyh predstavleniæ [13, 21, 1].

Nekotorye avtory rassmatrivali bolee ograniqitel~nu¸ formu deformacii s bazisom W^1_{−1,0}(q; q^{−1}) dlØ fflementov kotorogo pomimo sootnoxeniØ (5) postuliruetsØ takße dopolnitel~noe

86 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI`, S. B. EGOROV

sootnoxenie a a^† − 1 q a^† a = q^N , (2.22)

Togda my imeem

a^† a = [N ], a a^† = [N + 1], [a, a^†] = [N + 1] − [N ], (2.23)

i (kak sleduet iz (2.20) s [N ; q] zamenennym na [N ]) centr fftoæ algebry stanovitsØ trivial~nym (ζ = 0). Sootvetstvenno ffta deformaciØ imeet tol~ko odno (s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti) neprivodimoe predstavlenie – q-analog standartnogo predstavleniØ Foka.

Sluqaæ W^0_{−2,0}(q). �tot bazis rassmatrivalsØ v [23, 24]

(sm.takße [1]) i ego fflementy udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

[a, a^†] = q^{−2N} , [N, a] = −a, [N, a^†] = a^†. (2.24)

Zametim, qto algebra W^0_{−2,0}(q) moßet byt~ poluqena kontrakcieæ v predele beskoneqnogo spina iz kvantovoæ algebry sl_q (2) [5, 25, 26, 1]. Centr algebry W^0_{−2,0}(q) poroßdaetsØ fflementom

ζ = [N ; q^{−2}] − a^† a.

Nekotorye ee predstavleniØ rassmatrivalis~ v [24].

Sluqaæ W^1_{1,0}(q). �lementy fftogo varianta vybora bazisa v

algebre A(q) oblada¸t svoæstvami, harakternymi dlØ sistem, opisyvaemyh metodom Tamma-Dankova, i udovletvorØ¸t perestanovoqnym sootnoxeniØmi

a a^† − qa^† a = q^N , [N, a] = −a, [N, a^†] = a^†, (2.25)

gde q proizvol~noe (v obwem sluqae kompleksnoe) nenulevoe qislo. Otmetim, qto fftot sluqaæ osobyæ, tak kak poroßdaemaØ

W^1_{1,0}(q) algebra ne izomorfna algebre algebre A(q) v bazise W^γ_{α,β}(q) pri α ≠ γ. Sluqaæ^^W^1_{−1,0}(q). �ta deformaciØ byla vvedena v rabote [22]

i opredelØetsØ sootnoxeniØmi (2.2) i poslednim iz sootnoxeniæ (2.23), kotorye ne ffkvivalentny (2.21) i (2.22) (sm. podrobnoe obsußdenie v [27]). Algebra poroßdaemaØ v fftom sluqae dopuskaet [22] strukturu algebry Hopfa togo ße tipa, qto i sl_q (2) [5, 6]. Legko pokazat~, qto ffta algebra imeet trivial~nyæ centr i tol~ko predstavleniØ fokovskogo tipa.

PREDSTAVLENI˚ ALGEBRY 87

Vse konkretnye deformacii rassmatrivaemogo klassa ime¸t nekotorye obwie qerty.

Vo-pervyh, issleduetsØ algebra ne ØvlØ¸waØsØ algebroæ Li, kotoraØ strogo opredelØetsØ kak faktor algebra A(q) = A/I_q associativnoæ algebry A po dvustoronnemu idealu I_q. Zdes~ associativnaØ algebra A svobodno poroßdena fiksirovannym mnoßestvom bukv (generatorov), a ideal I_q opredelen fiksirovannym mnoßestvom pravil (perestanovoqnyh sootnoxeniæ).

Vo-vtoryh, vo vseh bazisah kaßdyæ generator rassmatrivaetsØ kak nezavisimyæ, i vsØkoe sootnoxenie analogiqnoe sootnoxeni¸ N := b^† b, obyqnomu dlØ standartnoæ kvantovoæ mehaniki, voobwe govorØ ne verno. KonkretnaØ svØz~ meßdu generatorami moßet poØvit~sØ libo kak dopolnitel~noe ograniqenie na vybor predstavleniæ libo dolßna postulirovat~sØ nezavisimo v opredelenii algebry.

V-tret~ih, vsegda predpolagaetsØ, spravedlivost~ nekotorogo “pravila sootvetstviØ”. A imenno, predpolagaetsØ, qto v tak nazyvaemom “klassiqeskom predele” pri kotorom q → 1, vosproizvoditsØ struktura standartnoæ algebry bozonnogo oscillØtora. NesmotrØ na ffto v bol~xinstve bazisov ime¸tsØ tak nazyvaemye “singulØrnye” predstavleniØ [13], kotorye isqeza¸t v takom predele.

3. KlassifikaciØ neprivodimyh predstavleniæ algebry deformirovannogo oscillØtora A(q) v bazise W^γ_{α,β}(q)

V fftoæ glave my dadim^1 klassifikaci¸ vseh neprivodimyh predstavleniæ algebry deformirovannogo oscillØtora A(q)v bazise W^γ_{α,β}(q). Budem predpolagat~, qto α, β, γ ∈ R, a q – proizvol~noe poloßitel~noe qislo. Nas budut interesovat~ predstavleniØ algebry A(q) (t.e. sootnoxeniæ (2.1)) v separabel~nom gil~bertovom prostranstve H, v kotoryh fflementy a, a^†, N , bazisa W^γ_{α,β}(q) realizovany kak operatory udovletvorØ¸wie estestvennym usloviØm ffrmitovosti (2.7) i pri fftom samosoprØßennyæ (ffrmitov) operator N imeet prostoæ (nevyroßdennyæ) diskretnyæ spektr. Tak kak parametr β ne uqastvuet v klassifikacii predstavleniæ algebry W^γ_{α,β}(q), to udobno vydelit~ sledu-

1V osnovnom sleduØ rabote [21], v kotoroæ rassmotren sluqaæ W^1�_{1,0}(q)

88 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI`, S. B. EGOROV

¸wie pØt~ razliqnyh oblasteæ izmeneniØ parametrov α, γ 1) γ ≥ 0, α < γ ; 2) γ ≥ 0, α > γ ; 3) γ ≤ 0, α < γ ; 4) γ ≤ 0, α > γ ; 5) α = γ .

(3.1)

Poskol~ku zamena q ↔ q^{−1} perevodit sluqaæ 4) v sluqaæ 1), a sluqaæ 3) v 2), to my ograniqimsØ rassmotreniem oblasteæ ukazannyh v 1), 2), 5), a dlØ dvuh ostal~nyh privedem tol~ko okonqatel~nye rezul~taty.

Tip rassmatrivaemogo predstavleniØ udobno opredelØt~ po znaku operatora Kazimira

K := (q^α − q^γ ) ζ + q^βI, (3.2)

kotoryæ bolee estestvenen, po sravneni¸ s operatorom ~K =

aa^† − q^αa^†a = q^{γN} K, predloßennym v [16] dlØ bazisa W^1_{−1,0}(q). Iz

(2.2) sleduet, qto [N, a^†a] = 0. Sledovatel~no, esli N ψ_0 = ν_0ψ_0, togda a^†aψ_0 takße ØvlØetsØ sobstvennym vektorom dlØ N s tem ße samym sobstvennym znaqeniem ν_0. UqityvaØ, qto N imeet prostoæ spektr my poluqim a^†aψ_0 = λ_0ψ_0, gde λ_0 ≥ 0 tak kak operator

a^†a neotricatel~nyæ. Oboznaqim λ_n, λ_{−m} (μ_n, μ_{−m}) sobstvennye

znaqeniØ operatora a^†a (aa^†), sootvetstvu¸wie sobstvennym vektoram (a^†)^nψ_0, (a^mψ_0), sootvetstvenno. Togda imeem

N (a^†)^nψ_0 = (ν_0 + n)(a^†)^nψ_0, N a^mψ_0 = (ν_0 − m)a^mψ_0;

(a^†a)(a^†)^nψ_0 = λ_n(a^†)^nψ_0, (a^†a)a^mψ_0 = λ_{−m}a^mψ_0;

(aa^†)(a^†)^nψ_0 = μ_n(a^†)^nψ_0, (aa^†)a^mψ_0 = μ_{−m}a^mψ_0.

RassmatrivaØ sootnoxenie (2.1) na vektorah

ψ_n = { (a^†)^nψ_0 dlØ n ≥ 0

a^{−n}ψ_0 dlØ n < 0

my poluqim

μ_n − q^γ λ_n = q^{α(n+ν0)+β} . (3.3)

PREDSTAVLENI˚ ALGEBRY 89

No pri vseh n ∈ Z, takih qto ψ_n ≠ 0, imeem μ_n = λ_{n+1}. Pofftomu iz (3.3) sleduet, qto rekurrentnoe sootnoxenie

λ_{n+1} = q^γ λ_n + q^{α(n+ν0)+β},

imeet rexenie

λ_n = q^{γn}λ_0 + q^{αν0} F^γ_{α,β}(n). (3.4)

Nam nußny tol~ko te rexeniØ uravneniæ (3.4), dlØ kotoryh λ_n ≥ 0 (tak kak operator a^†a neotricatelen). Soglasno (2.23) pravaØ qast~ (3.4) vsegda neotricatel~na pri n ≥ 0. Odnako pri n < 0 imeem λ_n ≥ 0 tol~ko, esli λ_0 ≥ −q^{αν0−γn}F^γ_{α,β}(n), n < 0. (3.5) Udobno perepisat~ ffto neravenstvo v vide

λ_0 ≥ { q^{αν0+β−α 1−qn(α} �γ) 1−q^γ�^α , esli α ≠ γ −nq^{γ(ν0−1)+β} , esli α = γ ; (n < 0)

Zametim, qto esli q > 1, α ≤ γ ili 0 < q < 1, α ≥ γ to pravaØ qast~ (3.5) stremitsØ k +∞ pri n → −∞. Togda suwestvuet n_0 < 0 takoe, qto λ_n ≤ 0, dlØ vseh n < n_0.

S drugoæ storony, esli q > 1, α > γ ili 0 < q < 1, α < γ to neravenstvo (3.5) vypolneno dlØ vseh n < 0 kogda

λ_0 ≥ q^{α(ν0−1)+β} 1 − q^{γ−α} . (3.6)

V sluqae protivopoloßnom k (3.6) suwestvuet n_0 < 0 takoe, qto

λ_n ≤ 0, dlØ vseh n < n_0.

Pereædem k rassmotreni¸ neprivodimyh predstavleniæ algebry A(q) v bazise W^γ_{α,β}(q) v otdel~nosti dlØ kaßdoæ iz oblasteæ izmeneniØ parametrov, ukazannyh v (3.1).

90 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI`, S. B. EGOROV

3.1. Sluqaæ 1) γ ≥ 0, α < γ. Sperva budem predpologat~, qto

vypolneny neravenstva

(A) q > 1 ili 0 < q < 1, λ_0 < q^{α(ν0−1)+β} 1 − q^{γ−α} . (3.7)

Soglasno (3.4), esli n → +∞, to

λ_n→ + ∞ esli γ > 0, q > 1, ili γ = 0, 0 < q < 1, ili γ > 0, α < 0, 0 < q < 1; λ_n→ 0^+ esli γ > 0, α > 0 0 < q < 1;

λ_n→ λ_0 + q^{αν0+β} 1 − q^α esli γ = 0, q > 1; λ_n→ q^β 1 − q^γ esli γ > 0, α = 0, 0 < q < 1; i esli n → −∞, to

λ_n→ − ∞ esli γ = 0, q > 1, ili γ > 0, 0 < q < 1, ili γ > 0, α < 0, q > 1; λ_n→ 0^− esli γ > 0, α > 0, q > 1;

λ_n→ λ_0 − q^{αν0+β} q^α − 1

esli γ = 0, 0 < q < 1; λ_n→ q^β 1 − q^γ esli γ > 0, α = 0, q > 1. Oboznaqim n_0 naibol~xee celoe qislo dlØ kotorogo v uravnenii (3.4) λ_n ≤ 0. V fftom sluqae ψ_{n0} = 0 (tak kak a^†a ≥ 0). Togda

aψ_{n0+1} = ψ_{n0} = 0, gde ψ_{n0+1} ≠ 0,

i vektor ψ_{n0+1} ØvlØetsØ obwim sobstvennym vektorom operatorov a^†a i N s sobstvennymi znaqeniØmi λ_{n0+1} = 0 i ν^′_0 = ν_0+n_0+1, sootvetstvenno. Bolee togo, vypolneno sootnoxenie

λ_0 + q^{αν0+β} q^{(n0+1)(α−γ)} − 1 q^α − q^γ = 0.

PREDSTAVLENI˚ ALGEBRY 91

Osuwestviv zameny

ψ_0 → ψ_{n0+1}, λ_0 → 0, ν_0 → ν^′_0

i oboznaqiv |n⟩ := ψ_{n0+1+n}, n = 0, 1, . . . (n ≥ 0) normirovannye sobstvennye sostoØniØ my, povtoriv opisannoe vyxe postroenie, poluqim predstavlenie π(ν^′_0|W^γ_{α,β}) algebry deformirovannogo oscillØtora v vide a^†|n⟩ = q^{αν} 0_{0/2} (

F^γ_{α,β}(n + 1) )_{1/2} |n + 1⟩, n ≥ 0 a|0⟩ = 0, a|n⟩ = q^{αν} 0_{0/2} ( F^γ_{α,β}(n) )_{1/2} |n − 1⟩, n > 0, N |n >= (ν^′_0 + n)|n⟩ n ≥ 0 (3.8)

�ta seriØ neprivodimyh predstavleniæ kvazi-fokovskogo tipa numeruetsØ vewestvennym qislom ν^′_0, kotoroe daet nißn¸¸ granicu spektra operatora N . Pri ν^′_0 = 0 poluqaem qpredstavlenie Foka. Tol~ko v fftom predstavlenii odnovremenno s (2.1) vypolnØetsØ dopolnitel~noe sootnoxenie

aa^† − q^αa^†a = q^{γN+β} . (3.9)

Soglasno (3.9) dlØ predstavleniæ π(ν^′_0|W^γ_{α,β}) (3.8) operator Kazimira K (3.2) udovletvorØet neravenstvu K = q^{−γN} ( F^γ_{α,β}(N + I) − q^αF^γ_{α,β}(N ) ) = q^βI > 0, kak ffto i dolßno byt~, tak kak predstavlenie π(ν^′_0|W^γ_{α,β}) ne singulØrno^2.

Zametim takße, qto v rassmatrivaemom sluqae operatory

a^† a, aa^† ∈ S_1, (t.e. Ødernye), esli 0 < q < 1, 0 < α < γ, i esli 0 < q < 1, 0 = α < γ; a esli q > 1, α < γ = 0 to oni ograniqeny.

Budem predpolagat~ teper~, qto vypolneny neravenstva

(B) 0 < q < 1, λ_0 > q^{α(ν0−1)+β} 1 − q^{γ−α} . 2Otmetim, qto kriteriæ predloßennyæ v [16] dlØ sluqaØ bazisa

W^1_{�1,0}(q) moßet byt~ rasprostranen na sluqaæ proizvol~nogo bazisa W^γ_{α,β} (q) pri naxem vybore K.

92 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI`, S. B. EGOROV

Rassmotrim sperva sluqaæ α > 0. Togda, soglasno (3.4), λ_n → +∞ pri |n| → ∞. Sledovatel~no, operator a^† a pri nekotorom znaqenii n_0 imeet naimen~xee sobstvennoe znaqenie. �to oznaqaet, qto privedennye vyxe rassußdeniØ moßno povtorit~, naqinaØ so znaqeniæ λ_{n0} , ψ_{n0} i ν_0 + n_0 vmesto λ_0, ψ_0 i ν_0, sootvetstvenno. V rezul~tate my snova poluqim (3.4) s dopolnitel~nym usloviem λ_n ≥ λ_0.

Pri n > 0 ffto neravenstvo daet λ_0 < q^{αν0} (1 − q^{nγ} )^{−1}F^γ_{α,β}(n), a dlØ n < 0 poluqaem λ_0 > −q^{αν0} (q^{nγ} −1)^{−1}F^γ_{α,β}(n). Oba neravenstva prodolßa¸t vypolnØt~sØ (pri novyh znaqeniØh λ_0, ν_0), esli −q^{αν0} F^γ_{α,β}(−1) q^{−γ} − 1 < λ_0 < q^{αν0} F^γ_{α,β}(1) 1 − q^γ . (3.10)

Kak i v [21], my imeem v fftom sluqae dvuparametriqeskoe semeæstvo neffkvivalentnyh neprivodimyh predstavleniæ

π(ν_0, λ_0|W^γ_{α,β}). Na fflementah ortogonal~nogo bazisa {|n >= ψ_{n0+n}|n ∈ Z} fflementy bazisa W^γ_{α,β}(q) deæstvu¸t po formulam a^† |n >= ( q^{(n+1)γ} λ_0 + q^{αν0} F^γ_{α,β}(n + 1) )_{1/2} |n + 1 >, a |n >= ( q^{nγ} λ_0 + q^{αν0} F^γ_{α,β}(n) )_{1/2} |n − 1 >, n ∈ Z, N |n >= (ν_0 + n)|n > . (3.11) Neprivodimye predstavleniØ fftogo semeæstva π(ν_0, λ_0|W^γ_{α,β}) singulØrny i isqeza¸t v klassiqeskom predele q → 1. DlØ fftih predstavleniæ^3 K = q^{−γN} [( q^{(N+I)γ} λ_0 + q^{αν0} F^γ_{α,β}(N + I) ) − q^α ( q^{Nγ} λ_0 + q^{αν0} F^γ_{α,β}(N ) )] = (q^γ − q^α) ( λ_0 − q^{αν0+β} q^γ − q^α ) < 0. (3.12)

Otmetim qto singulØrnost~ predstavleniØ oqevidna iz togo, qto neravenstva (3.10) stanovØtsØ protivoreqivymi v klassiqeskom predele q → 1.

3pri vyvode sootnoxeniØ (3.12) uqteny usloviØ λ_0 >^{qα(ν0}�^{1)+β}_1�_{qγ}�_α , i 0 <

q < 1, kotorye oznaqa¸t qto α < γ ) qα > qγ .

PREDSTAVLENI˚ ALGEBRY 93

V protivopoloßnom sluqae α ≤ 0 soglasno (3.4) imeem λ_n → +∞ pri n → −∞ i λ_n → 0^+, esli α < 0; λ_n → q^β 1 − q^γ , esli α = 0,

pri n → +∞. Togda imeem snova predstavleniØ π(ν_0, λ_0|W^γ_{α,β}) (3.11) bez ograniqeniØ (3.10). Neravenstvo (3.12) vypolnØetsØ, tak qto ffti predstavleniØ toße singulØrny.

Rassmotrim posledniæ variant

(C) 0 < q < 1, λ_0 = q^{α(ν0−1)+β} 1 − q^{γ−α} dlØ kotorogo uslovie (3.4) daet

λ_n = q^{α(ν0+n)+β} q^α − q^γ , n ∈ Z. �to oznaqaet qto spektr operatora a^†a neograniqen s obeih storon. V neprivodimyh predstavleniØh π_S(ν_0|W^γ_{α,β}) fftogo odnoparametriqeskogo semeæstva deæstvie generatorov imeet vid

a^† |n >= q^{αν0+β+α(n+1)2} (q^α − q^γ )^{−1/2} |n + 1 >, a |n >= q^{αν0+β+αn2} (q^α − q^γ )^{−1/2} |n − 1 >, n ∈ Z, N |n >= (ν_0 + n)|n > . (3.13)

Bolee togo v predstavleniØh π_S (ν_0|W^γ_{α,β}) vypolnØetsØ dopolnitel~noe sootnoxenie

aa^† − q^αa^†a = 0, (3.14)

kotoroe oznaqaet, qto v takom predstavlenii K = 0. PredstavleniØ π_S(ν_0|W^γ_{α,β}) singulØrny i nazyva¸tsØ strannymi [ili special~nymi] tak kak v klassiqeskom predele q → 1 perestanovoqnye sootnoxeniØ (3.14) i (2.1) stanovØtsØ protivoreqivymi.

3.2. Sluqaæ γ ≥ 0, α > γ. Obsudim teper~, vkratce, vtoroæ

sluqaæ iz (3.1). Kak i vyxe (sm. (3.7)) budem predpolagat~, qto neravenstva

(A) 0 < q < 1 ili q > 1, λ_0 < q^{α(ν0−1)+β} 1 − q^{γ−α}

94 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI`, S. B. EGOROV

vypolneny. Po tem ße priqinam, qto i v punkte 3.1 my imeem nesingulØrnye predstavleniØ (3.8) s K > 0. Otmetim, qto v fftom sluqae

λ_n → 0^+, esli n → +∞ λ_n → −∞, esli n → −∞ dlØ 0 < q < 1; λ_n → +∞, esli n → +∞ λ_n → 0^−, esli n → −∞ dlØ q > 1. Legko proverit~ qto v sluqae 0 < q < 1, operatory a^†a i aa^† Øderny (operatory klassa S_1).

V sledu¸wem sluqae

(B) q > 1, λ_0 > q^{α(ν0−1)+β} 1 − q^{γ−α} my imeem predstavlenie (3.11). Deæstvie operatora Kazimira K na vektor |n > daet K|n >= (q^α − q^γ ) (_{qαν0+β} q^α−q^γ − λ0 ) |n > tak qto K < 0, tak kak v fftom sluqae (q^α−q^γ ) > 0 i (_{qαν0+β} q^α−q^γ − λ0 ) < 0. Takim obrazom ffti predstavleniØ singulØrny. Imeem λ_n → +∞, esli n → +∞ λ_n → 0^+, esli n → −∞ (q > 1). Esli uqest~ uslovie na λ_0 i zametit~, qto λ_n ≥ 0 i F^γ_{α,β}(n) < 0 esli n < 0 to dlØ takih predstavleniæ imeem

0 ≤ λ_n ≤ λ_0 esli n < 0.

V poslednem iz vozmoßnyh sluqaev

(C) q > 1, λ_0 = q^{α(ν0−1)+β} 1 − q^{γ−α} pri vseh znaqeniØh n ∈ Zimeem

λ_n = q^{α(ν0+n)+β} q^α − q^γ ≥ 0, (3.15) i λ_n → +∞, esli n → +∞ λ_n → 0^+, esli n → −∞ (q > 1).

PREDSTAVLENI˚ ALGEBRY 95

Kak i v sluqae 3.1 my poluqaem predstavleniØ special~nogo tipa (3.13) dlØ kotoryh K = 0, tak qto ffti predstavleniØ singulØrny i dopolnitel~noe sootnoxenie (3.14) takße vypolneno. V predstavleniØh fftogo tipa operator a^† a ne imeet minimal~nogo sobstvennogo znaqeniØ.

3.3. Sluqaæ γ ≤ 0, α < γ. Sperva budem predpolagat~, qto

vypolneny neravenstva

(A) q > 1 ili 0 < q < 1, λ_0 < q^{α(ν0−1)+β} 1 − q^{γ−α} . V fftom sluqae K > 0 i my imeem nesingulØrnye predstavleniØ (3.8). V fftih predstavleniØh imeem

λ_n → 0^+, esli n → +∞ λ_n → −∞, esli n → −∞ dlØ q > 1; λ_n → +∞, esli n → +∞ λ_n → 0^−, esli n → −∞ dlØ 0 < q < 1. Kak i v sluqae 3.2 (A) (no teper~ pri q > 1) operatory a^†a i aa^† Ødernye (klassa S_1).

Esli vypolneny neravenstva

(B) 0 < q < 1, λ_0 > q^{α(ν0−1)+β} 1 − q^{γ−α} to K < 0, predstavleniØ ime¸t vid (3.11) i singulØrny.

V tret~em vozmoßnom sluqae, predpolagaetsØ qto vypolneny neravenstva

(C) 0 < q < 1, λ_0 = q^{α(ν0−1)+β} 1 − q^{γ−α} . Togda neravenstvo (3.15) spravedlivo pri vseh n ∈ Z. V fftom sluqae K = 0, predstavleniØ singulØrny i ime¸t vid (3.13). Dopolnitel~noe sootnoxenie (3.14) takße vypolneno. Operatory a^†a ne ime¸t minimal~nogo sobstvennogo znaqeniØ i λ_n → +∞, esli n → +∞ λ_n → 0^+, esli n → −∞ (0 < q < 1).

96 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI`, S. B. EGOROV

3.4. Sluqaæ γ ≤ 0, α > γ..

(A) 0 < q < 1 ili q > 1, λ_0 < q^{α(ν0−1)+β} 1 − q^{γ−α} . V fftom sluqae K > 0 i my imeem nesingulØrnye predstavleniØ (3.8). Otmetim, qto teper~

λ_n → +∞, esli n → +∞ dlØ { 0 < q < 1, ili q > 1 i α > 0;

λ_n → 0^+, esli n → +∞ dlØ q > 1 ili α < 0; λ_n → q^{αν0+β} , esli n → +∞ dlØ q > 1 i α = 0;

λ_n → 0^−, esli n → +∞ dlØ 0 < q < 1 i α < 0; λ_n → −∞, esli n → −∞ dlØ { 0 < q < 1, i α > 0, ili q > 1;

λ_n → −q^{αν0+β} , esli n → −∞ dlØ 0 < q < 1 i α = 0;

Itak, esli q > 1 i α < 0, to operatory a^†a i aa^† Øderny (klassa

S1), i dlØ q > 1 i α = 0 ffti operatory ograniqeny.

Sluqai

(B) q > 1, λ_0 > q^{α(ν0−1)+β} 1 − q^{γ−α} i (C) q > 1, λ_0 = q^{α(ν0−1)+β} 1 − q^{γ−α} . polnost~¸ analogiqny sluqaØm 3.1 (V) i 3.1 (S).

3.5. α = γ.

DlØ vseh znaqeniæ 0 < q < ∞ imeem tol~ko nesingulØrnye

PREDSTAVLENI˚ ALGEBRY 97

predstavleniØ tipa (3.8) s K > 0. V fftih predstavleniØh

λ_n → 0^+, esli n → +∞ dlØ { 0 < q < 1, γ > 0, ili q > 1, γ < 0; λ_n → +∞, esli n → +∞ dlØ { q > 1, γ > 0, ili 0 < q < 1, γ ≤ 0;

λ_n → −∞, esli n → −∞ dlØ { 0 < q < 1, γ > 0, ili q > 1, γ ≤ 0; λ_n → 0^−, esli n → −∞ dlØ { q > 1, γ > 0, ili 0 < q < 1, γ < 0 Takim obrazom v sluqaØh 0 < q < 1, γ > 0 ili q > 1, γ < 0 my imeem Ødernye (klassa S_1) operatory a^† a i a a^†.

ZameqaniØ. 1. Otmetim izmenenie spektral~nyh svoæstv ope-

ratorov a^† a (i a a^†) dlØ nekotoryh konkretnyh vyborov bazisov W^γ_{α,β}(q), algebry deformirovannogo oscillØtora ukazannyh v paragrafe 2, pri perehode znaqeniØ parametra deformacii q klassiqeskoæ toqki q = 1.

V sluqae W^1_{1,0}(q) operatory a^† a, a a^† Øderny (t.e. klassa S_1), esli 0 < q < 1 (sm. sluqaæ 3.5). Odnako, pri q ≥ 1 sobstvennye znaqeniØ λ_n operatora a^† a stremØtsØ k beskoneqnosti (λ_n → +∞) pri n → +∞. To ße verno dlØ operatora a a^† (μ_n → +∞ pri n → +∞).

DlØ bazisa W^1_{0,0}(q) pri 0 < q < 1 i λ_0 <^1_{1−q} (sm. sluqaæ (A) v punkte 3.1) operatory a^† a i a a^† ograniqeny i ih norma rastet kak (1 − q)^{−1} pri q → 1^−. Pri q ≥ 1 imeem λ_n → +∞ i μ_n → +∞, esli n → +∞.

Pri vybore bazisa W^1_{−1,0}(q) kaqestvennye izmeneniØ spektral~nyh svoæstv operatorov a^† a (i a a^†) pri perehode qerez toqku q = 1 otsutstvu¸t.

V bazise W^0_{−2,0}(q) rassmatrivaemye operatory ograniqeny pri q > 1 i ih norma rastet kak (q − 1)^{−1} pri q → 1^+ i esli

0 < q < 1 i λ_0 <^q

�2(ν_0 �1) 1−q , to λ_n → +∞ i μ_n → +∞ pri n → +∞.

Ukazannye osobennosti v spektral~nyh svoæstvah mogut okazat~sØ poleznymi pri popytkah rassmotreniØ konkretnyh fiziqeskih modeleæ.

98 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI`, S. B. EGOROV

2. Kak uße otmeqalos~ vyxe, nekotorye avtory trebu¸t odnovremenno s vypolneniem osnovnyh sootnoxeniæ

a a^† − q^γ a^† a = q^{αN+β} (3.16)

vypolneniØ dopolnitel~nyh sootnoxeniæ ime¸wih v obwem sluqae vid

a a^† − qe^γ a^† a = qe^{αN+} e_β

. (3.17)

Poskol~ku iz ravenstva γ = ~γ, sleduet α = ~α, to my moßem bez poteri obwnosti ograniqit~sØ v dal~neæxem rassmotreniem sluqaØ γ ≠ ~γ.

Esli oba sootnoxeniØ (3.16) i (3.17) vypolneny, to

a^†a = (q^{−γ} − q^−e^γ )^{−1}(q^{αN+β−γ−}e^γ − qe^{αN+} e_{β−γ−}e_γ ) aa^† = (q^{−γ} − q^−e^γ )^{−1}(q^{αN+β−γ} − qe^{αN+} e_{β−}e_γ ) i K = q^{−γN} (aa^† − q^αa^†a) = q^{−γN} (q^{−γ} − q^−e^γ )^{−1} ( q^{αN+β−γ} (1 − q^{α−}e^γ ) − qe^{αN+}e^{β−}e^γ (1 − q^{α−γ} ) ) . Togda moßno pokazat~ qto nesingulØrnye predstavleniØ ime- ¸tsØ tol~ko v dvuh sluqaØh:

1) Sluqaæ simmetriqnyæ otnositel~no zameny q ↔ q^{−1} pri kotoroæ sootnoxenie (3.17) poluqaetsØ iz (3.16) (tak qto α = −~α, γ = −~γ i β = − ~β). 2) Sluqaæ, kogda sootnoxenie (3.17) poluqaetsØ iz (3.16) zamenoæ α ↔ γ (α = ~γ i ~α = γ).

V ostal~nyh sluqaØh (kogda α ≠ ~α, γ ≠ ~γ) predstavleniØ algebry v bazise W^γ_{α,β}(q) v kotoryh spravedlivo sootnoxenie (3.17) otsutstvu¸t.

4. Struktura algebry Hopfa

Nesloßno pokazat~, qto dlØ algebry deformirovannogo oscillØtora A(q) v bazise W^γ_{α,β}(q) pri α ≠ γ strukturu bialgebry (i tem bolee algebry Hopfa) vvesti nevozmoßno. Deæstvitel~no, predpoloßim, qto narØdu s algebraiqeskoæ strukturoæ, opredelØemoæ sootnoxeniØmi (2.1) i (2.2) v A(q) zadany koproizvedenie Δ: A(q) → A(q) ⊗ A(q) i koedinica ϵ: A(q) → C. Oboznaqim

PREDSTAVLENI˚ ALGEBRY 99 ϵ(a) = ϵ_−, ϵ(a^†) = ϵ_+ i ϵ(N ) = ϵ_0. Togda, tak kak q ≠ 1 i ϵ_0 ≠ ∞, iz

sootnoxeniæ (2.1) i (2.2) poluqim

ϵ_+ = ϵ_− = 0 ⇒ ϵ_−ϵ_+ = 0,

ϵ_+ϵ_−(1 − q^γ ) = q^{αϵ0+β} ⇒ ϵ_−ϵ_+ = q^{αϵ0+β} 1 − q ≠ 0. Tak kak ffti sootnoxeniØ protivoreqivy, to naxe predpoloßenie o suwestvovanii Δ i ϵ, a znaqit struktury bialgebry na A(q) neverno.

Odnako, izvestno, qto pri nekotoryh (suwestvennyh) modifikaciØh algebry A(q) struktura algebry Hopfa moßet byt~ vvedena (sm. naprimer [27]). V fftom paragrafe my opixem tri primera modificirovannyh algebr dopuska¸wih strukturu algebry Hopfa.

1). Iz sootnoxeniØ

a a^† − q^γ a^† a = q^{αN+β} α ≠ 0, γ ≠ 0, (4.1)

i ego q ↔ q^{−1} partnera a a^† − q^{−γ} a^† a = q^{−αN−β}. poluqaem

a a^† = F^1_{−1,0}(− α γ N − β γ + 1; q^{−γ} );

a^† a = F^1_{−1,0}(− α γ N − β γ ; q^{−γ} ). i [a, a^†] = F^1_{−1,0}(− α γ N − β γ + 1; q^{−γ}) − F^1_{−1,0}(− α γ N − β γ ; q^{−γ} ). Rassmotrim algebru ^W^γ_{α,β}(q), opredelØemu¸ fftim sootnoxeniem i (2.2). PrimenØØ tu ße argumentaci¸, qto i vyxe, moßno pokazat~ qto algebra ^W^γ_{α,β}(q) imeet tol~ko nesingulØrnye predstavleniØ. Togda koproizvedenie Δ, koedinica ε i antipod S v

^W^γ_{α,β}(q) moßno opredelit~ formulami

Δ(a^†) = c_1a^†⊗q^{α1 N} +c_2q^{α2N} ⊗a^†; Δ(a) = c_3a⊗q^{α3 N} +c_4q^{α4N} ⊗a;

Δ(N ) = c_5N ⊗ 1 + c_61 ⊗ N + γ_11 ⊗ 1; Δ(1) = 1 ⊗ 1;

(4.2)

100 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI`, S. B. EGOROV ε(a^†) = c_7; ε(a) = c_8; ε(N ) = c_9; ε(1) = 1;

S(a^†) = −c_{10}a^†; S(a) = −c_{11}a; S(N ) = −c_{12}N +c_{13}1; S(1) = 1;

PostoØnnye c_i, α_k i γ_1 legko nahodØtsØ iz usloviæ soglasovaniØ

(id ⊗ Δ)Δ(h) = (Δ ⊗ id)Δ(h), (id ⊗ ε)Δ(h) = (ε ⊗ id)Δ(h) = h, m(id ⊗ S)Δ(h) = m(S ⊗ id)Δ(h) = ε(h)1,

(4.3)

dlØ vseh h ∈ H, gde H rassmatrivaemaØ algebra Hopfa a m : H →

H ⊗ H – umnoßenie v H. Iz (4.2), (4.3) i (2.2) poluqaem

c_1 = q^{α1 γ1} ; c_2 = q^{α2 γ1} ; c_3 = q^{α3 γ1} ; c_4 = q^{α4 γ1} ; c_5 = c_6 = 1; c_7 = c_8 = 0; c_9 = −γ_1; c_{10} = q^{α1} ;

c_{11} = q^{−α3} ; c_{12} = 1; c_{13} = −2γ_1; α_2 = −α_1; α_4 = −α_3.

Bolee togo Δ i ε ØvlØ¸tsØ gomomorfizmami a S antigomomorfizmom. V qastnosti iz usloviØ

Δ(a)Δ(a^†) − Δ(a^†)Δ(a) =

= Δ ( F^1_{−1,0}(− α γ N − β γ + 1; q^{−γ})−F^1_{−1,0}(− α γ N − β γ ; q^{−γ} ) ) . sleduet

q^{α1} = q^{α3} ; α_1 + α_3 = α; q^{2α γ1} = −q^{2β−γ} . (4.4)

DlØ vewestvennyh q (4.4) ffto oznaqaet

α_1 = α_3 = α 2 ; γ_1 = 2β − γ 2α − i (2k + 1)π 2α ln q

, k ∈ Z. (4.5)

qto fiksiruet vse postoØnnye v (4.2). Takim obrazom imeem sledu¸wee opredelenie struktury algebry Hopfa v rassmatriva-

PREDSTAVLENI˚ ALGEBRY 101

emom sluqae

Δ(a^†) = a^† ⊗ q^{α(N+γ1 )/2} + q^{−α(N+γ1 )/2} ⊗ a^†;

Δ(a) = a ⊗ q^{α(N+γ1 )/2} + q^{−α(N+γ1 )/2} ⊗ a;

Δ(N ) = N ⊗ 1 + 1 ⊗ N + γ_11 ⊗ 1; Δ(1) = 1 ⊗ 1;

ε(a^†) = 0 = ε(a); ε(N ) = −γ_1; ε(1) = 1;

S(a^†) = −q^{α/2}a^†; S(a) = −q^{−α/2}a; S(N ) = −N −2γ_11; S(1) = 1;

(4.6) 2). Rassmotrim modificirovannu¸ algebru ~W^γ_{−γ, β} (q) poroßdaemu¸ sootnoxeniØmi (2.2) i

[a, a^†] = F^γ_{−γ,β}(N + 1; q) − F^γ_{−γ,β}(N ; q). (4.7)

PovtorØØ vyqisleniØ my poluqim sootnoxeniØ (4.6) s α zamenennoæ na (−γ) i γ_1 =^1_2 + i^{(2k+1)π}_{2γ ln q} , k ∈ Z. Otmetim, qto sootnoxeniØ (4.7) sledu¸t iz pary sootnoxeniæ kommutacii aa^† − q^γ a^†a = q^{−γN+β} , aa^† − q^{−γ} a^†a = q^{γN+β} i ne obØzany vypolnØt~sØ v ishodnoæ (ne modificirovannoæ algebre).

3) Suwestvuet ewe odin sposob vvedeniØ struktury algebry Hopfa v algebre deformirovannogo oscillØtora. Imenno moßno rassmotret~dopolnitel~noe sootnoxenie aa^† − q^αa^†a = q^{γN+β} , α ≠ γ, narØdu s (4.1). Iz fftih dvuh sootnoxeniæ sleduet, qto

[a, a^†] = F^γ_{α,β}(N + 1; q) − F^γ_{α,β}(N ; q), α ≠ γ. (4.8)

Otmetim, qto pri α = −γ iz (4.8) sleduet sootnoxenie (4.7).

Legko proverit~, qto algebra opredelØemaØ sootnoxeniØmi (4.8) i (2.2) imeet tol~ko nesingulØrnye predstavleniØ dlØ

αγ < 0. Odnako dlØ poluqeniØ dostatoqno prostoæ struktury

algebry Hopfa udobno rassmotret~ neskol~ko modificirovannyæ variant sootnoxeniØ (4.8). Imenno, opredelim q^{− α+γ4} aa^† − q^{α+γ4} a^†a = F^γ_{α,β− α+γ4} (N + I; q) − F^γ_{α,β+ α+γ4} (N ; q), α ≠ γ. (4.9)

102 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI`, S. B. EGOROV

Ravenstvo (4.9) moßno poluqit~ sledu¸wim obrazom. Vvedem operatory b = q^{− α+γ4 N} a, b^+ = q^{− α+γ4 N} a^†. Togda sootnoxeniØ (4.8) i (2.2) moßno zapisat~ v vide bb^+ − q^{− α} �γ_4 bb^+ = q^α

�γ_{4 N+β}0 , [N, b] = −b, [N, b^+] = b^+, β^′ = β −^{α+γ}_4 .

Iz fftogo sootnoxeniØ i ego partnera poluqaem

[b, b^+] = F^{− α}

�γ_2 α�γ_{2 ,β}0 (N + I; q) − F^− α�γ_2 α�γ_{2 ,β}0 (N ; q). (4.10)

VozvrawaØs~ k generatoram a i a^† my poluqim (4.9).

Algebru ~W^γ_{α,β}(q), opredelØemu¸ ravenstvami (4.9) i (2.2) moßno snabdit~ strukturoæ algebry Hopfa poloßiv

Δ(a^†) = a^† ⊗ q^{α(N+γ1 )2} + q^{γ(N+γ1 )2} ⊗ a^†,

Δ(a) = a ⊗ q^{α(N+γ1 )2} + q^{γ(N+γ1 )2} ⊗ a,

Δ(N ) = N ⊗ 1 + 1 ⊗ N + γ_11 ⊗ 1; Δ(1) = 1 ⊗ 1;

ε(a^†) = ε(a) = 0; ε(N ) = −γ_1; ε(1) = 1;

S(a) = −q^{− α} �γ_{4 −γ1} α+γ_2 q^{− α+γ4 N} aq^{− α+γ4 N} , S(a^†) = −q^α �γ_{4 −γ1} α+γ_2 q^{− α+γ4 N} a^†q^{− α+γ4 N} , S(N ) = −N − 2γ_11; S(1) = 1; gde γ_1 = 1 2 − i (2k + 1)π (α − γ) ln q . Vse aksiomy algebry Hopfa vypolneny pri takih opredeleniØh.

Zameqanie. Podqerknem, qto vse struktury algebry Hopfa vve-

dennye vyxe na modificirovannoæ algebre deformirovannogo oscillØtora “singulØrny” v tom smysle, qto oni ne vyderßiva- ¸t perehod k klassiqeskomu predelu snØtiØ deformacii q → 1. Deæstvitel~no iz (4.5) sleduet, qto Imγ_1 → ∞ pri q → 1. �to

PREDSTAVLENI˚ ALGEBRY 103

ob¨ØsnØetsØ tem, qto nedeformirovannaØ algebra poroßdaemaØ sootnoxeniØmi [a, a^†] = 1, [N, a] = −a, [N, a^†] = a^†, ne imeet struktury algebry Hopfa i dlØ ee poluqeniØ daße na klassiqeskom urovne sleduet rassmotret~ neskol~ko bolee obwie sootnoxeniØ [a, a^†] = E, [N, a] = −a, [N, a^†] = a^†, [E, all] = 0, (4.11) gde E – fflement centra. V fftom sluqae struktura algebry Hopfa opredelØetsØ standartno

Δ(a^†) = a^† ⊗ 1 + 1 ⊗ a^†; Δ(a) = a ⊗ 1 + 1 ⊗ a;

Δ(N ) = N ⊗1+1⊗N ; Δ(E) = E ⊗1+1⊗E; Δ(1) = 1⊗1;

ε(a^†) = ε(a) = ε(N ) = ε(E) = 0; ε(1) = 1;

S(a^†) = −a^†; S(a) = −a; S(N ) = −N ; S(E) = −E; S(1) = 1;

(4.12) 4) Kak sleduet iz rezul~tatov punkta 3.5 algebra W^α_{α,β}(q), imeet tol~ko nesingulØrnye predstavleniØ i sleduet oßidat~, qto struktura algebry Hopfa moßet byt~ vvedena. Kak i v klassiqeskom sluqae (q = 1) rassmotrennom v poslednem zameqanii situaciØ moßet byt~ uluqxena pri nebol~xoæ modifikacii ishodnyh sootnoxeniæ kommutacii v sootvetstvii s aa^† − q^αa^†a = q^{αN} E, [N, a] = −a, [N, a^†] = a^†, [E, all] = 0. DlØ poluqeniØ struktury algebry Hopfa v fftoæ modificirovannoæ algebre deformirovannogo oscillØtora, opredelim operatory b^+ = q^{− s (N−1)}a^†, b = q^{− r N} a, r + s = α. �ti operatory udovletvorØ¸t kommutacionnym sootnoxeniØm identiqnym (4.11), a struktura algebry Hopfa opredelØetsØ operaciØmi podobnymi (4.12). Imeem (r + s = α) :

Δ(a) = Δ(q^{r N} )Δ(b) = (q^{r N} ⊗ q^{r N} )(b ⊗ 1 + 1 ⊗ b) =

= q^{r N} b ⊗ q^{r N} + q^{r N} ⊗ q^{r N} b = a ⊗ q^{r N} + q^{r N} ⊗ a;

Δ(a^†) = a^† ⊗ q^{s N} + q^{s N} ⊗ a^†;

Δ(N ) = N ⊗1+1⊗N ; Δ(E) = E ⊗1+1⊗E; Δ(1) = 1⊗1;

104 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI`, S. B. EGOROV ε(a^†) = ε(a) = ε(N ) = ε(E) = 0; ε(1) = 1; S(a^†) = −q^{−s N} a^†q^{−s N} ; S(a) = −q^{−r N} aq^{−rN} ; S(N ) = −N ; S(E) = −E; S(1) = 1;

5. Zakl¸qitel~nye zameqaniØ HotØ rassmotrenie universal~noæ R-matricy vyhodit za ramki naxego izloßeniØ otmetim, qto vo vseh, opisannyh vyxe, variantah algebry Hopfa dlØ deformirovannogo oscillØtora R moßet byt~ opredelena bolee ili menee standartnym obrazom. Sledovatel~no vse rassmotrennye vyxe algebry Hopfa kvazitreugol~ny. V kaqestve prostoæ ill¸stracii privedem primer universal~noæ R-matricy dlØ algebry Hopfa ~W^γ_{−γ,β} (q): R = q^{−γ[N⊗N+γ1 Δ(N)]} ∞∑ n=0 (i)^n (1+q^γ )^n [n]_{qγ/2} ! q −γ^{n(n+1)}_4 −nβ(a†)nq−γ^{nN}_2 ⊗qγ^{nN}_2 an, (5.1) gde γ_1 =^1_2 +i^{(2k+1)π}_{2γ ln q} . Esli v fftom vyraßenii poloßit~ γ = −1, β = 0 my poluqim universal~nu¸ R-matricu iz raboty [3] (sm. takße bolee ranniæ rezul~tat [22]).

Blagodarnosti. Avtory priznatel~ny P. P. Kulixu i V. D. LØ-

hovskomu za neodnokratnye obsußdenie rØda voprosov otnosØwihsØ k teme nastoØweæ raboty. V. V. Borzov blagodarit za gostepriimstvo sotrudnikov Stokgol~mskogo Korolevskogo Tehnologiqeskogo Instituta.

DannaØ rabota vypolnØlas~ pri podderßke RFFI (grant

No. 95-01-00569-a).

Literatura

1. E. V. Damaskinskiæ, P. P. Kulix, — Zap. Nauq. Semin. LOMI 189 (1991), 39–74.

2. W.-S. Chung, K.-S. Chung, S.-T. Nam, C.-I. Um, — Phys. Lett. A 183, No. 5/6 (1993), 363–370.

3. L. Pitner, P. Uray, — J. Math. Phys. 36, No. 2 (1995), 944–966. 4. A. A. Andrianov, F. Cannata, J.-P. Dedonder, M. V. Ioffe, — Phys. Lett. A. 217, No. 1 (1996), 7–14.

5. P. P. Kulish, Quantum algebras, q-deformed oscillators and related topics. In:

Quantum group and quantum integrable systems. Nankai Lectures on Mathematical Physics, Ge M-L ed., World Scientific 1992; pp. 99–131 , 1991.

PREDSTAVLENI˚ ALGEBRY 105

6. E. Celeghini, R. Giachetti, E. Sorace, M. Tarlini, — Lect. Notes in Math. 1510 (1992), 221–244.

7. V. V. Borsov, E. V. Damaskinsky, S. B. Yegorov, q-alg/9509022, — Preprint TRITA-MAT-95-MA-20 (September 1995).

8. M. Arik, D. D. Coon, — J. Math. Phys. 17, No. 4 (1976), 524–527.

9. V. V. Kuryxkin, — Dep. VINITI 3937-76 (1976).

10. L. C. Biedenharn, — J. Phys. A. 22, No. 18L (1989), 873–878. 11. A. J. Macfarlane, — J. Phys. A. 22, No. 21 (1989), 4581–4588. 12. J. Cigler, — Mn. Math. 88, No. 1 (1979), 87–105.

13. P. P. Kulix, — TMF 86, No. 1 (1991), 158–160.

14. W. Pusz, S. L. Woronowicz, — Repts. Math. Phys. 27, No. 2 (1992), 231–257. 15. W. Pusz, — Repts. Math. Phys. 27, No. 3 (1992), 349–360. 16. M. Chaichian, H. Grosse, P. Prešnajder, — J. Phys. A. 27, No. 6 (1994), 2045–2051.

17. M. Chaichian, R. Gonzales Felipe, P. Prešnajder, — J. Phys. A. 28, No. 8 (1995), 2247–2253.

18. R. Jagannathan, R. Sridhar, R. Vasudevan S. Chaturvedi, M. Krishnakumari, P. Shanta, V. Srinivasan,, — J. Phys. A. 25, No. 23 (1992), 6429–6453.

19. J. Schwinger, Angular momentum. — Report NYO-3071, U. S. Atomic Energy Commission, Oak Ridge, 1952 (unpubl),.

20. P. P. Kulish, E. V. Damaskinsky, — J. Phys. A. 23, No. 9L (1990), 415–419. 21. G. Rideau, — Lett. Math. Phys. 24 (1992), 147–153. 22. H. Yan, — J. Phys. A. 23, No. 22L (1990), 1155–1160. 23. Ph. Feinsilver, — Rocky Mountain J. Math. 12, No. 1 (1982), 171–183. 24. Ph. Feinsilver, — Mn. Math. 104, No. 2 (1987), 89–108. 25. M. Chaichian, P. P. Kulish, — Phys. Lett. B 234, No. 1 (1990), 72–80. 26. M. Chaichian, P. P. Kulish, Proc. 14th Johns Hopkins 1990 Workshop on Current Problems in Particle Theory, Debrecen, Ed. Domokos G., e.a., Singapure World Scientific 1991; Physics, Ge M-L ed., World Scientific 1992;, — Preprint CERN-TH 5969/90.

27. C. H. Oh, K. Singh, — J. Phys. A. 27, No. 17 (1994), 5907–5918.

Borzov V.V., Damaskinsky E.V., Yegorov S.B. Representations of the deformed oscillator algebra under different choices of generators.

We discuss from unique position different variants of the commutation relations of the algebra of the q-deformed boson oscillator related to the different choices of generators. We consider the generalised form of the commutation relations which include as particular cases all of the most popular variants of such relations. By more or less standard way we describe the methods of construction and classification of the representations of the q-deformed oscillator algebra under different choices of generators. We also discuss the possibility of introduction the Hopf

106 V. V. BORZOV, E. V. DAMASKINSKI`, S. B. EGOROV algebra structure in this algebra. The possibility of construction of the universal R-matrix for considered algebra are also briefly discussed.

Postupilo 8 oktØbrØ 1996 g. S.-Peterburgskiæ Universitet Telekommunikaciæ

Voennyæ Inßenernyæ Stroitel~nyæ Institut

S.-Peterburgskiæ Tehniqeskiæ Universitet