A. I. Vinogradov

BINARNYE ZADAQI. SPEKTRAL^NY` PODHOD

K 60-leti¸ rexeniØ ternarnoæ problemy Gol~dbaha [1]

1. Vvedenie

V 1937 godu Ivan Matveeviq Vinogradov rexil ternarnu¸ problemu Gol~dbaha [1] – naxel asimptotiku qisla rexeniæ lineænogo uravneniØ v prostyh qislah vida

P_1 + P_2 + P_3 = 2N + 1 (0.1)

dlØ l¸bogo celogo N ¿ N_0.

V fftoæ rabote my poluqim analogiqnyæ rezul~tat dlØ binarnogo uravneniØ Gol~dbaha:

P_1 + P_2 = 2N (0.2)

Pri perevode uravneniæ (0.1) i (0.2) na Øzyk krugovogo metoda vidno, qto fftot metod ne beret binarnu¸ problemu (0.2) potomu, qto ona ne imeet tret~eæ, ponißa¸weæ summy na malyh dugah v otliqii ot ternarnoæ problemy (0.1).

V fftoæ rabote poluqeno rexenie binarnogo uravneniØ (0.2) s pomow~¸ spektral~nogo podhoda, gde otsutstvuet samo ponØtie ponißa¸weæ summy. �tot podhod perevodit binarnoe uravnenie (0.2) na Øzyk raspredeleniØ prostyh qisel v kvadratiqnyh polinomah f(x) = ax^2 + bx + c (0.3) gde a, b, c ∈ Z. Vse polinomy (0.3) raspada¸tsØ na dva klassa 1) ne razloßimye nad Q;

*Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (kod proekta 96-01-00679) i meßdunarodnogo fonda Sorosa grant No. R2V000, S.-Peterburg, RossiØ 130

BINARNYE ZADAQI 131

2) razloßimye nad Q: f(x) = a(x − α)(x − β), α, β ∈ Q. Klassiqeskim predstavitelem polinomov pervogo klassa ØvlØetsØ polinom f_1(x) = x^2 + 1 dlØ kotorogo izvestna problema raspredeleniØ prostyh vida p = x^2 + 1 (0.4) Klassiqeskim predstavitelem polinomov votorogo klassa ØvlØetsØ polinom f_2(x) = x^2 − 1, dlØ kotorogo izvestna problema raspredeleniØ dvoek prostyh vida p_1 · p_2 = x^2 − 1. (0.5) Iz razloßimosti fftogo polinoma x^2 − 1 = (x − 1)(x + 1) srazu sleduet, qto raspredelenie dvoek prostyh (0.5) ffkvivalentno probleme “bliznecov”, t.k. iz uravneniØ (0.5) sledu¸t ravenstva p_1 = x − 1 p_2 = x + 1, kotorye privodØt k uravneni¸ “bliznecov” posle iskl¸qeniØ peremennoæ x:

p_2 − p_1 = 2. (0.6) Toqno tak ße iz razloßimosti polinoma N^2 − x^2 = (N − x)(N + x) sleduet, qto raspredelenie dvoek prostyh v fftom polinome p_1p_2 = N^2 − x^2 (0.7) ffkvivalentno rexeni¸ binarnogo uravneniØ Gol~dbaha (0.2).

SravnivaØ uravneniØ (0.4), (0.5) i (0.7), my vidim, qto raspredelenie prostyh v kvadratiqnyh polinomah i klassiqeskie

132 A. I. VINOGRADOV

binarnye problemy – rodstvennye zadaqi. Tol~ko v pervom sluqae req~ idet o ne razloßimyh polinomah nad Q, a vo vtorom – o razloßimyh.

ProdolßaØ ffti rassußdeniØ, moßno poluqit~ analogiqnoe rodstvo meßdu proizvol~nymi sgustkami prostyh i raspredeleniem prostyh i poqti-prostyh v polinomah proizvol~noæ stepeni.

Qtoby perevesti formulirovki fftih zadaq na spektral~nyæ Øzyk, vospol~zuemsØ rexetnoæ lemmoæ:

Lemma 1.0. Pust~ n ∈ N i

n = P^{α1}_1 . . . P^{αν}_ν –

– kanoniqeskoe razloßenie qisla n na prostye mnoßiteli, gde ν = ω(n) – qislo razliqnyh prostyh deliteleæ n.

Togda dlØ l¸bogo poloßitel~nogo parametra Y ¿ 1 i celogo

k ¿ 1 spravedlivo razryvnoe ravenstvo Rexeta: ∑ D/n μ(D) log^k ( Y D ) = { k! · ∏ P/n log P, ν = k 0, ν > k (0.8)

Dokazatel~stvo. Rassmotrim koneqnoe �ælerovskoe ravenstvo: Y^s ∏ P/n ( 1 − 1 P^s ) = ∑ D/n μ(D) ( Y D )_s . DifferenciruØ ego k raz po s i polagaØ zatem s = 0, poluqaem ravenstvo (0.8). Ravenstva (0.8) moßno prodolßit~ i na sluqai

ν 6 k − 1, no oni nam ne potrebu¸tsØ v dal~neæxem. Otmetim,

qto ravenstvo (0.8) ØvlØetsØ tradicionnym dlØ sluqaØ Y = 1. My vveli proizvol~nyæ parametr Y ¿ 1 dlØ togo, qtoby moßno bylo vospol~zovat~sØ v dal~neæxem razryvnym integral~nym operatorom: k! 2πi ∫ Re s>0 ( Y D )_s ds s^{k+1} = { log^k (_Y D ) , D 6 Y 0, D ¿ Y (0.9)

Esli vospol~zovat~sØ Lemmoæ 1.0 dlØ k = 1, togda poluqaetsØ obobwenie ψ-funkcii Qebyxeva na sluqaæ prostyh vida (0.4):

ψ_1(N ) = ∑ 16x6N^{Λ(x}

2 + 1) = N∑ x=1 ∑ D/x2+1 μ(D) log ( Y D ) (0.10)

BINARNYE ZADAQI 133

gde Λ – funkciØ Mangol~dta, N → ∞ rastuwiæ celoqislennyæ parametr.

DlØ summy (0.10) my poluqim oßidaemu¸ asimptotiku: ψ_1(N ) ∼ c(f_1)N (0.11) gde c(f_1) = ∏ P ≡3(4) ( 1 − 2 P (P − 1) ) / L(1, χ_4).

V sluqae k = 2 poluqaetsØ obobwenie ψ-funkcii Qebyxeva na prostye “bliznecy” (0.5):

ψ_2(N ) = 2 ∑ n2−n1=2, n16N Λ(n_1)Λ(n_2) =

= ∑ 26x6N ∑ D/x2−1 μ(D) log^2 ( Y D ) (0.12)

DlØ fftoæ summy tak ße spravedliva oßidaemaØ asimptotika: ψ_2(N ) ∼ c(f_2)N (0.13) gde c(f_2) = 2 ∏ P ≠2 ( 1 − 1 (P − 1)^2 ) . Toqno tak ße poluqaetsØ analog summy (0.12) dlØ binarnogo uravneniØ Gol~dbaha (0.2):

G(N ) = 2 ∑ 2N=n_1+n_2

Λ(n_1)Λ(n_2) =

= ∑ 06|x|6N−1 ∑ D/N2−x2 μ(D) log^2 ( Y D ) . (0.14)

DlØ fftoæ summy tak ße spravedliva oßidaemaØ asimptotika: G(N ) ∼ C(N )2N (0.15) gde C(N ) = ∏ P/2N ( 1 + 1 P − 1 ) ∏ P -2N ( 1 − 1 (P − 1)^2 )

134 A. I. VINOGRADOV

Ostatki v asimptotikah (0.11), (0.13) i (0.15) zavisØt ot granicy nuleæ klassiqeskih L-rØdov Dirihle [7] i ih spektral~nyh analogov dlØ sobstvennyh funkciæ diskretnogo spektra v smysle Sel~berga [2, 5]. Esli dlØ nih spravedliva Gipoteza Rimana, togda ostatki v upomØnutyh asimptotikah ime¸t vid N^{23 +ε} s nekotorym ε > 0. V protivnom sluqae oni ime¸t tol~ko logarifmiqeskoe ponißenie po sravneni¸ s glavnym qislom vida N log N

§1. Summy Ramanudßana Pervym xagom na puti perevoda treh summ (0.10), (0.12) i (0.14) na spektral~nyæ Øzyk ØvlØetsØ ih perevod na Øzyk summ Ramanudßana. Vse tri summy perevodstØsØ na fftot Øzyk odinakovo. Pofftomu podrobno my rassmotrim tol~ko perevod summy (0.14).

DlØ togo, qtoby sdelat~ ffto, vvedem razryvnoæ simvol dlØ sravneniØ: δ_D (m) = { 1, m ≡ 0(D) 0, m ≢ 0(D) (1.1)

gde m ∈ Z. S pomow~¸ simvola (1.1) ravenstvo Rexeta (0.14) moßno perepisat~ v novom vide:

G(N ) = ∑ m=N2−x2 m>0 N2∑ D=1 δ_D (m)μ(D) log^2 (Y /D) (1.2)

razryvnoæ simvol (1.1) moßno vyrazit~ na Øzyke polnoæ trigonometriqeskoæ summy:

δ_D (m) = 1 D D∑ l=1 exp ( 2πi l D m ) , (1.3)

kotoru¸ v svo¸ oqered~ legko svesti k summam Ramanudßana po privedennym sistemam vyqetov

δ_D(m) = 1 D ∑ c/D r_c(m), (1.4)

BINARNYE ZADAQI 135

gde r_c(m) – summa Ramanudßana:

r_c(m) = ∑ (a,c)=1 exp ( 2πi a c m ) . (1.5)

PodstavlØØ (1.4) v (1.2) privedem ffto ravenstvo k vidu:

G(N ) = ∑ m=N2 −x2 m>0 ∑ c6N^2 r_c(m)M(Y ) (1.6)

gde M(Y ) = ∑ D≡0(c) D6N^2 μ(D) D log^2 ( Y D ) . (1.7)

DlØ preobrazovaniØ summy (1.7) zamenim uslovie sravnimosti D ≡ O(c) ravenstvom D = cd, d ∈ N. Pri fftom, esli (c, d) > 1, togda μ(D) = μ(cd) = 0. Pofftomu v summe (1.7) moßno sqitat~ vypolnennym uslovie vzaimnoæ prostoty: (c, d) = 1 i perepisat~ ravenstvo (1.7) v novom vide

M_c(Y ) = μ(c) c V_c(Y ), (1.8) gde V_c(Y ) = ∑ dc6N^2, (d,c)=1 μ(d) d log^2 ( Y cd ) . (1.9)

Teper~ vospol~zuemsØ proizvolom parametra Y i poloßim Y = N^2. (1.10) V fftom sluqae logarifmiqeskiæ mnoßitel~ v summe (1.9) vmeste s ograniqeniem dc 6 N^2 moßno zamenit~ razryvnym integral~nym operatorom (0.9) pri k = 2 i perepisat~ summu (1.9) v integral~nom vide:

V_c(Y ) = 2 2πi ∫ Re s>0 ( Y c )_s ∏ P/c ( 1 − 1 P^{1+s} ) ds s^3 · ζ(1 + s)

, (1.11)

gde ζ(1 + s) – klassiqeskaØ dzeta-funkciØ Rimana.

136 A. I. VINOGRADOV

PodstavlØØ (1.8) v (1.6) perepixem ffto ravenstvo v novom vi- de: G(N ) = ∑ m=N2−x2>0 ∑ c6N^2 μ(c) c r_c(m)V_c(Y ). (1.12)

Otmetim, qto pravaØ qast~ (1.12) ØvlØetsØ diskretnym analogom krugovogo integrala, razbitogo toqkami FareØ. Rol~ dugi FareØ zdes~ igraet mnoßitel~^1_c V_c(Y ), kotoryæ ne zavisit ot privedennoæ sistemy vyqetov summy Ramanudßana r_c(m), v otliqie ot klassiqeskih dug FareØ, u kotoryh takaØ zavisimost~ est~.

V (1.12) tak ße moßno vvesti analogi bol~xih i malyh dug i poluqit~ glavnyæ qlen problemy na bol~xih dugah. DlØ fftogo sleduet razbit~ vnutrenn¸¸ summu po “c” na dve qasti: ∑ 16c6N^{2(·) =} ∑ 16c6N1^{(·) +} ∑ N1<c6N2 (·) (1.13)

i opredelit~ parametr N_1 usloviem:

N_1 = N^{1−ε}, (1.14)

gde ε > 0 skol~ ugodno malo, no fiksirovano iz intervala 0 <

ε 6^1_3 ._{V svØzi s razbieniem (1.13), pravaØ qast~ (1.12) tak ße ras-}

padetsØ na dve qasti:

G(N ) = G_1(N ) + G_2(N ), (1.15)

gde G_1 opredelØetsØ pervoæ summoæ pravoæ qasti (1.13), a G_2 – vtoroæ.

DlØ togo, qtoby naæti Øvnyæ vid summy G_1 dlØ fftogo dostatoqno zametit~, qto summa Ramanudßana r_c(N^2 − x^2) periodiqna po x s periodom c. Pofftomu spravedlivo ravenstvo: ∑ 06|x|6N−1^{rc(N} 2 − x^2) = 2 [ N c ] · ∑ l=1 r(N^2 − l^2)+

+ 2θ c∑ l=1 |r_c(N^2 − l^2)|, (1.16)

gde |θ| 6 1.

BINARNYE ZADAQI 137

DlØ togo, qtoby naæti glavnyæ qlen pravoæ qasti (1.16) dostatoqno zametit~, qto iz Øvnogo vida summy Ramanudßana (1.5) sleduet razryvnoe ravenstvo dlØ ee srednego pri beskvadratnyh c: μ(c) c c∑ l=1 r_c(N^2 − l^2) = { μ(c), (c, 2N ) = 1 0, (c, 2N ) > 1. (1.17)

DlØ ocenki ostatka v (1.16) sleduet vspomnit~, qto summa Ramanudßana (1.5) imeet Øvnoe arifmetiqeskoe vyraßenie:

r_c(m) = ∑ Δ/(c,m) μ (c/Δ) Δ. (1.18)

Iz fftogo ravenstva sleduet ocenka: |r_c(m)| 6 ∑ Δ/(c,m) Δ (1.19)

Ispol~zuØ ee, poluqaem ocenku srednego, t.e. ostatka v (1.6): c∑ l=1 |r_c(N^2 − l^2)| 6 cτ_3(c), (1.20)

gde τ_3 – funkciØ qisla deliteleæ s indeksom 3.

PodstavlØØ (1.17) i (1.19) v (1.16) i zatem v opredelenie summy G_1(N ), poluqaem ravenstvo

G_1(N ) = 2N ∑ c6N1,(c,2N)=1 μ(c) c V_c(Y ) + O(N_1 log^4 N ). (1.21)

Ispol~zuØ integral~noe predstavlenie (1.11) dlØ summy V_c(Y ) v pravoæ qasti (1.21), poluqaem glavnyæ qlen problemy na “bol~- xih dugah”:

G_1(N ) = 2c(N ) · N + θN exp(− √ log N), (1.22) gde θ ≪ 1, c(N ) – osobyæ rØd iz (0.15).

§2. Analog malyh dug FareØ Analogom malyh dug krugovogo metoda ØvlØetsØ summa G_2(N ) v pravoæ qasti (1.15). Iz opredeleniØ fftoæ summy poluqaem ee

138 A. I. VINOGRADOV

Øvnyæ vid:

G_2(N ) = ∑ m=N2−x2>0 N2∑ c>N1 μ(c) c r_c(m)V_c(Y ). (2.1)

Ocenivat~ fftu summu budem spektral~nym metodom. No preßde, qem perevodit~ ee na fftot Øzyk sleduet obratit~ vnimanie, qto summa V_c(Y ) ne gladko zavisit ot parametra c. Po opredeleni¸ (1.9) ona soderßit arifmetiqeskoe uslovie vzaimnoæ prostoty (c, d) = 1, kotoroe na spektral~nyæ Øzyk ne perevoditsØ. Pofftomu na pervom xage my izbivimsØ ot fftogo usloviØ.

DlØ fftogo vospol~zuemsØ razryvnoæ summoæ ∑ δ/(c,d) μ(δ) = { 1, (c, d) = 1 0, (c, d) > 1. PodstavlØØ ee v (1.9) i menØØ porØdki summirovaniØ poluqaem:

V_c(Y ) = ∑ δ/c μ^2(δ) δ W_δ ( Y c ) (2.2) gde W_δ(x) = ∑ d6x,(d,δ)=1 μ(d) d log^2 ( x δd )

PodstavlØØ (2.2) v (2.1) i menØØ porØdki summirovaniØ privedem G_2 k novomu vidu:

G_2(N ) = ∑ δ¿1 μ^2(δ) σ g_δ(N ), (2.3) gde g_δ(N ) = ∑ m=N2−x2>0 N2∑ c=N1+1 c≡o(δ) μ(c) c r_c(m)W_δ ( Y c ) . (2.4)

V dal~neæxem parametr summirovaniØ δ ¿ 1 v (2.3) budet igrat~ rol~ kongruffnc-modulØ v gruppe Γ_0(δ) pri perevode summy g_δ(N ) na spektral~nyæ Øzyk. Sledovatel~no, uqest~ interferenci¸ po fftomu parametru my ne smoßem. Pofftomu vospol~zuemsØ tem obstoØtel~stvom,qto (2.3) bystro shoditsØ po δ i ee “hvost” moßno

BINARNYE ZADAQI 139

ocenit~ fflementarno, do perevoda summy g_δ(N ) na spektral~nyæ Øzyk. DlØ fftogo razob~em summu (2.3) na dve qasti:

G_2(N ) = ∑ 16δ6D^+ ∑ δ>D μ^2(δ) δ g_δ(N ), (2.5)

gde D ¿ 1 – proizvol~nyæ parametr, toqnym znaqeniem kotorogo my rasporØdimsØ v dal~neæxem.

Qast~ summy (2.5) s malymi δ 6 D budet osnovnoæ, i k neæ my primenim spektral~nu¸ tehniku ocenok.

VtoruØ qast~ summy (2.5), s bol~ximi δ > D, my ocenim fflementarno. DlØ fftogo nam potrebuetsØ ocenka (1.19) i novaØ ocenka vida W_δ ( Y c ) ≪ log^3 N, (2.6)

kotoraØ sleduet iz opredeleniØ (2.2) summy W_δ(x) i usloviØ (1.10) dlØ parametra Y = N^2. PodstavlØØ (1.19) v (2.4) i menØØ porØdki summirovaniØ, poluqaem ocenku:

g_δ(N ) ≪ log^3 N ∑ m=N2−x2>0 ∑ Δ/m Δ ∑ c≡0(^{δΔ}_k ) k=(δ,Δ) 1 c . (2.7)

VnutrennØØ summa po c 6 N^2 v (2.7) imeet porØdok ne bol~xe, qem veliqina k δΔ log N. Pofftomu ocenka (2.7) privoditsØ k vidu: g_δ(N ) ≪ log^4 N δ ∑ m=N2−x2>0 ∑ Δ/m (δ, Δ). (2.8)

Dal~xe vospol~zuemsØ ravenstvom

k = (δ, Δ) = ∑ r/(δ,Δ) φ(r) i podstavim ego v (2.8). Posle peremeny porØdkov summirovaniØ i usredneniØ ocenki (2.8) po vsem δ > D s vesom μ^2(δ)/δ poluqa-

140 A. I. VINOGRADOV em: ∑ δ>D M^2(δ) δ g_δ(N ) ≪ log^4 N ∑ r¿1^{φ(r)} ∑ δ>D δ≡o(r) 1 δ^2

S^r (N ), (2.9) gde S_r (N ) = ∑ m=N2−x2>0 ∑ Δ/m Δ≡o(r) 1.

DlØ sredneæ summy po δ v (2.9) spravedliva ocenka ∑ δ≡o(r),δ>D 1 δ^2 ≪ {_{1rD} , r < D 1 r2 , r ¿ D. (2.10)

Krome togo, spravedlivy ocenki: φ(r) r < 1, r ¿ 1, φ(r) r^2 < 1 D , r ¿ D.^{(2.11)}

Sledstviem ocenok (2.10) i (2.11) ØvlØetsØ itogovaØ ocenka: φ(r) ∑ δ≡o(r),δ>D 1 δ^2 ≪ 1 D , kotoraØ spravedliva dlØ l¸bogo r ¿ 1.

PodstavlØØ ee v (2.9), poluqaem: ∑ δ>D μ^2(δ) δ g_δ(N ) ≪ log^4 N D ∑ r¿1^{Sr (N ).} (2.12)

Iz opredeleniØ summy S_r (N ) v (2.9) sleduet novaØ ocenka: ∑ r¿1^{Sr(N ) ≪} ∑ 06x6N−1^{τ3(N} 2 − x^2). (2.13)

Summu v pravoæ qasti (2.13) moßno ocenit~ fflementarno, metodom raboty [3]. Ee porØdok raven veliqine N · log^4 N.

BINARNYE ZADAQI 141

PodstavlØØ fftu ocenku v (2.12), poluqaem okonqatel~nu¸ ocen- ku: ∑ δ>D μ^2(δ) δ g_δ(N ) ≪ N log^7 N D . (2.14)

PolagaØ D = log^{10} N. (2.15)

i podstavlØØ ocenku (2.14) v (2.5), poluqaem ravenstvo

G_2(N ) = ∑ δ16D μ^2(δ_1) δ_1 g_{δ1} (N ) + O ( N log^2 N ) . (2.16)

Tem samym my sveli ocenku “malyh dug” k ocenke summy g_{δ1} (N ) s malymi δ_1 6 D. V okonqatel~nom ravenstve (2.16) my snabdim parametr δ_1 indeksom 1, t.k. v dal~neæxem poØvitsØ ewe odin analogiqnyæ parametr, kotoromu my pridadim indeks 2, qtoby otliqat~ ih drug ot druga.

§3. Summy Klostermana

Samym tonkim mestom ØvlØetsØ soglasovannoe ob¨edinenie funkcii Mebiusa μ(c) i summy Ramanudßana r_c(m) v (2.4) v edinu¸ funkci¸ parametra c.

Qtoby sdelat~ ffto, sleduet vspomnit~, qto u funkcii Mebiusa μ(c) tak ße est~ predstavlenie na Øzyke toæ ße summy Ramanudßana so svobodnym parametrom:

μ(c) = r_c(d), (d, c) = 1. (3.1)

Faktiqeski ffto ravenstvo (1.18), proqitannoe v obratnu¸ storonu, kotoroe spravedlivo dlØ l¸bogo d ∈ Zs usloviem (d, c) = 1. Dal~xe sleduet vospol~zovat~sØ opredeleniem summy Ramanudßana (1.5) i zapisat~ toßdestvo: r_c(m)μ(c) = ∑ (a,c)=1 e^{2πi ac m}μ(c). (3.2) HotØ sama funkciØ Mebiusa μ(c) nikak ne svØzana s vyqetom a (mod c) v pravoæ qasti toßdestva (3.2), no ee predstavlenie (3.1) s proizvol~nym d moßno svØzat~ s vyqetom a usloviem sravnimosti:

a · d ≡ 1(c). (3.3)

142 A. I. VINOGRADOV

Pofftomu, podstavlØØ (3.1) v (3.2) s usloviem (3.3), privedem toßdestvo (3.2) k novomu vidu: r_c(m)μ(c) = ∑ ad≡1(c) e^{2πi ac m}r_c(d). (3.4) Posle qego podstavim v (3.4) Øvnyæ vid r_c(d) iz ravenstva(1.5) i, pomenØv porØdki summirovaniØ, poluqim ravenstvo: r_c(m)μ(c) = c∑ n=1 (n,c)=1 S_c(m, n), (3.5)

gde S_c(m, n) – summa Klostermana modulØ c i parametrov (m, n): S_c(m, n) = ∑ ad≡1(c) e^{2πi am+dnc} . (3.6) Ravenstvo (3.5) ØvlØetsØ osnovnoæ ideeæ fftoæ raboty “v qistom vide”. No v takoæ forme summy Klostermana (3.6) ne oqen~ udobny dlØ perevoda ih srednego na spektral~nyæ Øzyk, t.k. parametr n zavisit ot c.

SovremennaØ tehnika perevoda srednego summ Klostermana na spektral~nyæ Øzyk [4, 5], horoxo rabotaet tol~ko v tom sluqae, esli oba parametra (m, n) ne zavisØt ot modulØ c.

V sluqae (3.6) parametr m = N^2 − x^2 > 0 deæstvitel~no ne zavisit ot c. Pofftomu nam sleduet osvobodit~ ot takoæ zavisimosti i parametr n.

�to moßno sdelat~, esli vospol~zovat~sØ svoæstvami tfftafunkcii Hardi–Littlvuda [6]: θ_ε ( d c ) = ∞∑ n=1 Λ(n) exp(nz), (3.7) gde z = −ε + 2πi d c , (d, c) = 1 Λ(n) – funkciØ Mangol~dta, ε > 0 – skol~ ugodno maloe, no fiksirovannoe qislo. Ego toqnym znaqeniem my rasporØdimsØ v dal~neæxem.

DlØ tffta-funkcii (3.7) est~ klassiqeskoe predstavlenie Hardi–Littlvuda [6] qerez nuli vseh L-rØdov Dirihle modulØ c, kotoroe my privedem zdes~ v vide lemmy:

BINARNYE ZADAQI 143

Lemma 1.3 Hardi–Littlvud [6]. DlØ tffta-funkcii (3.7) spra-

vedlivo predstavlenie: θ_ε ( d c ) = μ(c) ε φ(c) − 1 φ(c) ∑ c=c0c1 μ(c_0) ∑ χ1 χ_1 ( − d c_0 ) × × τ_{χ1} F_{χ1} (ε) + θτ (c) log^2 ( c ε ) , (3.8)

gde c_0 ¿ 1 probegaet vse deliteli c s usloviem (c_0, c_1) = 1; χ_1 – probegaet vse primitivnye haraktery (mod c_1), esli c_1 > 1 i χ_1 ≡ 1, esli c_1 = 1; τ_{χ1} – summa Gaussa haraktera χ_1; τ (c) – qislo deliteleæ c; F_{χ1} (ε) = ∑ ρ1 Γ(ρ_1)ε^{−ρ1} ,

ρ_1 probegaet vse nuli rØda Dirihle L(s, χ_1) iz kritiqeskoæ polosy; θ ≪ 1; veliqina^1_{c0} v argumente haraktera χ_1 ponimaetsØ kak obratnyæ gruppovoæ fflement (mod c_1).

Sut~ sloßnogo ravenstva Hardi–Littlvuda (3.8) stanovitsØ ponØtnoæ, esli prinØt~ R.G.R. V fftom sluqae v pravoæ qasti (3.8) moßno prenebregat~ vsemi slagaemymi krome pervogo, i, v rezul~tate, poluqaetsØ prostoe priblißennoe ravenstvo: θ_ε ( d c ) ∼= μ(c) εφ(c) , (3.9)

kotoroe tem toqnee, qem men~xe ε, t.e. qem dlinee summa Hardi– Littlvuda θ_ε (_d c ) . Iz (3.9) poluqaem priblißennoe ravenstvo dlØ funkcii Mebiusa: μ(c) ∼= εφ(c)θ_ε ( d c ) . (3.10)

Ono kak raz i osuwestvlØet perevod μ(c) na Øzyk summy (3.7), gde parametr summirovaniØ n uße ne zavisit ot c.

DlØ togo, qtoby pridat~ ravenstvu (3.10) strogiæ smysl nado obernut~ ravenstvo (3.8) otnositel~no pervogo slagaemogo pravoæ qasti i vospol~zovat~sØ ocenkoæ

F_{χ1} (ε) ≪ 1 √ ε log N, (3.11)

kotoraØ sleduet iz R.G.R.

144 A. I. VINOGRADOV

V rezul~tate poluqaem ravenstvo: r_c(m) μ(c) c = ε φ(c) c ∑ ad≡1(c) e^{2πi ac m}θ_ε ( d c ) + O( √ ε c log N ). (3.12)

Ravenstvo (3.12) sleduet iz R.G.R., esli ε ≪ c^{−2}N^{−8}. Otmetim, qto prinØtie R.G.R. ne principial~no, ee moßno oboæti s pomow~¸ “bol~xogo rexeta” [7], no pri fftom znaqitel~no vozrastaet qislo vykladok. Pofftomu na pervom fftape, dlØ prostoty, my budem pol~zovat~sØ R.G.R. i ee sledstviØmi – ocenkoæ (3.11) i ravenstvom (3.12).

PodstavlØØ v pervoe slagaemoe pravoæ qasti (3.12) Øvnyæ vid summy (3.7) i menØØ porØdki summirovaniØ, poluqaem ravenstvo: ∑ ad≡1(c) e^{2πi ac m}θ_ε ( d c ) = ∞∑ n=1 Λ(n)S_c(m, n)e^{−εn}. (3.13) V pravoæ qasti (3.13) my poluqaem summy Klostermana S_c(m, n), q~i parametry (m, n) uße ne zavisØt ot modulØ c.

Edinstvennym prepØtstviem dlØ perevoda srednego po c dlØ (3.12) na spektral~nyæ Øzyk ØvlØetsØ arifmetiqeskaØ funkciØ φ(c) c = ∑ δ/c μ(δ) δ , (3.14)

kotoraØ stoit v kaqestve kofffficienta v pravoæ qasti (3.12) i kotoraØ na spektral~nyæ Øzyk ne perevoditsØ.

�to analog togo prepØtstviØ, kotoroe u nas uße vstreqalos~ v §2 i kotoroe my ustranili, razdeliv summu (2.5) na dve qasti; s malymi δ_1 6 D i bol~ximi δ_1 > D.

Zdes~ my postupim toqno takße i razdelim summu (3.14) na dve qasti: φ(c) c = ∑ δ2/c,δ26D μ(δ_2) δ_2

+ φ_D (c), (3.15) gde φ_D(c) = ∑ δ2/c δ2>D μ(δ_2) δ_2

. (3.16)

BINARNYE ZADAQI 145

Zdes~ my vveli indeks 2 u deliteleæ δ_2 dlØ togo, qtoby otliqit~ ih ot deliteleæ pervoæ serii δ_1 iz §2, t.k. v dal~neæxem oni budut vstreqat~sØ vmeste. Ob fftom bylo upomØnuto v §2.

PodstavlØØ (3.15) v (3.12), my razdelim pervoe slagaemoe na dve qasti i pervu¸ qast~ s malymi δ_2 6 D ostavim bez izmeneniæ. Vo vtoroæ qasti: εφ_D(c) ∑ ad≡1(c) e^{2πi ac m}θ_ε ( d c ) , (3.17)

my snova vospol~zuemsØ razloßeniem Hardi–Littlvuda (3.8) dlØ θ_ε (_d c ) i privedem (3.17) k vidu: φ_D(c) μ(c) φ(c) r_c(m) + O( √ εc log N ). (3.18)

Snova pol~zuØs~ ocenkoæ (1.19) i novymi ocenkami vida: φ(c) ≫ c log log N

, c 6 N^2 i φ_D (c) 6 f_D (c) = ∑ δ2/c, δ2>D μ^2(δ_2) δ_2

, (3.19)

poluqim, qto (3.18) imeet porØdok veliqiny log log N c f_D(c) ∑ Δ/(m,c) Δ. Dal~neæxaØ ocenka qasti summy g_{δ1} (N ) iz (2.16), otveqa¸weæ veliqine (3.17), analogiqna uße poluqennoæ ocenke (2.14), hotØ i nemnogo sloßnee iz-za poØvleniØ parametra δ_1 6 D. No ffto usloßnenie ne suwestvenno, pofftomu my opustim podrobnye vyqisleniØ i srazu vypixem predstavlenie (2.16) na Øzyke summy (3.13), otveqa¸weæ glavnoæ qasti kofffficienta (3.15) – summy s malymi delitelØmi δ_2 6 D:

G_2(N ) = ∑ δ16D ∑ δ26D μ^2(δ_1)μ(δ_2)

δ_1δ_2 g_{δ1δ2} (N ) + O ( N log N ) , (3.20) gde g_{δ1δ2} (N ) = ∞∑ n=1 Λ(n) ∑ m=N2−x2>0 V ( m, n δ_1, δ_2 ) (3.21)

146 A. I. VINOGRADOV V ( m, n δ_1, δ_2 ) = N2∑ c=N1 εS_c(m, n)e^{−ε,n}W_{δ1} (Y /c) c ≡ O(δ), δ = δ_1δ_2 k , k = (δ_1, δ_2).

(3.22)

Summu summ Klostermana (3.22) uße moßno perevodit~ na spektral~nyæ Øzyk po formulam summirovaniØ [5] dlØ Γ_0(δ).

§4. Spektral~nyæ parametr Perevod na spektral~nyæ Øzyk summy (3.22) osuwestvlØetsØ na Øzyke spektral~nogo parametra x = 4π √ mn c , (4.1)

kotoryæ vpervye byl vveden v rabote [4].

DlØ togo, qtoby perevesti summu (3.22) na Øzyk fftogo parametra, vospol~zuemsØ proizvol~nost~¸ parametra ε v summe Hardi–Littlvuda θ_ε (_d c ) iz Lemmy 1.3 i opredelim ego ravenstvom ε = 4π^2m 4Xc^2 , (4.2)

gde m = N^2 − x^2 > 0 – parametr summirovaniØ iz (3.21),X ¿ N^{10} – proizvol~nyæ fiksirovannyæ parametr.

Pri takom vybore parametra ε vypolnØetsØ uslovie ε ≪ c^{−2}N^{−8}, pri kotorom bylo poluqeno ravenstvo (3.12). �to sleduet iz verhneæ ocenki m 6 N^2.

Ispol~zuØ Øvnyæ vid spektral~nogo parametra x iz (4.1) i opredelØ¸wee ravenstvo (4.2) dlØ ε, poluqaem novoe ravenstvo: εn = x^2 4X . (4.3)

Pofftomu ffksponencial~nyæ ves v summe (3.22) moßno vyrazit~ na Øzyke spektral~nogo parametra:

exp(−εn) = exp ( − x^2 4X ) . (4.4)

Krome togo, umnoßaØ qislitel~ i znamenatel~ pravoæ qasti (4.2) na √ n, perevedem opredelØ¸wee ravenstvo dlØ ε na Øzyk

BINARNYE ZADAQI 147

spektral~nogo parametra (4.1): ε = π 4 √ m n x c . (4.5)

Argument (Y /c) funkcii W_{δ1} (Y /c) iz (3.22) tak ße moßno poluqit~ na Øzyke spektral~nogo parametra (4.1): Y /c = Y x 4π √ mn . (4.6)

S uqetom vseh pereqislennyh ravenstv summu (3.22) moßno perevesti na Øzyk spektral~nogo parametra x: V ( m, n δ_1, δ_2 ) = π 4 √ m n N2∑ c=N1 c≡o(δ) S_c(m, n) c ×

× x exp ( − x^2 x ) W_{δ1} ( Y · x 4π √ mn ) . (4.7)

Perevod summy (4.7) na spektral~nyæ Øzyk i ocenka “malyh dug” budut privedeny vo vtoroæ qasti fftoæ raboty.

Literatura

1. I. M. Vinogradov, Predstavlenie neqetnogo qisla summoæ treh prostyh qisel. — Dokl. Akad. Nauk SSSR 15 (1937), 291–294.

2. A. Selberg, Discontinuous groups and harmonic analysis. — Proc. Intern.

Congress Mathem. (1962), 177–189, Stockholm.

3. A. I. Vinogradov, ı. V. Linnik, Ocenka summy qisla deliteleæ v korotkom otrezke arifmetiqeskoæ progressii. — UMN 12, No. 4 (1957), 277–280.

4. N. V. Kuznecov, Gipoteza Petersona dlØ paraboliqeskih form vesa nul~ i gipoteza Linnika. — Matem. Sbornik 111, No. 3 (1980), 333–383.

5. J.-M. Deshouillers, H. Jwaniec, Kloostermann sums and Fourier coefficients of cusp forms. — Invent. Math. 70, No. 2 (1982), 219–288.

6. G. H. Hardy, J. E. Littlwood, Some problems of partitio numerorum V. A further contribution to the study of Goldbach’s problem. — Proc. London Math. Soc. 22 (1994), 46–58.

7. H. L. Montgomery, Topics in multiplicative number theory. — L.N.M No. 227 (1971), Berlin, Springer Verlag.

Vinogradov A. I. Binary problems. A spectral approach. This is the first part of the work on the Goldbach binary problem. Here an arithmetic analog of the Heisenberg noncommutativity for the Möbius

148 A. I. VINOGRADOV function is introduced. With the help of this analog the binary problem is translated into the language of the mean for Klosterman sums. In the second part this mean will be translated into the language of spectral estimates that yield a solution of the binary problem.

Postupilo 23 aprelØ 1996 g. Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN