E. X. Gutxabax

PREOBRAZOVANIE POLMA`ERA I (2+0) INTEGRIRUEMYE URAVNENI˚ STATISTIQESKO` FIZIKI

1. Vvedenie

V 1976 godu K. Polmaæer predloßil preobrazovanie, svØzyva¸wee meßdu soboæ rexeniØ nelineænoæ O(3) sigma-modeli i uravneniØ sin-Gordon [1]. Neobhodimo otmetit~, qto v fftoæ rabote vsØ konstrukciØ byla poluqena bez privleqeniØ sredstv metoda obratnoæ zadaqi (MOZR) (laksova predstavleniØ, rexeniæ `osta i t.d.). V dal~neæxem, v celom rØde rabot preobrazovanie Polmaæera bylo rasprostraneno na bolee sloßnye sluqai. Tak, v [2, 3] rassmatrivalis~ sootvetstviØ meßdu nelineænoæ

O(N ) sigma-model~¸ (N ¿ 3) i obobwennymi sistemami tipa sin-

Gordon, priqem dlØ nekotoryh iz nih byli naædeny predstavleniØ Laksa, a takße rØd zakonov sohraneniØ. Drugoæ pohod dlØ

O(3), kfflerovoæ, a takße CP^N -modeli razvivalsØ v [4], gde polu-

qeno uravnenie vtorogo porØdka dlØ “komponent lagranßiana” modeli i izuqeny ego qastnye rexeniØ, ime¸wie smysl instantov (antiinstantotov). Na Øzyke MOZR vse ffti svØzi oznaqa¸t naliqie kalibrovoqnoæ ffkvivalentnosti (K�) meßdu dvumØ integriruemymi modelØmi (pod integriruemost~¸ vs¸du v dannoæ rabote my budem ponimat~ suwestvovanie usloviØ nulevoæ krivizny).

V nastoØwee vremØ ponØtie K� horoxo izvestno kak dlØ sistem razmernosti (1 + 1) (magnetik Geæzenberga i model~ NX s potencialom tipa pritØßeniØ [5]), tak i dlØ sistem razmernosti (2 + 1) (uravnenie Dffvi-St¸artsona i magnetika Iximori [6]). V [7] ffta ffkvivalentnost~ ustanovlena dlØ poluploskosti

(y ¿ 0) dlØ sistem razmernosti (2 + 0)-uravneniæ fflliptiqe-

skogo tipa-dvumernogo, izotropnogo, stacionarnogo ferromag-

*Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant 99-01-00548). 149

150 E. X. GUTXABAX netika Geæzenberga (O(3)σ-modeli) i uravneniØ -sh -Gordon (s dvumernym operatorom Laplasa v levoæ qasti). Pri fftom okazalos~, qto ona dostigaetsØ tol~ko pri naliqii u magnetika netrivial~nogo fona (klassiqeskogo vakuuma) tipa “spiral~noæ” struktury. Kak zatem bylo pokazano v [8], naliqie takogo fona pozvolØet postavit~ soderßatel~nu¸ zadaqu rasseØniØ dlØ operatora associirovannoæ lineænoæ zadaqi – v sisteme poØvlØetsØ nepreryvnyæ spektr. Zametim, takße, qto K�, dokazannaØ v [7] s ispol~zovaniem fflementov MOZR osuwestvlØetsØ meßdu graniqnymi zadaqami v celom, a ne tol~ko neposredstvenno nelineænymi uravneniØmi.

V dannoæ rabote predlagaetsØ ewe odno, voobwe govorØ, bolee prostoe po sravneni¸ s [2, 3] obobwenie preobrazovaniØ Polmaæera, pozvolØ¸wee generirovat~ xirokiæ klass dvumernyh integriruemyh uravneniæ – kak uße izvestnyh i izuqennyh, tak i novyh, ime¸wih priloßeniØ v statistiqeskoæ fizike dvumernyh sistem. Krome togo, v kaßdom iz poluqennyh variantov my analiziruem usloviØ K� s “porodivxeæ” ih sigma-model~¸.

Soderßanie raboty sledu¸wee. V p.2 predlagaetsØ obobwennoe preobrazovanie Polmaæera, na osnove kotorogo poluqeno nekotoroe vspomogatel~noe integriruemoe uravnenie fflliptiqeskogo tipa. V p.3 s pomow~¸ fftogo uravneniØ stroitsØ celaØ seriØ drugih uravneniæ i vyØsnØ¸tsØ usloviØ ih K� s σ-model~¸. Toqnye rexeniØ dvuh iz rassmotrennoæ serii uravneniæ naædeny v p.4, a v p.5 proizvoditsØ sravnenie izuqaemoæ nami modeli s fflliptiqeskoæ versieæ izvestnoæ modeli Getmanova, a takße uravneniem, predloßennym A. V. Bicadze.

2. Obobwennoe preobrazovanie Polmaæera v ffvklidovom prostranstve

Rassmotrim (2 + 0) O(3) nelineænu¸ sigma-model~ na poluploskosti R^2_+ = {(x, y) : − − ∞ < x < +∞, y ¿ 0}: ∂ ¯∂ ⃗S + (∂ ⃗S · ¯∂ ⃗S)⃗S = 0, (1) gde ⃗S(x, y) = (S_1, S_2, S_3) – vewestvennoznaqnyæ vektor, ⃗S^2 = 1,

∂ =^1_2 (∂_x − i∂_y), ¯∂ =^1_2 (∂_x + i∂_y ). Model~ (1) sovpadaet s ffllipti-

qeskoæ versieæ modeli ⃗n-polØ [5] i ØvlØetsØ odnim iz variantov kiral~nyh poleæ. Budem predpolagat~, qto ⃗S(x, 0), ∂_y ⃗S(x, 0) – za-

PREOBRAZOVANIE POLMA`ERA 151 dannye gladkie funkcii, priqem ⃗S(x, 0) −→_{|x|→∞} (cos 2x, sin 2x, 0), (2) t.e. vektor ⃗S = ⃗S(x, y) iwetsØ v klasse funkciæ, ime¸wih smysl spiral~nyh struktur [9]. SleduØ [1], predpoloßim, krome togo, qto na R^2_+ vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ:

(∂ ⃗S)^2 = ( ¯∂ ⃗S)^2 = 1, (3)

otkuda vyteka¸t svØzi:

(∂_x ⃗S)^2 − (∂_y ⃗S)^2 = 4 (4) ∂_x ⃗S · ∂_y ⃗S = 0, (5) priqem sovmestnost~ (4) i (5) s (1) netrudno ustanovit~. Polo- ßim f(z, z̄) = ∂ ⃗S · ¯∂ ⃗S, (6) gde f(z, z̄) – gladkaØ vewestvennoznaqnaØ funkciØ, z = x + iy,

z̄ = x − iy. Togda uravnenie (1) moßno perepisat~ v vide ⃗S · ∂ ¯∂ ⃗S + f(z, z̄) = 0 (7) Vypolnim teper~ preobrazovanie Polmaæera, sqitaØ, qto

∂∂ ⃗S = c_1 ⃗S + c_2∂ ⃗S + c_3 ¯∂ ⃗S, (8)

gde c_i = c_i(z, z̄), i = 1, 3 – nekotorye kompleksnoznaqnye funkcii. Ispol~zuØ usloviØ ⃗S^2 = 1, ∂ ⃗S · ⃗S = ¯∂ ⃗S · ⃗S = 0, sootnoxeniØ (3), (6)–(7), iz (8) budem imet~: ∂∂ ⃗S = −⃗S − f∂f 1 − f^2 ∂ ⃗S + ∂f 1 − f^2 ¯∂ ⃗S, posle qego, differenciruØ (6) po z, a zatem po z̄, poluqim sledu¸wee nelineænoe uravnenie fflliptiqeskogo tipa na funkci¸ f = f(z, z̄): ∂ ¯∂f = 1 − f^2 − f∂f ¯∂f 1 − f^2 (9)

152 E. X. GUTXABAX �to uravnenie ØvlØetsØ integriruemym, qto netrudno proverit~, rassmotrev pereopredelennu¸ lineænu¸ matriqnu¸ sistemu ∂ψ(z, z̄, λ) = A(z, z̄, λ)ψ(z, z̄, λ), ¯∂ψ(z, z̄, λ) = B(z, z̄, λ)ψ(z, z̄, λ), (10) gde A, B ∈ Mat (2, C ), λ – spektral~nyæ parametr. Togda (9) sovpadaet s usloviem sovmestnosti sistemy (10)-usloviem nulevoæ krivizny

¯∂A − ∂B + [A, B] = 0 (11)

s matricami A i B vida: A = 1 2λ iλσ_3 + ∂f 2 √ f^2 − 1 σ_1, B = 1 2λ ifσ_3 + 1 2λ √ f^2 − 1 σ_2 (12)

Zdes~ σ_i, i = 1, 3 – standartnye matricy Pauli, |f| > 1.

Uravnenie (9) okazyvaetsØ blizkim k fflliptiqeskomu variantu odnokomponentnoæ modeli Getmanova [10] (ih sravnenie proizvoditsØ niße), a takße v nekotorom smysle k modeli Redße– Lunda [11] i rØde obobweniæ fftih modeleæ [2, 3]. Tem ne menee, podhod, svØzannyæ s uravneniem (9), ØvlØetsØ konstuktivnym, tak kak pozvolØet legko generirovat~ xirokiæ klass fiziqeski interesnyh integriruemyh uravneniæ.

V dal~neæxem budet poleznym ponØtie “fazovogo” prostranstva nelineænogo fflliptiqeskogo uravneniØ, kotoroe estestvenno vvesti po analogii s giperboliqeskim sluqaem [5]. Vypolnim ffto na primere uravneniæ (1) i (9).

ProizvodØwiæ funkcional modeli (1)–(2) imeet vid:

F^{(⃗S)} = +∞∫ −∞ dx +∞∫ 0 dy [ 1 2 ((∂_x ⃗S)^2 + (∂_y ⃗S)^2)+ –^1 2 (⃗S^2 − 1) + –_2 ⃗S∂_y ⃗S −2 ] , (13)

gde –j, j = 1, 2 – mnoßiteli Lagranßa. Ee “fazovoe” prostran-

stvo M^{(⃗S)} obrazovano gladkimi funkciØmi S_i(x, 0), ∂_yS_i(x, 0),

i = 1, 3, a analog gamil~tonovyh uravneniæ est~ ∂_y ⃗S = {H^{(⃗S)}, ⃗S}, ∂_y(∂_y ⃗S) = {H^{(⃗S)}, ∂_y ⃗S}, (14)

PREOBRAZOVANIE POLMA`ERA 153 priqem “gamil~tonian” modeli zadaetsØ sledu¸wim obrazom:

H^{(⃗S)} = +∞∫ −∞ dx [ 1 2 ((∂_y ⃗S)^2 − (∂_x ⃗S))^2 + 2 ] , (15)

a “puassonova” struktura “fazovogo” prostranstva opredelØetsØ nenulevymi fundamental~nymi skobkami s uqetom svØzeæ, vhodØwih v (13) (sm. [5]): {∂_yS_a(x), S_b(x^′)} = [δ_{ab} − S_a(x)S_b(x)]δ(x − x^′) {∂_yS_a(x), ∂_yS_b(x^′)} = −[∂_yS_a(x) · S_b(x) − ∂_yS_b(x) · S_a(x)]δ(x − x^′). Togda, esli F i G – proizvol~nye gladkie funkcionaly, to {F, G} = ∫ dx {[ δF δ(∂_y ⃗S) δG ∂ ⃗S − δF δ ⃗S δG δ(δ_y ⃗S) ] +

+ ( δG δ(∂_y ⃗S) ⃗S ) [( δF δ ⃗S ⃗S ) − δF δ(∂_y ⃗S) (∂_y ⃗S) ] +

+ ( ∂F δ(∂_y ⃗S) ⃗S ) [( δG δ(∂_y ⃗S) (∂_y ⃗S) ) − ( δG δ ⃗S ⃗S )]} . Rassmotrim teper~ uravnenie (9), sqitaØ qto f(x, 0), ∂_yf(x, 0) – zadannye gladkie vewestvennoznaqnye funkcii, priqem

f(x, 0) → 1, ∂_xf(x, 0), ∂_yf(x, 0) → 0 pri |x| → ∞ tak, qto vtoroæ

qlen v (9) na beskoneqnosti obrawaetsØ v nul~. ProizvodØwiæ funkcional fftogo uravneniØ imeet vid

F^{(f)} = +∞∫ −∞ dx +∞∫ 0 dy [ 1 2 (∂_xf)^2 + (∂_yf)^2

f^2 − 1

+ 4(1 − f) ] . (16)

“Fazovoe” prostranstvo M^{(f)} obrazovano funkciØmi q = ln |f + √ f^2 − 1| (|f| > 1), q = arcsin f(|f| < 1) i p = ∂_yf/ √ |f^2 − 1|, a

uravneniØ “dvißeniØ” da¸t: ∂_yq = {H^{(f)}, q}, ∂_y(∂_yq) = {H^{(f)}, ∂_yq}. Zdes~ “gamil~tonian” raven

H^{(f)} = +∞∫ −∞ dx { 1 2 p^2 − 1 2 (∂_xf)^2 f^2 − 1

− 4(1 − f) } ,

154 E. X. GUTXABAX a “puassonova” struktura “fazovogo” prostranstva opredelØetsØ fundamental~nymi skobkami: {p(x), q(x^′)} = δ(x − x^′).

Podqerknem, qto my ne stavim v dannoæ rabote zadaqu postroeniØ “gamil~tonova” formalizma dlØ fflliptiqeskih uravneniæ – k soßaleni¸, v fftom sluqae u nas net “naglØdnyh” peremennyh tipa deæstvie-ugol i vse analogii s giperboliqeskimi uravneniØmi okazyva¸tsØ dostatoqno uslovnymi. Tem ne menee, takie analogii ØvlØ¸tsØ poleznymi pri dokazatel~stve K� modeleæ (sm. niße).

3. GeneraciØ (2 + 0) integriruemyh uravneniæ

V fftom paragrafe my rassmotrim neskol~ko prosteæxih variantov vybora funkcii f(z, z̄), a takße usloviØ K� zadaq (1)–(2) i graniqnyh zadaq, voznika¸wih v rezul~tate fftogo vybora.

1. Poloßim f(z, z̄) = ch u(z, z̄); zdes~ i vs¸du v dal~neæxem

(esli ne ogovoreno protivnoe) budem sqitat~, qto u = u(z, z̄) – gladkaØ vewestvennoznaqnaØ funkciØ, opredelennaØ na R^2_+ i, krome togo, u(x, 0) −→_{|x|→∞} 0 (17) Togda iz (9) poluqim uravnenie ∂ ¯∂u = −sh u. (18) Ono voznikaet v teorii dvumernyh sistem Bol~cmana–Puassona s otricatel~nymi temperaturami [12], a takße pri nekotoryh redukciØh modeli Qerna–Saæmonsa [13]. Uravnenie (18) imeet i geometriqeskiæ smysl, opisyvaØ vloßenie poverhnosti postoØnnoæ otricatel~noæ krivizny v trehmernoe ffvklidovo prostranstvo [14]. V fftoæ rabote ono rexalos~ metodom koneqnozonnogo integrirovaniØ, a v [15], gde rassqityvalis~ stacionarnye konfiguracii qastic v holodnoæ plazme – s pomow~¸ special~no vybrannogo anzaca.

Ispol~zuØ K� zadaq (1)–(2) i (18)–(17), dokazannu¸ v [7], a takße (4), (6), imeem

(∂_x ⃗S)^2 = 4ch^2 u 2 , (∂_y ⃗S)^2 = 4sh^2 u 2 (19)

�ti sootnoxeniØ svØzyva¸t meßdu soboæ “potencialy” obeih graniqnyh zadaq. Iz nih sleduet, qto K� ne nalagaet nikakih

PREOBRAZOVANIE POLMA`ERA 155 ograniqeniæ na sootvetstvu¸wie “fazovye” prostranstva (pri fftom, razumeetsØ, f ¿ 1).

2. Pri f(z, z̄) = −ch u poluqim

∂ ¯∂u = sh u (20)

�to uravnenie takße opisyvaet dvumernu¸ sistemu Bol~cmana– Puassona, no pri poloßitel~nyh temperaturnyh. S pomow~¸ MOZR ono rexalos~ v [16], a metodom koneqnozonnogo integrirovaniØ – v [17]. “Solitonnye” rexeniØ byli naædeny takße v [18] metodom Hiroty.

Analogi sootnoxeniæ (19) da¸t:

(∂_x ⃗S) + (∂_y ⃗S)^2 = −4ch u, (∂_x ⃗S)^2 − (∂_y ⃗S)^2 = 4.

S uqetom (2), (17) oqevidno, qto pervoe iz fftih ravenstv ne vyderßivaet asimptotiki pri y = 0 i |x| → ∞, i, takim obrazom, K� zadaq ne imeet mesta (toqnye usloviØ K� dlØ (20), (17) budut sformulirovany niße).

3. Pri vybore f(z, z̄) = e^{±u} budem imet~ uravneniØ: ∂ ¯∂u = −2sh u ± ∂u ¯∂u e^{±2u} − 1 , (21a,b)

a dlØ formul svØzi rexeniæ poluqim:

(∂_x ⃗S) = 2(e^{±u} + 1), (∂_y ⃗S)^2 = 2(e^{±u} − 1). (22a,b)

˚sno, qto K� dostigaetsØ pri u ¿ 0(u 6 0) dlØ vseh (x, y) ∈ R^2_+, t.e. dlØ “polovinok” “fazovyh” prostranstv fftih uravneniæ.

4. PolagaØ f(z, z̄) = ∓ cos u poluqim

∂ ¯∂u = ± sin u (23a,b)

Uravnenie (23a) imeet mnogoqislennye primeneniØ v fizike magnetikov [19], teorii stacionarnogo ffffekta Dßozefsona [20] i rØde drugih problem. GraniqnaØ zadaqa dlØ nego na R^2 obsußdalas~ v [21], a dlØ R^2_+ V. D. Lipovskim i avtorom v [22], tam ße M. V. Babiqem byli naædeny koneqnozonnye rexeniØ fftogo uravneniØ, a M. A. Sallem – metodom preobrazovaniØ Darbu – “solitonnye”. Uravnenie (23b) primenØetsØ, naprimer, v teorii molekulØrnyh plenok [23].

156 E. X. GUTXABAX

Rassmotrim vopros o K� zadaq (23a,b), (17) i (1)–(2). DlØ fftogo zametim, qto uravnenie (1) moßno perepisat~ v terminah strukturnyh konstant algebry Li su(2): c_{ikl}S_k∂ ¯∂S_l = 0, (24) gde c_{ikl} = ε_{ikl}, ε_{ikl} – polnost~¸ antisimmetriqnyæ tenzor v R^3. Sluqai 1, 3 sootvetstvovali, takim obrazom, modeli magnetika s kompaktnym mnogoobraziem. DlØ uravneniæ (23a,b) ffta situaciØ menØetsØ i iskomaØ K� dostigaetsØ na nekompaktnom mnogoobrazii: S ∈ su(1, 1), gde su(1, 1) – algebra Li gruppy SU (1, 1)/Z_2.

Otmetim, qto analogiqnyæ sluqaæ rassmatrivalsØ v [24]v svØzi s ustanovleniem sootvetstviØ odnomernogo izotropnogo magnetika Landau–Lifxica i variantami uravneniØ NX v teorii neideal~nogo boze-gaza, v [25] pri dokazatel~stve K� uravneniæ Dffvi–St¸artsona i “nekompaktnoæ” versii modeli magnetika Iximori i dr., a neskol~ko inaØ situaciØ s ispol~zovaniem nekompaktnoæ gruppy byla izuqena v [26] dlØ modificirovannoæ kiral~noæ modeli v R^{2,1}.

Poloßim S = ( iS^3 S^1 − iS^2 S^1 + iS^2 −iS^3 ) , S^2 = I. (25)

Iz usloviØ det S = −1 i (25) imeem:

(S^1)^2 + (S^2)^2 − (S^3)^2 = 1,

qto geometriqeski oznaqaet, qto konec vektora ⃗S skol~zit po poverhnosti odnopolostnogo giperboloida (v otliqie ot ediniqnoæ sfery v “kompaktnom” sluqae). Matrica S razlagaetsØ po bazisnym fflementam algebry su(1, 1) : S = S^iπ_i, priqem π_απ_β =

η_{αβ} + ic^γ_{αβ}π_γ , gde α, β, γ = 1, 2, 3, η = {η_{αβ}} = diag (1, 1, −1) – metri-

ka Killinga, c^γ_{αβ} – strukturnye konstanty algebry Li su(1, 1), a kommutacionnye sootnoxeniØ ime¸t vid: [π_α, π_β] = 2ic^γ_{αβ}π_γ .

Iz (4), (6) dlØ uravneniØ (23a) nahodim (det(∂_xS)^2 = −(∂_x ⃗S)^2,

det(∂_yS)^2 = −(∂ ⃗S)^2):

(∂_xS^1)^2 + (∂_xS^2)^2 − (∂_xS^3)^2 = 4 sin^2 u 2 (∂_yS^1)^2 + (∂_y S^2)^2 − (∂_yS^3)^2 = −4 cos^2 u 2 ,

PREOBRAZOVANIE POLMA`ERA 157 a iz trebovaniØ sohraneniØ asimptotiki poluqaem, qto K� s (1)–(2) dostigaetsØ pri uslovii u(x, 0) → π (mod 2π); pri fftom ograniqeniØ na prostranstve M^{(⃗S)} sootvetstvu¸weæ O(1, 2)σmodeli ime¸t vid sistemy differencial~nyh neravenstv:

0 6 (∂xS^1)^2 + (∂xS^2)^2 − (∂xS^3)^2 6 4 − 4 6 (∂yS^1)^2 + (∂yS^2)^2 − (∂yS^3)^2 6 0

Analogiqno dlØ uravneniØ (23b) imeem formuly svØzi rexeniæ:

(∂_xS^1)^2 + (∂S^2)^2 − (∂_xS^3)^2 = 4 cos^2 u 2 (∂_yS^1) + (∂_yS^2)^2 − (∂_yS^3)^2 = −4 sin^2 u 2 i te ße samye ograniqeniØ na “fazovye” peremennye O(1, 2)σmodeli (zdes~ u(x, 0) −→_{|x|→∞} 0 (mod 2π)).

5. Pri f(z, z̄) = −e^{±u} iz (9) sleduet: ∂ ¯∂u = 2sh u ± ∂u ¯∂u e^{±2u} − 1 . (26a,b)

Sootvetstvu¸wie formuly svØzi est~:

(∂_x ⃗S)^2 = 2(1 − e^{±u}), (∂_y ⃗S)^2 = −2(1 + e^{±u})

PolagaØ S ∈ su(1, 1), budem sqitat~, qto S = ( S^3 i(S^1 − iS^2) i(S^1 + iS^2) −S^3 ) , (27)

t.e. mnogoobraziem zdes~ ØvlØetsØ dvuhpolostnoæ giperboloid, a metrika Killinga est~ η_{αβ} = diag (−1, −1, 1). Togda K� okazyvaetsØ spravedlivoæ v klasse funkciæ, udovletvorØ¸wih uslovi¸: ⃗S(0, y) −→_{|y|→∞} (cos 2y, sin 2y, 0) (28) i u(x, y) 6 0 (u(x, y) ¿ 0) dlØ 0 6 x < +∞, u(0, y) −→_{|y|→+∞} 0 ; pri

fftom na prostranstve M^{(⃗S)}O(2, 1)σ-modeli dolßny vypolnØt~sØ ograniqeniØ:

0 6 (∂xS^3) − (∂xS^1)^2 − (∂xS^2)^2 6 2 − 2 6 (∂yS^1)^2 + (∂yS^2)^2 − (∂yS^3) 6 4

158 E. X. GUTXABAX

PredstavlØlo by znaqitel~nyæ interes naæti primenenie uravneniØm (21a,b) i (26a,b), rassmatrivaØ ih kak obobwenie uravneniæ Bol~cmana–Puassona (pri poloßitel~nyh temperaturah – dlØ (26a,b) i otricatel~nyh – dlØ (21a,b)) na sluqaæ, naprimer, kulonovskoæ kvantovo-klassiqeskoæ sistemy, a takße osuwestvit~ ih kvantovanie. My ne iskl¸qaem i drugie vozmoßnye priloßeniØ fftih uravneniæ v fizike i geometrii (nekotoryæ regulØrnyæ metod poluqeniØ (2 + 0) uravneniæ v differencial~noæ geometrii poverhnosteæ dan v [27]).

6. Pri f(z, z̄) = ± sin u iz (9) budem imet~ uravneniØ:

∂ ¯∂u = ± cos u. (29a,b)

Kak i vse rassmotrennye vyxe, oni ØvlØ¸tsØ integriruemymi. Ih fiziqeskie priloßeniØ avtoru ne izvestny, za iskl¸qeniem, poßaluæ, vozmoßnosti rassmatrivat~ ih kak modeli special~no vybrannyh stacionarnyh poleæ teqeniæ v dinamike ideal~noæ nesßimaemoæ ßidkosti [28].

Formuly svØzi rexeniæ dlØ uravneniØ (29a) da¸t:

(∂_x ⃗S)^2 = 2(1 + sin u), (∂_y ⃗S)^2 = −2(1 − sin u),

a K� s zadaqeæ (1)–(2) dostigaetsØ pri S ∈ su(1, 1), (25), asimptotike (2) i ograniqeniØh na M^{(⃗S)} vida:

0 6 (∂xS^1)^2 + (∂xS^2)^2 − (∂xS^3)^2 6 4 0 6 (∂y S^3)^2 − (∂yS^1)^2 − (∂yS^2)^2 6 4,

priqem u(x, 0) →^π_2 (mod 2π), |x| → ∞.

2a. VozvrawaØs~ k sluqa¸ 2., budem sqitat~, qto S ∈ su(1, 1), a

takße spravedlivy sootnoxeniØ (27), (28) i u(0, y) → 0, |y| → ∞. Togda K� budet dostigat~sØ dlØ O(2, 1) σ-modeli, zadannoæ v pravoæ poluploskosti i pri vypolnenii ograniqeniæ

(∂_xS^1)^2 + (∂_xS^2)^2 − (∂_xS^3)^2 ¿ 0

(∂_yS^1)^2 + (∂_yS^2)^2 − (∂_yS^3)^2 ¿ 4

Oqevidno, qto fftu seri¸ integriruemyh uravneniæ moßno prodolßit~ i dalee, poluqiv ih beskoneqnyæ nabor. Pri fftom “fazovye” prostranstva σ-modeleæ budut razbivat~sØ na nepereseka¸wiesØ oblasti, kaßdoæ iz kotoryh sootvetstvuet svoØ integriruemaØ sistema s opredelennym predstavleniem nulevoæ krivizny.

PREOBRAZOVANIE POLMA`ERA 159

4. Nekotorye toqnye rexeniØ

V fftom paragrafe my postroim toqnye rexeniØ uravneniØ (26a) i pokaßem, kak iz nih moßno poluqit~ nekotorye rexeniØ (20).

Perepixem uravnenie (26a) v neskol~ko bolee obwem vide: ∂ ¯∂u = γsh βu + β ∂u ¯∂u e^{2βu} − 1 , (30)

gde β, γ ∈ R – postoØnnye. V kaqestve metoda integrirovaniØ (30) budem ispol~zovat~ preobrazovanie Darbu. DlØ fftogo udobno pereæti k drugoæ, po sravneni¸ s (12), kalibrovke sootvetstvu¸wih matric A i B: A = 1 2 −^{βeβu∂u} √_{e2βu−1}^{iλγ}_2 iλγ 2 βe^{βu}∂u √_{e2βu−1} ,

B = 1 2λ ( 0 iβ(−e^{βu} + √ e^{2βu} − 1) −iβ(−e^{βu} + √ e^{2βu} − 1) 0

) (31)

Pust~ ψ = ψ(z, z̄, λ) ∈ Mat (2, C ), λ ∈ C – spektral~nyæ parametr,

ψ = (ψ_1, ψ_2), ψ_1 = (φ, χ)^T . Togda funkcii φ, χ udovletvorØ¸t si-

steme uravneniæ: ∂φ = − βe^{βu}∂u 2 √ e^{2βu} − 1 φ + iλγ 4 χ ∂χ = iλγ 4 φ + βe^{βu}∂u 2 √ e^{2βu−1} χ. (32)

Pust~ u – zatravoqnoe rexenie – nekotoroe fiksirovannoe rexenie (30). Proverim darbu-kovariantnost~ (32): u → u[1],

φ → φ[1], χ → χ[1], gde u[1] – znaqenie iskomogo potenciala,

sootvetstvu¸wee znaqeni¸ parametra λ = λ_1, φ[1] = ∂φ − σφ,

χ[1] = ∂χ − τ χ, σ = ∂φ_1/φ_1, τ = ∂χ_1/χ_1, a φ_1, χ_1 – rexeniØ

(32) pri λ = λ_1; pri fftom φ[1] =^i_4 [λχ − λ_1(χ_1/φ_1)φ], χ[1] = i 4 [λφ − λ_1(φ_1/χ_1)χ]. PodstavlØØ vyraßeniØ dlØ φ[1], χ[1], soder-

ßawie zavisimost~ ot σ i τ , v (32), naædem sledu¸wu¸ formulu dlØ darbu-“odevaniØ”:

u[1] = 1 β ln (e^{βu} + √ e^{2βu} − 1) (_{φ1} χ1 )_4 + 1 2[e^{βu} + √ e^{2βu} − 1] (_{φ1} χ1 )_2 (33)

160 E. X. GUTXABAX DlØ opredeleniØ Øvnoæ zavisimosti φ_1, χ_1 ot x, y, perepixem v fftih peremennyh sistemu (32), polagaØ u = 0, λ = λ_1. Togda

φ_1(x, y) = 1 2 ( Ae–^1 + C A e^−–^1 ) , χ_1(x, y) = 1 2 ( Ae–^1 − C A e^−–^1 ) , (34)

gde –1 =^i_2^{( λ1γ}_2 −^β_{λ1}^) x −^1_2^{( λ1γ}_2 +^β_{λ1}^) y, A, C – proizvol~nye po-

stoØnnye. Oqevidno, qto vewestvennost~ u[1] budet obespeqena, esli A, C ∈ R, λ_1 = √_{2β} γ e^{iθ}, θ ∈ [0, 2π]. Iz (33) s uqetom (34)

naædem “odnosolitonnoe” rexenie v vide:

u[1] = 1 β ln 2 + sh^2[2(– + ln δ)] sh^2[2(– + ln δ)]

, (35)

gde – = −^{√ βγ}_2 (x sin θ + y cos θ), δ = ln^A√_C , A, C > 0. Takim obra-

zom, otvet predstavlØet soboæ neperiodiqesku¸ funkci¸ i opisyvaet prostranstvennoe raspredelenie “potenciala” na R^2_+ s harakternymi razmerami ∼ (sin θ)^{−1} po x i ∼ (cos θ)^{−1} po y. Zametim takße, qto rexenie (35) ØvlØetsØ singulØrnym na prØmoæ

– + ln δ = 0.

Pereædem k dvukratnomu darbu-“odevani¸”. Snova polagaØ zatravoqnoe rexenie ravnym nul¸, iz (33) budem imet~:

u[2] = 1 β ln 1 + M^4 2M^2 , M = λ_2φ_1χ_2 − λ_1χ_1φ_2 λ_2φ_2χ_1 − λ_1χ_2φ_1

. (36)

Pust~ vnaqale λ_k = √_{2β} γ e^{iθk} , k = 1, 2. Togda φ_k = A_ke–^k +iB_k e^−–^k ,

gde –k = –k, Ak, Bk ∈ R, a trebovanie vewestvennosti u[2] privo-

dit k uslovi¸ φ_k = χ_k. Togda (36) daet “dvuhsolitonnoe” rexe- nie u[2] = 1 β ln { 2 ( tg^2θ + v^2 tg^2θ − v^2

)_2 − 1 } , (37)

gde θ =^{θ1−θ2}_2 , v = sh (–_1 − –_2 + δ_1)/sh (–_1 + –_2 + δ_2), –_k = − √_{βγ} 2 (x sin θ_k + y cos θ_k), k = 1, 2, δ_1 =^1_2 ln |B_2A_1/(B_1A_2)|, δ_2 = 1 2 ln |A_1B_1A_2B_2|, δ_1, δ_2 – proizvol~nye postoØnnye.

RexeniØ (35) i (37) predstavlØ¸t soboæ analogi sootvetstvenno odno- i dvuhkinkovogo otvetov uravneniØ sin-Gordon v prostranstve Minkovskogo [5]. Otmetim, qto, krome togo, pri

PREOBRAZOVANIE POLMA`ERA 161

γ = 0 oni stanovØtsØ konstantami, ne udovletvorØ¸wimi (17),

t.e. v qisto “kvantovom” variante (v otsutstvii v (30) pervogo qlena) oni ne primenimy.

Pust~ teper~ znaqeniØ λ_1, λ_2 svØzany sootnoxeniem λ_1λ̄_2 =^{2β}_γ . Togda –(λ_1) = ¯–(λ_2) i trebovanie vewestvennosti privodit k ravenstvam: φ_1 = φ̄_2, χ_1 = χ̄_2, gde φ_k = A_ke–^k +B_ke^−–^k , χ_k = A_ke–^k

−B_ke^−–^k , A_k, B_k ∈ R, k = 1, 2. PodstavlØØ ih v (37), naædem qto

uB^{[2] =} = 1 β ln { 2 [ (jλ1j^2 � c)^2sh^2[2(–1_R + δ1)] � (jλ1j^2 + c) sin^2[2(–1_I + δ2)] (jλ1j^2 � c)^2sh^2[2(–1_R + δ1)] + (jλ1j^2 + c)^2 sin^2[2(–1_I + δ2)] ]2 � 1 } , (38) gde c =^{2β}_γ , δ_1, δ_2 – proizvol~nye postoØnnye, λ_1 = |λ_1|e^{iθ}, –_1 =

–1_R + i–1_I ,

–1_R = −^1_2^{( γ}_2 |λ1| +^β_{|λ1|}^) (x sin θ1 + y cos θ1),

–1_I =^1_2^{(γ}_2 |λ1| −^β_{|λ1|}^) (x cos θ1 − y sin θ1).

Rexenie (38) ØvlØetsØ analogom rexeniØ tipa “brizer” dlØ uravneniØ sin-Gordon v razmernosti (1 + 1) [5]. Oqevidno, qto ono ostaetsØ spravedlivym i pri γ = 0.

Ispol~zuØ teper~ sootnoxenie u = ln ch v, gde u i v proizvol~- nye rexeniØ uravneniæ (30) i (20) sootvetstvenno, a takße (35), poluqim “odnokinkovoe” rexenie uravneniØ sh -Gordon (β = 1,

γ = 2):

v(x, y) = ln cth^2[x sin θ + y cos θ + δ].

Tak ße, kak i (35) ono ØvlØetsØ singulØrnym. Analogiqno moßno naæti i “dvuhkinkovoe” rexenie fftogo uravneniØ:

v(x, y) = 2 ln tg θch (–_1 + –_2 + δ_2) + sh (–_1 − –_2 + δ_1) tg θch (–_1 + –_2 + δ_2) − sh (–_1 − –_2 + δ_1) . Rexenie ße tipa “brizer” fftim sposobom poluqit~ nel~zØ: rassmotrennaØ zamena v fftom sluqae ne rabotaet i uravnenie sh - Gordon nado rexat~ nezavisimo.

5. SvØz~ s model~¸ Getmanova i uravneniem Bicadze V [10] byla predloßena relØtivistski-invariantnaØ model~

162 E. X. GUTXABAX teorii polØ, kotoraØ v fflliptiqeskom variante i odnokomponentnom sluqae imeet vid: ∂ ¯∂w = −w(1 − w^2) − w∂w ¯∂w 1 − w^2

, w = w̄. (39)

Uravnenie (39) budem nazyvat~ fflliptiqeskoæ model~¸ Getmanova (blizkoe k fftomu uravnenie nedavno bylo rassmotreno v [29] dlØ kompleksnoznaqnoæ funkcii). Izvestno, qto v giperboliqeskom variante ffta model~ K� uravneni¸ sin-Gordon v prostranstve Minkovskogo [10]. Rexenie (39) legko svØzat~ s rexeniem uravneniØ (9): f = 1 − 2w^2. �to pozvolØet, v qastnosti, iz (16) poluqit~ plotnost~ proizvodØwego funkcionala dlØ (39):

F̂^{(g)} = 8(∂w ¯∂w/(w^2 − 1) + w^2).

V [30] A. V. Bicadze predloßil rassmotret~ klass sistem kvazilineænyh uravneniæ, poroßdaemyh plotnost~¸ proizvodØwego funkcionala vida

F̂^{(B)} =^m ∑ i,j=1 g_{ij}(u_1, . . . , u_n)∇u_i∇u_j, gde x ∈ R^n, g^{ij} = g^{ji} – izvestnye funkcii, i, j = 1, . . . , m, i v rØde sluqaev naxel qastnye rexeniØ. Postroennye im sistemy ime¸t priloßeniØ v teorii ferromagnetizma i gravitacii i okazyva¸tsØ blizkimi k rassmotrennym v dannoæ rabote. Pofftomu ostanovimsØ na svØzi rezul~tatov Bicadze i poluqennyh vyxe.

V skalØrnom variante uravneniØ Bicadze svodØtsØ k sledu¸- wemu [30]: Δu = − ∂_ug(u) 2g(u) (∇u)^2. (40)

Sravniv (40) s (30) pri γ = 0, β = 1, naædem, qto poslednemu sootvetstvuet vybor funkcii g v forme: g(u) = e^{2u}/(e^{2u} − 1). SopostavlØØ teper~ (40) s (9), legko naæti uslovie na funkci¸ g, privodØwee ih drug drugu i pri kotorom uravnenie Bicadze budet zavedomo integriruemym:

g(u) = exp 2 u∫ [ u 1 − u^2 − 4 1 − u^2 (∇u)^2 ] du .

PREOBRAZOVANIE POLMA`ERA 163 Rassmotrim teper~ integriruemost~ (40) pri proizvol~noæ gladkoæ funkcii g, poloßiv F̃ (u) =^1_2 ∂_u ln g (sqitaØ dlØ prostoty g > 0). DlØ fftogo vospol~zuemsØ usloviem nulevoæ krivizny (11), vybrav matricy A i B v vide: A = 1 2 ( G(u)∂u 0 0 −G(u)∂u ) , B = ( 0^{P (u)}_{2λ} −^{Q(u)}_{2λ} 0 ) , (41)

gde λ ∈ C – spektral~nyæ parametr, u = u(z, z̄), a funkcii G, P i Q opredelØ¸tsØ s pomow~¸ sootnoxeniæ ¯∂ ln G = F̃ (u) ¯∂u, ∂ ln P = G(u)∂u, ∂ ln Q = −G(u)∂u. (42) Takim obrazom, integriruemost~ uravneniØ (40) dokazana. V special~nom qastnom sluqae vybora funkcii g(u): g(u) = (e^u −

1)^2, dlØ kotorogo v [30] naædeno qastnoe rexenie, zavisØwee ot

proizvol~noæ garmoniqeskoæ funkcii, v (41), (42) budem imet~:

G(u) = e^u − 1, P (u) = exp[exp(u) − 1], Q(u) = (P (x))^{−1}.

Analogiqno fftomu, rassmatrivaØ uravnenie (30) pri γ = 0,

β > 0, netrudno videt~, qto podstanovkami u = (1/β) ln cos u_1 (u 6

0) i u = (1/β) ln ch u_2 (u ¿ 0) ono linearizuetsØ i privoditsØ k uravneniØm Laplasa ∂ ¯∂u_1 = ∂ ¯∂u_2 = 0.

6. Zakl¸qenie

Kl¸qevu¸ rol~ vo vseh postroeniØh raboty igrali normirovka vektora ⃗S i ravenstva (2). Otkaz ot pervogo iz fftih trebovaniæ privodit k obobweniØm modeli (1). Takoe obobwenie bylo vypolneno v [31] dlØ sluqaØ ⃗S^2 = α(x, y), gde α(x, y) – proizvol~- naØ funkciØ koordinat, kotoraØ moßet zaviset~ takße ot dopolnitel~nogo parametra, naprimer, ot temperatury. V sluqae

∂ ¯∂α = 0 poluqa¸weesØ uravnenie okazyvaetsØ integriruemym

i sootvetstvuet σ-modeli v iskrivlennom prostranstve. Vybor inoæ (po sravneni¸ s (2)) asimptotiki (klassiqeskogo vakuuma) privodit i k inomu sootvetstvi¸ modeleæ (sm. [32]). Uslovie ße (3) ne ØvlØetsØ ßestkim [33]: esli P_0 = ∂S · S^{−1}, Q_0 = ¯∂S · S^{−1},

det P_0 = p^2(z), det Q_0 = q^2(z̄) (p, q – proizvol~nye funkcii), to

podstanovki P_0(z, z̄) = p(z)P_1(z_1, z̄_1), Q_0(z, z̄) = q(z̄)Q_1(z_1, z̄_1),

z_1 = ∫ dzp(z), z̄_1 = ∫ dz̄q(z̄)

164 E. X. GUTXABAX ne menØ¸t vida usloviæ (3).

Esli, nakonec, predpoloßit~, qto funkciØ f(z, z̄) moßet byt~ kompleksnoznaqnoæ, a uravnenie (9) perepisat~ v neskol~ko bolee obwem vide

∂ ¯∂f = δ(1 − f^2) − f∂f ¯∂f 1 − f^2 , gde δ = i, to polagaØ f(z, z̄) = ±ish u(z, z̄), poluqim uravneniØ ±ch-Gordon: ∂ ¯∂u = ±chu, kotorye, oqevidno, takße ØvlØ¸tsØ integriruemymi.

Otmetim, qto svØz~ uravneniæ sin- i sh -Gordon s pomow~¸ preobrazovaniØ Beklunda obsußdalas~ v [34].

Ustanovlennye v rabote varianty K� rØda modeleæ na poluploskosti s model~¸ (1)–(2), strogo govorØ, nußda¸tsØ v bolee akkuratnom matematiqeskom dokazatel~stve, vkl¸qaØ demonstraci¸ perehodov ot fftih modeleæ k σ-modeli. V kaßdom konkretnom sluqae ffto moßet byt~ osuwestvleno s pomow~¸ sootvetstvu¸wih associirovannyh lineænyh zadaq i postroenii matric kalibrovoqnogo preobrazovaniØ.

Issledovanie K�, podobnoe predloßennomu v dannoæ rabote, po-vidimomu, moßno perenesti i na sluqaæ giperboliqeskih uravneniæ.

Avtor blagodaren L. M. Baskinu, V. D. Lipovskomu, V. N. Popovu, M. A. Sall¸ i A. V. Xirokovu za vnimanie k rabote i poleznye obsußdeniØ.

Literatura

1. K. Pohlmeyer, — Commun. Mat. Phys. 46 (1976 No. 3), 207. 2. H. Eichenherr, K. Pohimeyer, — Phys. Lett. 89B (1979), 76. 3. K. Pohlmeyer, K.-H. Rehren, — J. Math. Phys. 20 (1976), 2628.

4. M. G. Ceætlin, Voprosy kvantovoæ teorii polØ i statistiqeskoæ fiziki. 2. — Zap. nauqn. semin. LOMI 101 (1980), 196.

5. L. A. TahtadßØn, L. D. Faddeev, Gamil~tonov podhod v teorii solitonov. M, Nauka, 1986.

6. V. D. Lipovskiæ, A. V. Xirokov, Funkc. analiz i ego priloß.. t. 23, No. 3, 1989, s. 65.

7. E. X. Gutxabax, — Vestnik LGU, ser. fizika, himiØ (1990, No. 4), 84. 8. E. X. Gutxabax, V. D. Lipovskiæ, — TMF 104, No. 3 (1992), 258;

G. G. Varzugin, E. X. Gutxabax, V. D. Lipovskiæ, TMF, 104, No. 3 (1995), 513.

PREOBRAZOVANIE POLMA`ERA 165

9. Dß. Smart, �ffektivnoe pole v teorii magnetizma. M, Mir, 1968. 10. B. S. Getmanov, — Pis~ma v ȷ�TF 25, No. 2 (1977), 132.

11. F. Lund, T. Regge, — Phys. Rev. 14D (1976), 1524. 12. G. Jouce, D. Montgomeri, — J. Plasma Phys. 10, No. 1 (1973), 107. 13. R. Jackiw, So-Young-Pi, — Progr. Theor. Phys. Suppl. 107 (1992), 1.

14. A. I. Bobenko, — UMN 46, No. 4 (1991), 3. 15. ı. B. MovsesØnc, — ȷ�TF 91, No. 2 (1986), 493.

16. V. D. Lipovskiæ, S. S. Nikuliqev, — Vestnik LGU, ser. fizika, himiØ No. 4 (1989), 61.

17. M. V. Babiq, — Algebra i analiz 2, No. 3 (1990), 63. 18. ı. A. Markov, — TMF 91, No. 1 (1992), 129.

19. A. B. Borisov, G. G. Taluc, A. P. Tankeev G. V. Bezmaternyh,, — V sb.: “Sovremennye problemy teorii magnetizma” (1986), Kiev, Naukova dumka.

20. A. Barone, Dß. Paterno, �ffekt Dßozefsona. — Fizika i primenenie (1984), M, Mir.

21. A. B. Borisov, — Phys. Lett., A143,1,2 (1990), 52.

22. M. V. Babiq, E. X. Gutxabax, V. D. Lipovskiæ, A. V. Rybin, M. A. Sall~, A. O. Smirnov, VysokotemperaturnaØ sverhprovodimost~. — Meßved. sb.. ˝ 3 (1991), L.

23. Yu. B. Gaididei, A. S. Trofimov, — Preprint ITP-88-38E (1988), Kiev.

24. O. L. Paxaev, S. A. Sergeenkov, — Preprint OI˚I, No. P2-85-481 (1985), Dubna.

25. R. Leo, L. Martina, G. Soliani, — J. Math. Phys. 33 (1992), 1515.

26. A. D. Popov, — ˚F 55, No. 12 (1992), 3371.

27. �. G. PoznØk, A. G. Popov, — Dokl. Akad. nauk 332, No. 4 (1993), 418. 28. O. V. Kapcov, — Dokl. Akad. nauk SSSR 298 (1988), 597.

29. I. V. Barashenkov, B. S. Getmanov, — J. Math. Phys. 34, 7 (1993), 3054.

30. A. V. Bicadze, UravneniØ matematiqeskoæ fiziki. M, Nauka, 1982. 31. E. X. Gutxabax, V. D. Lipovskiæ, Voprosy kvantovoæ teorii polØ i statistiqeskoæ fiziki. — Zap. nauqn. semin. LOMI 199 (1992), 71.

32. L. Martina, O. Pashaev, G. Soliani, — Phys. Rev. B. 48, 21 (1993), 87–91. 33. V. E. Vekslerchik, — Phys. A. 27, 18 (1994), 6299–6313. 34. A. B. Borisov, V. V. Kiselyev, — Physica D. 31 (1988), 49–64.

Gutshabash E. Sh. The transformation of Pohlmeyer and (2 + 0) integrable equations of statistical physics.

Using the transformation of Pohlmeyer in euclidean space it obtained the equation, which provide the possibility to construct the wide class of two-dimensional elliptical integrable systems. The question on a gauge equivalence of this systems with nonlinear sigma-model and Getmanov and Bitzadze models is investigated. The exact solution of some equations are constructed.

Postupilo 1 marta 1996 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet