E. V. Damaskinskiæ, M. A. Sokolov q–BOZONIZACI˚ ORTOGONAL^NYH I SIMPLEKTIQESKIH KVANTOVYH GRUPP 1. Cel~ nastoØweæ zametki – ukazat~ prostoæ sposob q-

bozonizacii ortogonal~nyh i simplektiqeskih kvantovyh grupp [1]. Ona ØvlØetsØ prodolßeniem rabot [2, 3] v kotoryh byli izuqeny svoæstva gaussova razloßeniØ kvantovyh grupp i postroena q-bozonnaØ realizaciØ generatorov gruppy GL_q(n). Napomnim, vkratce, terminologi¸ rabot [1–3].

Osnovnym uravneniem R-matriqnoæ formulirovki teorii kvantovyh grupp ØvlØetsØ uravnenie

RT_1T_2 = T_2T_1R. (1)

Ono ØvlØetsØ kratkoæ zapis~¸ odnorodnyh kvadratiqnyh sootnoxeniæ na n^2 generatorov t_{ij}, (i, j = 1, 2, ..., n) kvantovoæ gruppy. �lementy qislovoæ n^2 × n^2 matricy R igra¸t rol~ strukturnyh postoØnnyh. OboznaqeniØ T_1 = T ⊗ I, T_2 = I ⊗ T , gde T = (t_{ij}) – n × n-matrica generatorov kvantovoæ gruppy, standartny dlØ R-matriqnogo formalizma [1]. V opredelenie ortogonal~nyh i simplektiqeskih kvantovyh grupp vhodit dopolnitel~noe uslovie [1] T CT^tC^{−1} = 1 = CT^tC^{−1}T, (2)

ØvlØ¸weesØ kvantovym analogom usloviæ na matricy klassiqeskih ortogonal~nyh i simplektiqeskih grupp. V sootnoxenii (2) T^t – matrica, transponirovannaØ k T , a C – qislovaØ matrica, privedennaØ (kak i sootvetstvu¸wie R-matricy), naprimer, v [1]. Gaussovo razloßenie, vpervye rassmotrennoe v [4], bylo detal~no izuqeno v [2, 3]. �to faktorizaciØ matricy generatorov T vida T = T_LT_DT_U = T_LT^{(+)} = T^{(−)}T_U . (3)

V sootnoxenii (3) T_L = (l_{ik}) – strogo nißnetreugol~naØ matrica (s edinicami na glavnoæ diagonali l_{kk} = 1); T_D = diag(A_{kk}); T_U = (u_{ik}) – strogo verhnetreugol~naØ (u_{kk} = 1); T^{(+)} = T_DT_U i T^{(−)} = T_LT_D. 166

q–BOZONIZACI˚ 167 Novye generatory, vvodimye takoæ faktorizacieæ, takße udovletvorØ¸t kvadratiqnym perestanovoqnym sootnoxeniØm:

RT^±_1 T^±_2 = T^±_2 T^±_1 R (4)

R_dT^+_1 T^−_2 = T^−_2 T^+_1 R_d (5)

T_{L1}T_{U 2} = T_{U 2}T_{L1} (6)

(drugie sootnoxeniØ, sm. v [3]). V uravnenii (5) R_d – diagonal~- naØ qast~ R-matricy R_d = diagR. Osobo otmetim, sledu¸wu¸ iz (6), kommutativnost~ generatorov l_{ik} i u_{jl}.

q-Bozonizacieæ kvantovoæ gruppy nazyva¸t realizaci¸ generatorov gruppy operatorami roßdeniØ i uniqtoßeniØ deformirovannyh oscillØtorov [5], t.e. gomomorfizm algebry funkciæ Fun_q (G) v algebru, poroßdaemu¸ generatorami {a^†_i , a_j, N_k}, i, j, k = 1, 2, . . . , N semeæstva N nezavisimyh q-oscillØtorov. �ti operatory udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

a_i a^†_j − q^{δi j} a^†_j a_i = δ_{i j} q^{−Ni} , (7)

N_ia^†_i = a^†_i (N_i + 1), N_ia_i = a_i(N_i − 1) (8)

a ostal~nye generatory kommutiru¸t.

Otmetim, qto inogda dopolnitel~no trebu¸t vypolneniØ sootnoxeniæ a_i a^†_j − q^{−δi j} a^†_j a_i = δ_{i j} q^{Ni} . (9)

Horoxo izvestno, qto v fftom sluqae algebra oscillØtora dopuskaet tol~ko fokovskie predstavleniØ, togda kak bez dopolnitel~nogo predpoloßeniØ vozmoßny predstavleniØ otliqnye ot predstavleniØ Foka [6].

DlØ kvantovyh algebr q-bozonizaciØ byla osuwestvlena v rabote [7]. DlØ kvantovyh grupp ffta zadaqa rexena tol~ko dlØ grupp serii A_n, togda kak v sluqae ortogonal~nyh i simplektiqeskih kvantovyh grupp ona imeet tol~ko qastiqnoe rexenie dlØ konkretnyh grupp mladxeæ razmernosti. �tot probel zapolnØetsØ dannoæ rabotoæ.

2. Ispol~zuØ svoæstva operatora perestanovki P : P^2 = 1I,

P A_1 P = A_2, (gde A – l¸baØ matrica), perestanovoqnye sootnoxeniØ generatorov kvantovoæ algebry [1]

R^{(+)} L^{(±)}_1 L^{(±)}_2 = L^{(±)}_2 L^{(±)}_1 R^{(+)} , R^{(+)} = P RP,

168 E. V. DAMASKINSKI`, M. A. SOKOLOV moßno zapisat~ v vide analogiqnom sootnoxeni¸ (4): R ( L^{(±)}_1 )_{−1} ( L^{(±)}_2 )_{−1} = ( L^{(±)}_2 )_{−1} ( L^{(±)}_1 )_{−1} R. (10)

Zdes~ my uqli, qto matricy L^{(±)} dlØ kvantovyh grupp klassiqeskih seriæ treugol~ny, a ih diagonal~nye fflementy, po opredeleni¸ kvantovyh algebr [1], – obratimy

diagL^{(+)} diagL^{(−)} = 1I. (11)

Pofftomu proizvol~nyæ fflement matric ( L^{(±)} )_{−1} moßet byt~ za-

pisan kak polinom po l^{(±)}_{i j} pri i ≠ j i veliqinam ( l^{(±)}_{i i} )_{−1} obrat-

nym diagonal~nym fflementam matric L^{(±)}.

Tak kak dopolnitel~nye sootnoxeniØ (2) spravedlivy i dlØ generatorov kvantovyh algebr, to imeem izomorfizm

T^{(±)} ≃ ( L^{(±)} )_{−1} . Pri fftom izomorfizme fflementam t^{(+)}_{i, i+1} , t^{(−)}_{i+1, i} borelevskih matric T^{(±)} sootvetstvu¸t fflementy l^{(+)}_{i, i+1} , l^{(−)}_{i+1, i} matric L^{(±)}, otveqa¸wie prostym kornØm nedeformirovannoæ algebry [1]:

t^{(+)}_{i, i+1} ↔ − ( l^{(+)}_{i i} )_{−1} l^{(+)}_{i, i+1} ( l^{(+)}_{i+1, i+1} )_{−1} ; t^{(−)}_{i+1, i} ↔ − ( l^{(−)}_{i+1, i+1} )_{−1} l^{(−)}_{i+1, i} ( l^{(−)}_{i i} )_{−1} . (krome fflementov t^{(+)}_{n−1, n+1} i t^{(−)}_{n+1, n−1}, sootvetstvu¸wih X^{(+)}n i X^{(−)}_n v algebre serii D_n).

Sledovatel~no, dlØ q-bozonizacii borelevskih podalgebr dostatoqno vospol~zovat~sØ realizacieæ [7] i naæti fflementy matric ( L^{(±)} )_{−1} (napomnim, qto diagonal~nye fflementy l^{(±)}_{i i} obratimy).

Poskol~ku fflementy

(T_U )_{i j} = (t_{i i})^{−1} t^{(+)}_{i j} i (T_L)_{j i} = t^{(−)}_{j i} (t_{i i})^{−1} i ≤ j,

kommutiru¸t, to dlØ q-bozonizacii vseæ kvantovoæ gruppy estestvenno ispol~zovat~ dva nezavisimyh (vzaimno kommutiru¸- wih) semeæstva q-oscillØtorov, kaßdoe iz kotoryh nado primenØt~ dlØ bozonizacii odnoæ iz borelevskih podalgebr.

q–BOZONIZACI˚ 169 Iz skazannogo vyxe sleduet, qto q-bozonizaci¸ kvantovoæ gruppy moßno rassmatrivat~ kak bozonizaci¸ dual~noæ kvantovoæ algebry, kotoraØ, v silu svoæstv kommutativnosti (6) svoditsØ k nezavisimoæ bozonizacii borelevskih podalgebr. Takim obrazom ffta zadaqa bolee prostaØ qem v sluqae kvantovyh algebr i, oqevidno, dopuskaet bol~xu¸ svobodu v vybore rexeniæ.

3. Potrebuem, qtoby fflementy ui, i+1 i li+1, i strogo treugol~-

nyh matric T_U i T_L, sootvetstvu¸wie generatoram X^{(±)}_i deformirovannyh algebr, udovletvorØli deformirovannym toßdestvam Serra [1] (zdes~ i = 1, 2, ..., n−1 dlØ serii A_{n−1}, i = 1, 2, ..., n dlØ serii B_n i C_n, a v sluqae serii D_n generatoram X^{(±)}n sootvetstvu¸t fflementy u_{n−1, n+1} i l_{n+1, n−1}).

Poloßim T_D = T^{(−)}_D T^{(+)}_D , tak qto

T^{(+)}_{D1} T_{L2} = T_{L2}T^{(+)}_{D1} i T^{(−)}_{D1} T_{U 2} = T_{U 2}T^{(−)}_{D1} ,

i opredelim M^{(+)} = T^{(+)}_D T_U i M^{(−)} = T^L T^{(−)}_D . Togda imeet mesto sootnoxenie [4] M^{(+)}_1 M^{(−)}_2 = M^{(−)}_2 M^{(+)}_1 . (12)

Perestanovoqnye sootnoxeniØ v borelevskih podgruppah budut vypolneny esli potrebovat~ spravedlivost~ sootnoxeniæ

[m^{(±)}_{i i} , m^{(±)}_{j j} ] = 0;

m^{(+)}_{i i} , m^{(+)}_{j, j+1} = q^{d(δi j −δi, j+1} m^{(+)}_{j, j+1} m^{(+)}_{i i} ; (13)

m^{(−)}_{i i} , m^{(−)}_{j+1, j} = q^{d(δi j −δi, j+1} m^{(−)}_{j, j+1} m^{(−)}_{i i} ;

V fftih formulah i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., n − 1 dlØ seriæ A_{n−1} i D_n, j = 1, 2, ..., n dlØ seriæ B_n i C_n; d = 2 v serii C_n, a dlØ ostal~nyh d = 1. Krome togo dlØ serii D_n dopolnitel~no imeem

m^{(+)}_{k k} , m^{(+)}_{n−1, n+1} = qm^{(+)}_{n−1, n+1} m^{(+)}_{k k} ;

m^{(−)}_{k k} , m^{(−)}_{n+1, n−1} = qm^{(−)}_{n+1, n−1} m^{(−)}_{k k} ; (k = n − 1, n) (14)

4. Pust~ {a^†_i aj Nk} i {b^†_i bj Mk}, i = 1, 2, ....n – dva nezavisi-

myh semeæstva q-oscillØtorov. q-BozonizaciØ kvantovyh grupp

170 E. V. DAMASKINSKI`, M. A. SOKOLOV opisyvaetsØ formulami

GL_q(n) : m^{(+)}_{i i} → q^{Mi} , i = 1, ..., n m^{(+)}_{i i+1} →^λ_q q^{Mi} b^†_i b_{i+1}, i = 1, ..., n − 1 m^{(−)}_{i i} → q^{−Ni} , i = 1, ..., n m^{(−)}_{i+1 i} → qλa^†_{i+1}a_iq^{−Ni} , i = 1, ..., n − 1 (15)

V sluqae ostal~nyh grupp k sootnoxeniØm (15) nußno dobavit~ sootvetstvenno sootnoxeniØ

SO_q (2n + 1) : m^{(+)}_{n n+1} → αq^{Mn} b^†_n, m^{(−)}_{n+1 n} → βa_nq^{−Nn} ; Sp_q (2n) : m^{(+)}_{n n+1} → γq^{Mn} ( b^†_n )_2

, m^{(−)}_{n+1 n} → δ(a_n)^2q^{−Nn} ; SO_q(2n) : m^{(+)}_{n−1 n+1} → μq^{Mn}�^{1 −Mn} b^†_nb^†_{n−1}, m^{(−)}_{n+1 n−1} → νa_n a_{n−1} q^{Nn −Nn}�^1 . V fftih formulah α, ..., ν – proizvol~nye postoØnnye. Kofffficienty v zapisi generatorov m^{(+)}_{i, i+1} i m^{(−)}_{i+1, i}, i ≤ (n − 1), vybrany tak, qto pri formal~nom otoßdestvlenii operatorov a^†_i ≡ b^†_i i a_j ≡ b_j vosproizvoditsØ q-bozonizaciØ algebry sl_q (n). DlØ poluqeniØ q-bozonizacii kvantovoæ gruppy SL_q (n) dostatoqno vse fflementy m^{(±)}_{i, i} i m^{(±)}_{i, j} s |i − j| = 1 domnoßit~ na q^{<N>} pri i > j i na q^{−<M>} pri i 6 j, gde < N >=^1_n ∑_n i=1 N_i 5. DlØ pridaniØ bol~xeæ naglØdnosti opisannoæ vyxe sheme

q-bozonizacii, rassmotrim, v kaqestve primera, sluqaæ gruppy Sp_q (2n). Oboznaqim Q^N = q^{−N} + λa^† a (v sluqae kogda q-oscillØtory udovletvorØ¸t dopolnitel~nomu sootnoxeni¸ imeem Q^N = q^N ). Pust~ dalee

N^k_i = { ∑_k l=i N_l i ≤ k 0 i > k ; Q^{N ki} = k∏ l=i Q^{Nl} ;

θ̄(i) = { 1, i ≥ 0; 0, i < 0. My budem ispol~zovat~, takße, standartnye soglaxeniØ i^′ = 2n + 1 − i, λ = (q − q^{−1}). V fftih oboznaqeniØh imeem

m^{(+)}_{i i} = q^{Mi} , (i ≤ n); m^{(+)}_{i i} = q^{−M}

0_i , (i ≥ (n + 1) );

q–BOZONIZACI˚ 171

m^{(+)}_{i j} = λ q q^{Mi} Q^{M j} �1_{i+1} b^†_i b_j, (i < j ≤ n); m^{(+)}_{i j} = −λ q^{i−j} q^{−M i} 0_{(j} �1)0 b^†_j0 b_i0, ((n + 1) ≤ i < j ≤ 2n);

m^{(+)}_{i j} = λ q^{n+2−j+θ̄(j} 0_{−i)} q^{Mi} Q^{M n(i+1)} q^{−M n(j}�^{1)}0 b^†_j0 b^†_i , i ≤ n, j ≥ (n + 1);

m^{(−)}_{i i} = q^{−Ni} , (i ≤ n); m^{(−)}_{i i} = q^{Ni}0 , (i ≥ (n + 1) ); m^{(−)}_{i j} = −qλa^†_i a_j q^{N i} �1_j , (j < i ≤ n); m^{(−)}_{i j} = λ q^{i−j} a_i0 a^†_j0 Q^{N (j+1)} 0 (i�1)0 q^Nj0 , (i > j ≥ (n + 1); m^{(−)}_{i j} = λ q^{i−n−2+θ̄(i} 0_{−j)} a_i0 a_jQ^{N n(i}�^{1)}0^{−N nj} , 1 ≤ j ≤ i ≤ 2n;

Otmetim, qto v naxih oboznaqeniØh ffti formuly pri i, j ≤ n opisyva¸t q-bozonizaci¸ kvantovoæ gruppy GL_q(n).

Blagodarnosti.

Avtory priznatel~ny P. P. Kulixu i V. D. LØhovskomu za poleznye obsußdeniØ.

Rabota vypolnØlas~ pri qastiqnoæ podderßke RFFI (grant 95-01-00569-a).

Literatura

1. N. ı. Rexetihin, L. A. Tahtadßan, L. D. Faddeev, — Algebra i Analiz 1 (1989), 178–206.

2. E. V. Damaskinsky and M. A. Sokolov, Some remarks on the Gauss decomposition of the quantum group GLq (n) with application to q-bosonization. — J. Phys. A. 28 (1995), 3725–3732.

3. E. V. Damaskinskiæ, P. P. Kulix, M. A. Sokolov, RazloßeniØ Gaussa kvantovyh grupp i supergrupp. — Zap. nauqn. semin. POMI 224 (1995), 155–177.

4. L. D. Faddeev, N. Yu. Reshetikhin, L. A. Takhtajan, Quantum groups. Braid group, Knot theory and Statistical Mechanics, C.N.Yang, M.-L.Ge (Eds.), World Sci. (1989), 97–110.

5. E. V. Damaskinskiæ, P. P. Kulix, Deformirovannye oscillØtory i ih priloßeniØ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 189 (1991), 37–74.

6. P. P. Kulix, — TMF 86, No. 1, (1991), 158–160G. Rideau , Lett. Math.

Phys., 24, 147–153 (1992) .

7. T. Hayashi, — Commun. Math. Phys. 127 (1990), 129–144.

172 E. V. DAMASKINSKI`, M. A. SOKOLOV Damaskinsky E. V., Sokolov M. A. q-Bosonization of orthogonal and symplectic quantum groups.

On the basis of the Gauss decomposition q-bosonization procedure is developed for orthogonal and symplectic quantum groups

Postupilo 1 oktØbrØ 1996 g. Voennyæ inßenernyæ stroitel~nyæ institut

S.-Peterburgskiæ institut maxinostroeniØ