A. G. Izergin, E. Kar~Ølaænen, N. A. Kitanin INTEGRIRUEMYE URAVNENI˚ DL˚ STATSUMMY XESTIVERXINNO` MODELI

NeodnorodnaØ xestiverxinnaØ model~ byla vvedena i rexena v termodinamiqeskom predele, v sluqae periodiqeskih graniqnyh usloviæ Baksterom v rabote [1]. My budem rassmatrivat~ statsummu xestiverxinnoæ modeli na koneqnoæ kvadratnoæ rexetke pri drugih graniqnyh usloviØh, kotorye obyqno nazyva- ¸t usloviØmi domennoæ stenki. �ta statsumma byla vvedena i issledovana v rabote [2], gde dlØ nee byli poluqeny rekurrentnye sootnoxeniØ. V rabote [3] ffti rekurrentnye sootnoxeniØ byli rexeny; rexenie imeet vid opredelitelØ matricy s razmernost~¸, ravnoæ razmernosti rexetki (sm. takße rabotu [4], gde podrobno izloßeny rezul~taty rabot [3, 2]).

NeodnorodnaØ xestiverxinnaØ model~ formuliruetsØ sledu- ¸wim obrazom. V kaßdom uzle vozmoßny xest~ konfiguraciæ strelok vhodØwih i vyhodØwih iz uzla, takih qto qislo vhodØwih i vyhodØwih strelok odinakovo. Kaßdoæ konfiguracii c sootvetstvuet statistiqeskiæ ves w_i, priqem konfiguracii poluqa¸wiesØ drug iz druga oborotom vseh strelok ime¸t odinakovye vesa

a b c.

a ≡ w_1 = w_2, b ≡ w_3 = w_4, c ≡ w_5 = w_6. (1) 207

208 A. G. IZERGIN, E. KAR^˚LA`NEN, N. A. KITANIN Statsumma modeli vyraßaetsØ qerez statistiqeskie vesa

a, b, c sledu¸wim obrazom Z = ∑ a^{na} b^{nb} c^{nc} , (2) gde summirovanie vedetsØ po vsem vozmoßnym konfiguraciØm, a

n_j – qislo uzlov tipa j.

UsloviØ domennoæ stenki sostoØt v tom, qto na verhneæ i nißneæ granicah vse strelki napravleny vnutr~, a na pravoæ i levoæ – narußu.

V neodnorodnom sluqae statistiqeskie vesa menØ¸tsØ ot uzla k uzlu. VvodØtsØ dva mnoßestva spektral~nyh parametrov {λ_α} i

{ν_k}. Takim obrazom statistiqeskie vesa v uzle s koordinatami

α i k (α – ffto nomer stroki, a k – nomer stolbca) zavisØt ot pary spektral~nyh parametrov (λ_α, ν_k).

Statsumma neodnorodnoæ modeli vyqislØetsØ pri sledu¸weæ parametrizacii

a(λ_α, ν_k) = sh (λ_α − ν_k + iη)

b(λ_α, ν_k) = sh (λ_α − ν_k − iη)

c(λ_α, ν_k) = −i sin(2η). (3) V rabotah [2–4] dlØ vyqisleniØ statsummy primenen kvantovyæ metod obratnoæ zadaqi. V rezul~tate kak v odnorodnom tak i v neodnorodnom sluqae poluqeno predstavlenie dlØ statsummy v vide determinanta. V neodnorodnom sluqae statsumma vyraßaetsØ sledu¸wim obrazom

Z_N = (−1)^N N∏ α=1 N∏ k=1 sh (λ_α − ν_k − iη)sh (λ_α − ν_k + iη) ∏ α<β sh (λ_α − λ_b) ∏ k<1 sh (ν_l − ν_k) det_N M, (4)

gde matrica M imeet vid M_{α,k} = i sin 2η sh (λ_α − ν_k − iη)sh (λ_α − ν_k + iη)

. (5)

V polnost~¸ odnorodnom sluqae, kogda λ_1 = . . . = λ_N ≡ λ i

ν_1 = . . . = ν_N ≡ ν, poluqeno sledu¸wee vyraßenie dlØ statsummy

Z_N =

(i sin 2η)^N det H

ϕ^{N2} (x)

[_N�_1 ∏ k=1 k! ]_2 , (6)

INTEGRIRUEMYE URAVNENI˚ DL˚ STATSUMMY 209 gde vvedeny sledu¸wie oboznaqeniØ: x = λ − ν,

ϕ(x) = (sh (x − iη)sh (x + iη))�^1,

a matrica H zadaetsØ sledu¸wim obrazom H_{α,k} = d^{α+k}�^2 dx^{α+k}�^2 ϕ(x). (7) Vozmoßno takße poluqit~ predstavlenie dlØ statsummy v qastiqno odnorodnom sluqae, kogda sovpada¸t tol~ko nekotorye spektral~nye parametry. Snaqala my dlØ primera privedem vyraßenie dlØ statsummy v qastnom sluqae, kogda λ_1 = . . . = λ_n ≡

λ_1, λ_{n+1} = . . . = λ_N ≡ λ_2 i ν_1 = . . . = ν_N ≡ ν. V fftom sluqae dlØ

statsummy poluqim

Z_N =

(−i sin 2η)^N det_N F

ϕ^{nN} (x_1)ϕ^{(N}�^{n)N} (x_2)sh^{n(N}�^{n)}(x_1 − x_2)^N

�1_∏ α=1 [α!] N�n�1_∏ α=1 [α!]

, (8)

gde x_1 = λ_1 − ν, x_2 = λ_2 − ν, a matrica F zadaetsØ sledu¸wim obrazom F_{α,k} = d^{α+k}�^2 dx^{α+k}�^2 1 ϕ(x_1), α 6 n F_{α,k} = d^{α+k}�^n dx^{α+k}�^2�^n 2 ϕ(x_2), a > n (9)

V naibolee obwem qastiqno odnorodnom sluqae statsumma modeli vyqislØetsØ po formule Z_N (n_1, . . . , n_K , m_1, . . . , M_L, λ_1, . . . , λ_K , ν_1, . . . , ν_L) = = (−i sin 2η)^N K∏ k=1 L∏ l=1 ϕ�nkml_{(λk − νl)}^∏ k16=k2^{sh} �nk_1 nk_{2 (λk1 − λk2 )×}

× ∏ l16=l2^{sh} �nl_1 nl_{2 (νl1 − νl2 )}^{K∏} k=1 [_{nk}�_1 ∏ α=1 α! ]�1_{L∏} l=1 m_l�1∏

β=1 β! �1 det_N F,

(10) gde vypolneny sledu¸wie usloviØ na n_i i m_j K∑ k=1 n_k = L∑ l=1 m_l = N,

210 A. G. IZERGIN, E. KAR^˚LA`NEN, N. A. KITANIN a matrica F zadaetsØ sledu¸wim obrazom: esli a popadaet v promeßutok^k 0∑ k=0 n_k < a 6^k

0+1∑ k=0 n_k, a b popadaet v promeßutok^l 0∑ l=0 < b 6^{l0 +1∑}_{l=0} ml (n0 = m0 = 0, k^0 i l^0 prinima¸t znaqeniØ ot 0 do K − 1

i L − 1 sootvetstvenno), to matriqnye fflementy F_{a,b} ime¸t vid

F_{a,b} = (−1)^b�^{m0}

∂^a�^{n0} ∂λ^a�^{n0}_k0

∂^b�^{m0} ∂ν^b�^{m0}_l0 ϕ(λ_k0 − ν_l0 ) (11) gde n0_=^{k0∑} k=0 n_k, m0 = l^0∑

l=0 m_l 1. Odnorodnyæ sluqaæ i uravnenie Tody Rezul~taty, kasa¸wiesØ odnorodnogo sluqaØ, byli nedavno opublikovany [6]. Analogiqnye rezul~taty byli ranee poluqeny dlØ drugoæ modeli v rabote [5]. Oni osnovyva¸tsØ na svoæstve determinantov matric tipa (7), kotoroe bylo dokazano ewe v proxlom veke v rabote [7]. Vvedem oboznaqenie S(N.x) = det_N M. UpomØnutoe svoæstvo funkcii S(N, x) sostoit v tom, qto ona udovletvorØet uravneni¸

d^2 dx^2 ln S(N, x) = S(N + 1, x)S(N − 1, x) S(N, x) . (12)

Netrudno zametit~, qto funkciØ σ(N, x) = ln S(N + 1, x) S(N, x) udovletvorØet uravneni¸ Tody

d^2 dx^2 σ(N, x) = exp(σ(N + 1, x) − σ(N, x)) − exp(σ(N, x) − σ(N − 1, x)). (13) Sleduet otmetit~, qto rol~ vremeni v uravnenii Tody, v naxem sluqae igraet spektral~nyæ parametr xestiverxinnoæ modeli.

INTEGRIRUEMYE URAVNENI˚ DL˚ STATSUMMY 211 Privedem kratkoe dokazatel~stvo formuly (12). Rassmotrim nabor iz N proizvol~nyh ne obrawa¸wihsØ v nol~ gladkih funkciæ ϕ_1, . . . , ϕ_N . Vvedem oboznaqenie

W_N (ϕ_1, . . . , ϕ_N ) ≡ det_N W

W_{j,k} = d^j dx^j ϕ_k(x). Netrudno dokazat~, qto vypolnØetsØ sledu¸wee rekurrentnoe sootnoxenie

W_N (ϕ_1, . . . , ϕ_N ) = ϕ^N_1 W_N�_1 (( ϕ_2 ϕ_1 )0_{, . . .}^(_{ϕN} ϕ_1 )0^)_. (14)

ProdolßaØ fftu proceduru, poluqim dlØ W_N

W_N (ϕ_1, ϕ_N ) = ϕ^N_1 N∏ j=2 U^N�^{j+1} j (ϕ1, . . . , ϕ_j), (15) gde U_1(ϕ) = ϕ,

U_j (ϕ_1, ϕ_j) = [ U_j�_1(ϕ_1, . . . , ϕ_j�_2, ϕ_j) U_j�_1(ϕ_1, . . . , ϕ_j�_2, ϕ_j�_1) ]0_. (16)

Iz (15) vidno, qto funkciØ U_{N+1} moßet byt~ vyraßena qerez vronskiany W sledu¸wim obrazom

U_{N+1}(u_1, . . . , u_{N+1}) =

W_{N+1}(u_1, . . . , u_{N+1})W_N�_1(u_1, . . . , u_N�_1) [W_N (u1, . . . , u_N )]2 . (17) Vyqislim teper~ vtoru¸ logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ funkcii W_N

d^2 dx^2 ln W_N (ϕ1, . . . , ϕ_N ) = d dx N∑ j=1 W_N (ϕ_1, . . . , ϕ̂_j, . . . , ϕ_N , ϕ0_j) W_N (ϕ_1, . . . , ϕ̂_j, . . . , ϕ_N , ϕ_j) , (18)

gde^^ϕ_j oboznaqaet otsutstvu¸wiæ stolbec ϕ_j . Vospol~zovavxis~

212 A. G. IZERGIN, E. KAR^˚LA`NEN, N. A. KITANIN formuloæ (17) poluqim

d^2 dx^3 ln W_N (ϕ1, . . . , ϕ_N ) =

N∑ j=1 W_{N+1}(ϕ_1, . . . , ϕ_j, ϕ0_j, . . . , ϕ_N )W_N�_1(ϕ_1, . . . , ϕ̂_j, . . . , ϕ_N ) [W_N (ϕ1, . . . , ϕ_N )]2

(19)

Esli teper~ my predpoloßim, qto

ϕ_k(x) = d^k�^1 dx^k�^1 ϕ(x), to vse slagaemye v (19), krome poslednego, budut ravny nul¸ i my poluqim uravnenie (12).

2. Neodnorodnyæ sluqaæ i uravnenie Hiroty Rassmotrim teper~ statsummu v neodnorodnom sluqae i vospol~zuemsØ tak nazyvaemoæ formuloæ ˚kobi dlØ determinantov (sm., naprimer, [9]). Pust~ u_1, . . . , u_N proizvol~nyæ nabor funkciæ zadannyh na rexetke. Rassmotrim determinant

W_n(u_1, . . . , u_n; l + 1) = ϵ_{k1}u_1(l + k_1) . . . u_n(l + k_n). (20)

�tot determinant moßno perepisat~ v sledu¸wem vide

W_n(u_1, . . . , u_n; l) = ϵ_{k1...kn} D^{kn} �^1u_1(l) . . . D^{k1}�^1u_n(l), (21) gde Df(k) = f(k + 1) − f(k). (22)

Posle nesloßnyh preobrazovaniæ poluqim rekurrentnoe sootnoxenie

W_n(u_1, . . . , u_n; l + 1) = [_n ∏ k=1 u_1(l + k) ] W_n�_1 ( D u_2 u_1 , . . . , D u_n u_1

; l + 1 ) . (23) ProdolßnaØ fftu proceduru, poluqim dlØ W_n

W_n(u_1, . . . , u_n; l + 1) = n∏ j=1 n�j+1_∏ k=1 U_j (u_1, . . . , u_j; l + k), (24)

INTEGRIRUEMYE URAVNENI˚ DL˚ STATSUMMY 213 gde U_1(u) = u

U_j (u_1, . . . , u_j; l + k) = D

U_j�_1(u_1, . . . , u_j�_2, u_j, l + k) U_j�_1(u_1, . . . , u_j�_2, u_j�_1; l + k) . (25)

Iz vyraßeniØ (24) sledu¸t sledu¸wie dva ravenstva

U_{n+1}(u_1, . . . , u_{n+1}; l + 1) = = W_{n+1}(u_1, . . . , u_{n+1}; l + 1)W_n�_1(u_1, . . . , u_n�_1; l + 2) W_n(u_1, . . . , u_n; l + 1)W_n(u_1, . . . , u_n; l + 2)

(26)

W_n(u_2, . . . , u_{n+1}; l + 1) W_n(u_1, . . . , u_n; l + 1)

= (−1)^n�1

U_n(u_2, . . . , u_{n+1}; l + 1) U_n(u_2, . . . , u_n, u_1; l + 1)

. (27)

Iz formul (25) i (27) vidno, qto funkciØ U_{n+1}(u_1, . . . , u_{n+1}; l +1) moßet byt~ zapisana kak raznost~ D otnoxeniæ dvuh determinantov W_n. Sledovatel~no, vypolnØetsØ sledu¸wee raznostnoe uravnenie W_{n,k+1,l+1}W_{n,k,l} − W_{n,k+1,l}W_{n,k,l+1} = W_{n+1,k,l}W_n�_{1,k+1,l+1}, (28) gde W_{n,k,l} = W_n(u_k, . . . , u_{k+n}�_1; l). (29) Vyraßenie (28) i est~ toßdestvo ˚kobi dlØ determinantov. Esli teper~ my podstavim u_k(α) = ϕ(λ_α − ν_k), to poluqim uravnenie dlØ statsummy (toqnee dlØ ee determinantnoæ qasti) v neodnorodnom sluqae.

Vaßno otmetit~ takße, qto uravnenie (28) ØvlØetsØ odnoæ iz vozmoßnyh form zapisi uravneniØ Hiroty [8]. SvØz~ uravneniØ Hiroty s kvantovym metodom obratnoæ zadaqi byla prodemonstrirovana v rabote [10]. Zdes~ my poluqili ewe odin primer, svØzyva¸wiæ uravnenie Hiroty s kvantovymi modelØmi.

3. Qastiqno odnorodnyæ sluqaæ

V qastiqno odnorodnom sluqae takße vozmoßno postroit~ uravneniØ dlØ statsummy, no v otliqie ot dvuh predyduwih primerov ffti uravneniØ uße ne budut integriruemymi.

Rassmotrim snaqala qastnyæ sluqaæ, kogda statsumma vyraßaetsØ po formule (8). Ispol~zuØ formulu (19) netrudno pokazat~, qto funkciØ

S_2(n, N ) = det_N F

214 A. G. IZERGIN, E. KAR^˚LA`NEN, N. A. KITANIN udovletvorØet uravneni¸ ( ∂ ∂x_1 +^∂_{∂x2}

)_2 ln S2(n, N, x1, x2) =

= S_2(n + 1, N + 1, x_1, x_2)S_2(n − 1, N − 1, x_1, x_2) S_2(n, N, x_1, x_2)^2 + + S_2(n, N + 1, x_1, x_2)S_2(n, N − 1, x_1, x_2) S_2(n, N, x_1, x_2)^2

(30)

V naibolee obwem qastiqno odnorodnom sluqae vypolnØ¸tsØ sledu¸wie uravneniØ dlØ funkcii

R(n_1, . . . , n_K , m_1, . . . , m_L,{λ_k},{ν_l})≡ det_N F, (gde matrica F zada-

na po formule (11)): R(n_1, . . . , n_K, m_1, . . . , m_L, {λ_k}, {ν_l})×

× (_K ∑ k=1 ∂ ∂λ_k − L∑ l=1 ∂ ∂ν_1 )_2 R(n_1, . . . , n_K, m_1, . . . , m_L, {λ_k}, {ν_l} =

= K∑ k=1 L∑ l=1 R(n_1,. . . ,n_k + 1, . . . , n_K, m_1,. . . ,m_l + 1,. . . ,m_L, {λ_k}, {ν_l})×

×R(n_1,. . . ,n_k − 1,. . . ,n_K, m_1,. . . ,m_l − 1,. . . ,m_L, {λ_k}, {ν_l}). (31) Dokazatel~stvo fftogo fakta osnovyvaetsØ takße na formule (19). �ti uravneniØ, ØvlØØs~ v nekotorom smysle K + L + 1- mernym obobweniem uravneniØ Tody, v otliqii ot nego neintegriruemy.

My priznatel~ny L. D. Faddeevu za obsußdeniØ. �ta rabota podderßana grantom Meßdunarodnogo Nauqnogo Fonda N

R3C300, a takße Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledo-

vaniæ (proekt N 95–01–00476a).

Literatura

1. R. J. Baxter, — Phil. Trans. R. Soc. 289 (1978), 315–346. 2. V. E. Korepin, — Comm. Math. Phys. 86 (1982), 391–418.

3. A. G. Izergin, — DAN SSSR 297 (1987), 331–333.

INTEGRIRUEMYE URAVNENI˚ DL˚ STATSUMMY 215

4. A. G. Izergin, D. A. Coker, V. E. Korepin, — J. Phys. A.: Math. Gen. 25 (1992), 4315–4334.

5. H. Ay-Yang, J. H. H. Perk-Physica.

6. K. Sogo, — J. Phys. Soc. Japan 62 (1993), 1887–1894. 7. J. J. Sylvester, — Compt. Rend. Acad. Sc. 54 (1862), 129, 170. 8. R. Hirota, — J. Phys. Soc. Japan 50 (1982), 4116.

9. F. R Gantmaher, TeoriØ matric. M, Nauka, 1967.

10. I. Krichever, O. Lipan, P. Weigmann A. Zabrodin, — Preprint hepth/9604080 (1996).

Isergin A. G., Karjalainen E., Kitanine N. A. Integrable equations for the partition function of the six vertex model.

The partition function of the six vertex model with the domain wall boundary condition is considered in the homogeneous and inhomogeneous cases. The determinant representation allows to show that the partition function is a solution of the Toda equation in the homogeneous case and solution of the Hirota equation in the inhomogeneous case.

Postupilo 1 marta 1996 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

Institut teoretiqeskoæ fiziki Universitet g. Hel~sinki

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet