N. A. Slavnov OB ODNOM TOȷDESTVE DL˚ DUAL^NYH POLE`

Vvedenie

V nastoØweæ rabote my rassmatrivaem nekotorye voprosy algebraiqeskogo anzaca Bete, svØzannye s metodom dual~nyh poleæ. Vspomogatel~nye kvantovye operatory – dual~nye polØ – vpervye byli vvedeny v rabote [1]. S pomow~¸ fftoæ konstrukcii udalos~ poluqit~ kompaktnye determinantnye formuly dlØ korrelØcionnyh funkciæ kvantovyh integriruemyh modeleæ (sm., naprimer, monografi¸ [2]).

Uße v pervoæ rabote, posvØwennoæ dannomu metodu, bylo zameqeno, qto v nekotoryh sluqaØh dual~nye polØ da¸t nulevoæ vklad v koneqnyæ rezul~tat. Takoe nabl¸denie osnovyvalos~ na sravnenii formul, poluqennyh s pomow~¸ metoda dual~nyh poleæ, s rezul~tatami, poluqennymi v ramkah drugih podhodov, odnako prØmogo dokazatel~stva dano ne bylo. V nastoØweæ rabote my ustanavlivaem toßdestvo, pozvolØ¸wee iskl¸qit~ vspomogatel~nye kvantovye operatory iz determinantnyh formul, opisyva¸wih nekotorye vaßnye qastnye sluqai skalØrnyh proizvedeniæ.

1. Dual~nye polØ

Rassmotrim nekotoru¸ obobwennu¸ integriruemu¸ model~, kotoraØ moßet byt~ rexena v ramkah algebraiqeskogo anzaca Bete. Matrica monodromii takoæ modeli

T (λ) = ( A(λ) B(λ) C(λ) D(λ) ) (1.1)

obladaet starxim vektorom |0⟩, ime¸wim sledu¸wie svoæstva: A(λ)|0⟩ = a(λ)|0⟩, D(λ)|0⟩ = d(λ)|0⟩, C(λ)|0⟩ = 0. (1.2) 270

OB ODNOM TOȷDESTVE 271

Analogiqnymi svoæstvami obladaet soprØßennyæ vektor ⟨0|: ⟨0|A(λ) = a(λ)⟨0|, ⟨0|D(λ) = d(λ)⟨0|, ⟨0|B(λ) = 0. (1.3) ˚vnyæ vid funkciæ a(λ) i d(λ), vhodØwih v formuly (1.2), (1.3) ØvlØetsØ nesuwestvennym.

Kommutacionnye sootnoxeniØ meßdu matriqnymi fflementami matricy monodromii, kak obyqno, zada¸tsØ s pomow~¸ Rmatricy: R(λ, μ) ( T (λ) ⊗ T (μ) ) = ( T (μ) ⊗ T (λ) ) R(λ, μ), (1.4) gde R(λ, μ) = f(μ, λ) 0 0 0

0 g(μ, λ) 1 0 0 1 g(μ, λ) 0 0 0 0 f(μ, λ)

. (1.5)

My budem rassmatrivat~ sluqaæ racional~noæ R-matricy: f(μ, λ) = μ − λ + ic μ − λ , g(μ, λ) = ic μ − λ . (1.6)

Zdes~ c – proizvol~naØ konstanta, fiziqeskiæ smysl kotoroæ zavisit ot konkretnoæ modeli. Udobno takße vvesti ewe dve funk- cii h(μ, λ) = f(μ, λ) g(μ, λ) = μ − λ + ic ic , t(μ, λ) = g(μ, λ) h(μ, λ) = − c^2 (μ − λ)(μ − λ + ic) . (1.7)

Sobstvennye funkcii transfermatricy τ (λ) = trT (λ) = A(λ) + D(λ) (ØvlØ¸wiesØ odnovremenno sobstvennymi funkciØmi integralov dvißeniØ rassmatrivaemoæ modeli) stroØtsØ s pomow~¸ operatorov B(λ): |Ψ_N ({λ})⟩ = N∏ j=1 B(λ_j )|0⟩, N = 0, 1, . . . SoprØßennye sobstvennye funkcii stroØtsØ analogiqno s pomow~¸ operatorov C(λ) ⟨Ψ_N ({λ})| = ⟨0| N∏ j=1 C(λ_j), N = 0, 1, . . .

272 N. A. SLAVNOV

Pri fftom v oboih sluqaØh parametry {λ} dolßny udovletvorØt~ sisteme uravneniæ Bete

a(λ_j ) d(λ_j ) N∏ k=1_k6=_j f(λ_j , λ_k) f(λ_k, λ_j) = 1, j = 1, . . ., N. (1.8) Issledovanie korrelØcionnyh funkciæ v ramkah algebraiqeskogo anzaca Bete vo mnogom opiraetsØ na svoæstva skalØrnyh proizvedeniæ, kotorye opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom: S_N ({μ}, {λ}) = ⟨0| N∏ j=1 C(μ_j) N∏ j=1 B(λ_j )|0⟩. Zdes~ {μ} i {λ} – dva nabora, kaßdyæ iz kotoryh soderßit po N proizvol~nyh kompleksnyh qisel (N = 1, 2 . . .). V rabote [1] bylo naædeno ves~ma krasivoe i kompaktnoe vyraßenie dlØ skalØrnyh proizvedeniæ v vide srednego ot determinanta matricy porØdka N , soderßaweæ vspomogatel~nye kvantovye operatory – dual~nye polØ. Dadim kratkoe opisanie fftoæ konstrukcii.

Rassmotrim qetyre operatora p_A(λ), p_D(λ), q_A(λ) i q_D(λ), zavisØwih ot kompleksnoæ peremennoæ λ i deæstvu¸wih vo vspomogatel~nom fokovskom prostranstve tak, qto p_{A,D}(λ)|0) = 0, (0|q_{A,D}(λ) = 0. Nenulevye kommutacionnye sootnoxeniØ da¸tsØ formulami

[p_A(λ), q_A(μ)] = ln h(μ, λ), [p_D(λ), q_D(μ)] = ln h(λ, μ).

Vakuumnyæ vektor |0) normirovan na edinicu. Dual~nymi polØmi Φ_A(λ) i Φ_D(λ) nazyva¸tsØ lineænye kombinacii operatorov p i q: Φ_A(λ) = q_A(λ) + p_D(λ), Φ_D(λ) = q_D(λ) + p_A(λ).

Legko proverit~, qto dual~nye polØ kommutiru¸t drug s drugom.

Sformuliruem teper~ osnovnoæ rezul~tat raboty [1]. SkalØrnoe proizvedenie (1.9) moßet byt~ predstavleno v vide srednego vo vspomogatel~nom fokovskom prostranstve S_N ({μ}, {λ}) ∏_N m=1 d(μ_m)d(λ_m) = N∏ m>l [g(μ_m, μ_l)g(λ_l, λ_m)](0|det_N G_{jk}|0), (1.10)

OB ODNOM TOȷDESTVE 273 gde G_{jk} = a(μ_j) d(μ_j) t(μ_j , λ_k)e^{ΦA(μj )+ΦD (λk)} + a(λ_k) d(λ_k) t(λ_k, μ_j)e^{ΦA(λk)+ΦD (μj )}. (1.11) Nesloßno Øvno vyqislit~ srednee v pravoæ qasti (1.10), odnako poluqa¸weesØ pri fftom vyraßenie okazyvaetsØ dostatoqno gromozdkim i malo prigodnym dlØ ispol~zovaniØ. V sledu¸- wem razdele my dokaßem, qto, blagodarØ ves~ma netrivial~nomu toßdestvu, kotoromu udovletvorØ¸t dual~nye polØ, v nekotoryh qastnyh sluqaØh udaetsØ poluqit~ determinantnye formuly dlØ skalØrnyh proizvedeniæ, ne soderßawie vspomogatel~- nyh kvantovyh operatorov.

2. Toßdestvo dlØ dual~nyh poleæ Rassmotrim dve matricy M^ϕ i M^0 porØdka N M^ϕ_{jk} = t(ν_k, μ_j)e^{ΦA(νk)−ΦA(μj )} + ξ_kt(μ_j, λ_k)e^{ΦD (λk)−ΦD (μj )}, (2.1) M^0_{jk} = t(ν_k, μ_j) + ξ_kt(μ_j , λ_k). (2.2) Zdes~ {λ}, {μ}, {ν} i {ξ} – proizvol~nye kompleksnye qisla. Matrica M^ϕ zavisit ot dual~nyh poleæ Φ_A i Φ_D. Legko videt~, qto esli poloßit~ v (2.1) dual~nye polØ ravnymi nul¸, to matrica M^ϕ perehodit v M^0.

Theorem 2.1. DlØ proizvol~nogo natural~nogo N i dlØ proizvol~-

nyh kompleksnyh qisel ν_1, . . ., ν_N ∈ C, λ_1, . . . , λ_N ∈ C, μ_1, . . . , μ_N ∈ C, ξ_1, . . . , ξ_N ∈ C, spravedlivo sledu¸wee toßdestvo:

(0|det_N M^ϕ_{jk}|0) = det_N M^0_{jk}. (2.3)

Dokazatel~stvo. Vvedem oboznaqeniØ Δ^ϕ_N ({μ}, {ν}, {λ}, {ξ}) = (0|det_N M^ϕ_{jk}|0), (2.4) Δ^0_N ({μ}, {ν}, {λ}, {ξ}) = det_N M^0_{jk} (2.5) i rassmotrim svoæstva funkciæ Δ^ϕ_N i Δ^0_N .

274 N. A. SLAVNOV

Svoæstvo 1. Obe funkcii Δ^ϕ_N i Δ^0_N ØvlØ¸tsØ racional~nymi funkciØmi argumentov {μ}, {λ}, {ν} i lineæny po peremennym {ξ}. Svoæstvo 2. Obe funkcii Δ^ϕ_N i Δ^0_N antisimmetriqny pri zamene μ_a ↔ μ_b i pri zamene troek (λ_a, ν_a, ξ_a) ↔ (λ_b, ν_b, ξ_b), a, b = 1, . . . , N . Svoæstvo 3. Pri μ_1 → ∞ i fiksirovannyh ostal~nyh argumentah

Δ^ϕ_N ∼ μ^{−2}_1 , Δ^0_N ∼ μ^{−2}_1 . (2.6)

VtoraØ iz privedennyh formul oqevidna, tak kak t(μ_1, ·) ∼ μ^{−2}_1 pri μ_1 → ∞. DlØ togo, qtoby dokazat~ pervoe utverßdenie, neobhodimo proverit~, qto dual~nye polØ ne vliØ¸t na asimptotiku funkcii Δ^ϕ_N . Zametim, qto matriqnye fflementy M^ϕ_{jk} soderßat dual~nye polØ tol~ko v dvuh kombinaciØh: Φ_A(ν_k) − Φ_A(μ_j ) i Φ_D(λ_k) − Φ_D(μ_j ). Pofftomu pri μ_1 → ∞ my imeem e^{−pD (μ}1^)e^{ΦA(νk)−ΦA(μj )} = e^{ΦA(νk)−ΦA(μj )}e^{−pD (μ}1^), e^{−pA(μ}1^)e^{ΦD (λk)−ΦD(μj )} = e^{ΦD (λk)−ΦD (μj )}e^{−pA(μ}1^), e^{−pD (μ}1^)e^{ΦD (λk)−ΦD(μj )} = = e^{ΦD (λk)−ΦD (μj )}e^{−pD (μ}1^) h(μ_1, μ_j) h(μ_1, λ_k) → e^{ΦD (λk)−ΦD(μj )}e^{−pD (μ}1^), e^{−pA(μ}1^)e^{ΦA(νk)−ΦA(μj )} = = e^{ΦA(νk)−ΦA(μj )}e^{−pA(μ}1^) h(μ_j , μ_1) h(ν_k, μ_1) → e^{ΦA(νk)−ΦA(μj )}e^{−pA(μ}1^). Analogiqnye formuly verny i dlØ perestanovoqnyh sootnoxeniæ operatorov e^{qA(μ}1^) i e^{qD (μ}1^). Takim obrazom, my vidim, qto pri μ_1 → ∞ vspomogatel~nye kvantovye operatory, zavisØwie ot μ_1, kommutiru¸t so vsemi ostal~nymi matriqnymi fflementami. Sledovatel~no, oni ne vliØ¸t na asimptotiku funkcii

Δ^ϕ_N .

V silu svoæstva 2, funkcii Δ^ϕ_N i Δ^0_N ime¸t toqno takoe ße asimptotiqeskoe povedenie, esli k beskoneqnosti stremitsØ l¸- boe drugoe μ_j iz nabora {μ}.

Svoæstvo 4. Δ^ϕ_1 = Δ^0_1.

OB ODNOM TOȷDESTVE 275

Svoæstvo 5. Obe funkcii Δ^ϕ_N i Δ^0_N ime¸t pol¸sy pervogo porØdka v toqkah μ_a = ν_b, μ_a = ν_b + ic, μ_a = λ_b, μ_a = λ_b − ic, a, b =

1, . . . , N (sm. opredelenie funkcii t(λ, μ)). Vyqety v pol¸sah μ_a = ν_b i μ_a = λ_b mogut byt~ vyraßeny v terminah Δ^ϕ_{N−1} i Δ^0_{N−1}:

Δ^ϕ_N | | | | |_{μa =νb} = ic(−1)^{a+b} (ν_b − μ_a) Δ^ϕ_{N−1}({μ_{j≠a}}, {ν_{k≠b}}, {λ_{k≠b}}, {ξ_{k≠b}}),

Δ^ϕ_N | | | | μ_a =λ_b = ic(−1)^{a+b} (μ_a − λ_b) Δ^ϕ_{N−1}({μ_{j≠a}}, {ν_{k≠b}}, {λ_{k≠b}}, {ξ_{k≠b}}), (2.7)

Δ^0_N | | | |_{μa =νb} = ic(−1)^{a+b} (ν_b − μ_a) Δ^0_{N−1}({μ_{j≠a}}, {ν_{k≠b}}, {λ_{k≠b}}, {ξ_{k≠b}}),

Δ^0_N | | | |_{μa =λb} = ic(−1)^{a+b} (μ_a − λ_b) Δ^0_{N−1}({μ_{j≠a}}, {ν_{k≠b}}, {λ_{k≠b}}, {ξ_{k≠b}}). (2.8)

Deæstvitel~no, esli, naprimer, μ_1 = ν_1, to matrica M^ϕ_{jk} (tak ße, kak i M^0_{jk}) imeet edinstvennyæ singulØrnyæ fflement M^ϕ_{11}. Sledovatel~no, determinant svoditsØ k proizvedeni¸ fftogo fflementa na sootvetstvu¸wiæ minor, ne zavisØwiæ uße ot μ_1, ν_1, λ_1 i ξ_1.

Pereqislennye pØt~ svoæstv funkciæ Δ^ϕ_N i Δ^0_N dostatoqno oqevidny. Sloßnee naæti svoæstva vyqetov v toqkah μ_a = ν_b + ic, μ_a = λ_b − ic. Esli dlØ vyqetov funkcii Δ^0_N legko poluqit~ sootnoxeniØ, analogiqnye formulam (2.8), to s funkcieæ Δ^ϕ_N situaciØ inaØ. DlØ togo, qtoby proill¸strirovat~ ffto, rassmotrim, naprimer, sluqaæ μ_1 → ν_1 + ic. ˚sno, qto pri fftom matriqnyæ fflement M^ϕ_{11} stanovitsØ singulØrnym. Odnako, pomimo fftoæ oqevidnoæ singulØrnosti, funkciØ Δ^ϕ_N soderßit ewe i “skrytye” singulØrnosti, voznika¸wie pri normal~nom uporØdoqenii dual~nyh poleæ. Deæstvitel~no, razloßim determinant det M^ϕ v summu po perestanovkam. Kaßdoe slagaemoe fftoæ summy imeet vid M^ϕ_{1p}1 . . . M^ϕ_{NpN} . Rassmotrim odno iz takih proizvedeniæ, ne soderßawee fflementa M^ϕ_{11}. Togda v nego obØzatel~no vhodØt fflementy M^ϕ_{j1} i M^ϕ_{1k} (j, k ≠ 1). V svo¸ oqered~, proizvedenie fftih

276 N. A. SLAVNOV

matriqnyh fflementov soderßit sledu¸wiæ qlen:

ξ_kt(μ_1, λ_k)e^{ΦD (λk)−ΦD(μ}1^)t(ν_1, μ_j)e^{ΦA(ν}1^{)−ΦA(μj )}.

Posle normal~nogo uporØdoqeniØ i vyqisleniØ vakuumnogo srednego dannoe vyraßeniØ stanovitsØ proporcional~nym h^{−1}(ν_1, μ_1), to est~ ono singulØrno pri μ_1 → ν_1 + ic. AnalogiqnaØ kartina nabl¸daetsØ i v toqkah μ_j = λ_k − ic.

Voznikxee zatrudnenie moßno preodolet~ sledu¸wim obrazom. Rassmotrim nekotoroe razbienie nabora peremennyh {ξ} na dva nepereseka¸wihsØ podmnoßestva {ξ_I } i {ξ_{II} }. Togda funkciØ

Δ^ϕ_N moßet byt~ zapisana v vide

Δ^ϕ_N = ∑ part ∏ ξ_α∈{ξ_{II} } ξ_αK^ϕ(part). (2.9)

Zdes~ summa beretsØ po vsem ukazannym razbieniØm, vkl¸qaØ razbieniØ na pustoe mnoßestvo i polnyæ nabor {ξ}. Kofffficienty K^ϕ(part) ne zavisØt ot peremennyh {ξ}, a zavisØt lix~ ot konkretnogo razbieniØ. AnalogiqnaØ formula suwestvuet i dlØ

Δ^0_N

Δ^0_N = ∑ part ∏ ξ_α ∈{ξ_{II} } ξ_αK^0(part). (2.10)

Poskol~ku peremennye ξ_k ØvlØ¸tsØ proizvol~nymi kompleksnymi qislami, to Δ^0_N = Δ^ϕ_N togda i tol~ko togda, kogda

K^0(part) = K^ϕ(part) (2.11)

dlØ l¸bogo razbieniØ nabora {ξ}.

Dokaßem ravenstvo (2.11). DlØ fftogo zafiksiruem konkretnoe razbienie, takoe, qto qislo fflementov v nabore {ξ_I } ravno n, gde n proizvol~noe celoe iz intervala 0 6 n 6 N . V silu svoæstva antisimmetrii 2, dostatoqno rassmotret~ sluqaæ {ξ_I} = {ξ_1, . . . , ξ_n} i {ξ_{II} } = {ξ_{n+1}, . . . , ξ_N }. Kofffficienty K^ϕ(part) i K^0(part), sootvetstvu¸wie dannomu razbieni¸, poluqa¸tsØ, esli v Δ^ϕ_N i Δ^0_N poloßit~ ξ_1 = 0, . . ., ξ_n = 0 i ξ_{n+1} → ∞, . . . , ξ_N → ∞. Takim obrazom,

K^0(part) = ~Δ^0_N = det_N ~M^0_{jk}, (2.12)

K^ϕ(part) = ~Δ^ϕ_N = det_N ~M^ϕ_{jk}, (2.13)

OB ODNOM TOȷDESTVE 277 gde ~M^ϕ_{jk} = t(ν_k, μ_j)e^ΦA^{(ν}k^{)−Φ}A^{(μ}j^), k = 1, . . ., n ~M^ϕ_{jk} = t(μ_j, λ_k)e^ΦD^{(λ}k^{)−Φ}D^{(μ}j^), k = n + 1, . . ., N

(2.14)

~M^0_{jk} = t(ν_k, μ_j), k = 1, . . . , n ~M^0_{jk} = t(μ_j , λ_k), k = n + 1, . . . , N (2.15) Rassmotrim funkci¸

D_N = U_N ( ~Δ^ϕ_N − ~Δ^0_N ), gde

U_N = N∏ m=1 n∏ l=1 h(ν_l, μ_m) N∏ m=1 N∏ l=n+1 h(μ_m, λ_l) N∏ m>l g(μ_m, μ_l). (2.16)

V silu svoæstv 1–5 funkciæ Δ^ϕ_N i Δ^0_N , funkciØ D_N obladaet sledu¸wimi oqevidnymi svoæstvami.

Svoæstvo 1^′. D_N – racional~naØ funkciØ peremennyh {μ}. Svoæstvo 2^′. D_N – simmetriqnaØ funkciØ peremennyh {μ}. Svoæstvo 3^′. D_N – ne imeet pol¸sov v toqkah μ_a = μ_b, a, b = 1, . . . N . Svoæstvo 4^′. D_N → μ^{−1}_1 pri μ_1 → ∞. Svoæstvo 5^′.

D_1 = 0

Svoæstvo 6^′. D_N ne imeet pol¸sov v toqkah μ_a = ν_b + ic i μ_a = λ_b − ic. Svoæstvo 7^′. Vyqety v pol¸sah μ_a = ν_b i μ_a = λ_b vyraßa¸tsØ

278 N. A. SLAVNOV

qerez D_{N−1}: D_N | | | |_{μa=νb} = ic(−1)^{b+1} (ν_b − μ_a) N∏ m=1 h(ν_b, μ_m) n∏ l=1 h(ν_l, μ_a) N∏ l=n+1 h(ν_b, λ_l)×

× N∏ m=1_m6=_a g(μ_m, μ_a)D_{N−1}({μ_{j≠a}}, {ν_{k≠b}}, {λ_{k≠b}}),

D_N | | | | |_{μa=λb} = ic(−1)^{b+1} (μ_a − λ_b) N∏ m=1 h(μ_m, λ_b) n∏ l=n+1 h(μ_a, λ_l) n∏ l=1 h(ν_l, λ_b)×

× N∏ m=1_m6=_a g(μ_m, μ_a)D_{N−1}({μ_{j≠a}}, {ν_{k≠b}}, {λ_{k≠b}}). Teper~, dlØ togo, qtoby dokazat~ ravenstvo (2.11) dostatoqno vospol~zovat~sØ indukcieæ po N . Soglasno svoæstvu 5^′ D_1 = 0. Pust~ D_{N−1} = 0. Togda D_N , ØvlØ¸waØsØ racional~noæ funkcieæ peremennyh {μ}, moßet imet~ pol¸sy tol~ko v toqkah μ_a = ν_b i μ_a = λ_b. Odnako, soglasno svoæstvu 7^′ i induktivnomu predpoloßeni¸, vyqety v fftih pol¸sah ravny nul¸, sledovatel~- no D_N ØvlØetsØ polinomom po {μ}. No v silu svoæstv 2^′ i 4^′ D_N (μ_a → ∞) = 0, takim obrazom D_N = 0. Ots¸da sleduet, qto ~Δ^ϕ_N = ~Δ0_N dlØ l¸bogo razbieniØ nabora {ξ}, a znaqit i

Δ^ϕ_N = Δ^0_N . (2.17)

Teorema dokazana.

Takim obrazom, dual~nye polØ da¸t nulevoæ vklad v determinanty matric vida (2.1).

Zameqanie. Toßdestvo (2.3) spravedlivo i dlØ modeleæ s tri-

gonometriqeskoæ R-matriceæ: g(λ, μ) = i sin γ sinh(λ − μ) , f(λ, μ) = sinh(λ − μ + iγ)

sinh(λ − μ) . Dokazatel~stvo fftogo utverßdeniØ, posle zameny e^λ → λ, e^μ → μ, vpolne analogiqno rassmotrennomu vyxe sluqa¸.

Sledstvie 1. DlØ proizvol~noæ c-qislovoæ matricy A spraved-

livo toßdestvo

(0|det_N (M^ϕ_{jk} + A_{jk})|0) = det_N (M^0_{jk} + A_{jk}). (2.18)

OB ODNOM TOȷDESTVE 279

Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ formuloæ Laplasa, vyraßa¸-

weæ determinant summy dvuh matric qerez minory kaßdoæ matricy,

(0|det_N (M^ϕ_{jk} + A_{jk})|0) = ∑ Mi(A) (−1)^{P [Mi(A)]}(0|det(M^ϕ_{jk})|0)det(A_{jk}) =

= ∑ Mi(A) (−1)^{P [Mi(A)]} det(M^0_{jk})det(A_{jk}) = det_N (M^0_{jk} + A_{jk}).

(2.19) Zdes~ summirovanie vedetsØ po vsem minoram matricy A. Determinanty matric M^ϕ i M^0, vhodØwie v (2.19) vmeste so znakom

(−1)^{P [Mi(A)]}, ØvlØ¸tsØ algebraiqeskimi dopolneniØmi k ukazan-

nym minoram.

Rassmotrim teper~, kak toßdestvo (2.3) moßet byt~ primeneno dlØ iskl¸qeniØ dual~nyh poleæ iz formul, opisyva¸wih skalØrnye proizvedeniØ (1.9). Preobrazuem determinant v pravoæ qasti (1.10) sledu¸wim obrazom

(0|det_N G_{jk}|0) = (0| N∏ m=1 e^{ΦA(μm )+ΦD (μm )}det_N ( G_{jk}e^{−ΦA(μj )−ΦD (μj )} ) |0). DeæstvuØ proizvedeniem mnoßiteleæ exp(Φ_A(μ_m) + Φ_D(μ_m)) na levyæ vakuum (0|, poluqim

(0| N∏ m=1 e^{ΦA(μm )+ΦD (μm )} = N∏ m,l=1 h(μ_l, μ_m)(0| N∏ m=1 e^{pA(μm)+pD (μm )}.

PronosØ posle fftogo operator ∏_N m=1 exp(p_A(μ_m) + p_D (μ_m)) napra-

vo, posle nesloßnyh preobrazovaniæ prihodim k sledu¸wemu vyraßeni¸ dlØ skalØrnogo proizvedeniØ S_N ({μ}, {λ}) ∏_N m=1 d(μ_m)d(λ_m) = N∏ m=1 a(λ_m) d(λ_m) N∏ m,l=1 h(λ_m, μ_l)×

× N∏ m>l [g(μ_m, μ_l)g(λ_l, λ_m)](0|det_N ~G_{jk}|0), (2.20)

280 N. A. SLAVNOV gde ~G_{jk} = t(λ_k, μ_j)e^ΦA^{(λ}k^{)−Φ}A^{(μ}j^) + t(μ_j , λ_k)e^ΦD^{(λ}k^{)−Φ}D^{(μ}j^)× × ( a(μ_j) d(μ_j) N∏ m=1 h(μ_j, μ_m) h(μ_m, μ_j) ) ( d(λ_k) a(λ_k) N∏ m=1 h(μ_m, λ_k) h(λ_k, μ_m) ) . (2.21)

Esli sostoØnie ⟨0| ∏_N j=1 C(μ_j ) ØvlØetsØ sobstvennoæ funkcieæ transfermatricy, to est~ parametry μ_j udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ Bete (1.8), to a(μ_j) d(μ_j) N∏ m=1 h(μ_j, μ_m) h(μ_m, μ_j) = (−1)^{N−1},

i togda matrica ~G_{jk} prinimaet vid (2.1), esli v posledneæ vybrat~ ν_k = λ_k i

ξ_k = d(λ_k) a(λ_k) N∏ m=1 h(μ_m, λ_k) h(λ_k, μ_m) . Po Teoreme 2.1 zakl¸qaem, qto v fftom sluqae moßno poloßit~ dual~nye polØ v (2.21) ravnymi nul¸. V rezul~tate my prihodim k determinantnoæ formule dlØ skalØrnogo proizvedeniØ, ne soderßaweæ vspomogatel~nyh kvantovyh operatorov

(0|det_N ( ~G_{jk})|0) = det_N ( ~G^0_{jk}), (2.22) gde ~G^0_{jk} = t(λ_k, μ_j) + (−1)^{N−1}t(μ_j, λ_k) ( d(λ_k) a(λ_k) N∏ m=1 h(μ_m, λ_k) h(λ_k, μ_m) ) . (2.23)

Kvadrat normy sobstvennoæ funkcii transfermatricy takße moßet byt~ vyqislen s pomow~¸ dokazannoæ teoremy. DlØ fftogo neobhodimo v formule (2.21) snaqala ustremit~ μ_j → λ_j , a zatem potrebovat~, qtoby parametry λ_j udovletvorØli sisteme (1.8). Matrica ~G_{jk} prinimaet vid ~G_{jk} = δ_{jk}Z_j +t(λ_k, λ_j)e^ΦA^{(λ}k^{)−Φ}A^{(λ}j^) +t(λ_j , λ_k)e^ΦD^{(λ}k^{)−Φ}D^{(λ}j^). (2.24)

Zdes~ Z_j = ic d dλ ln a(λ) d(λ) | | | |_{λ=λj} + N∑ m=1 2c^2 (λ_j − λ_m)^2 + c^2 .

OB ODNOM TOȷDESTVE 281

Legko videt~, qto matrica (2.24) podpadaet pod deæstvie sledstviØ Teoremy 2.1. Deæstvitel~no, vybiraØ v (2.18) A_{jk} = δ_{jk}Z_j i polagaØ v M^ϕ_{jk}: ξ_j = 1, μ_j = ν_j = λ_j , j = 1, . . . , N , my prihodim k matrice ~G_{jk}. Sledovatel~no, i v fftom sluqae dual~nye polØ ne da¸t nikakogo vklada v vakuumnoe srednee ~G_{jk} → ~G^0_{jk} = δ_{jk}Z_j + t(λ_k, λ_j) + t(λ_j , λ_k). (2.25)

Sleduet otmetit~, qto determinantnye formuly bez dual~- nyh poleæ dlØ qastnyh sluqaev skalØrnyh proizvedeniæ byli izvestny ranee. Tak, formula (2.23), opisyva¸waØ proizvedenie sobstvennoæ funkcii transfermatricy na proizvol~- nu¸ funkci¸, vpervye byla poluqena v [3]. Formula (2.25) dlØ kvadrata normy sobstvennoæ funkcii byla naædena v rabote [4]. Tem ne menee, prØmogo dokazatel~stva ffkvivalentnosti fftih predstavleniæ i formul (2.20), (2.21) do sih por ne suwestvovalo. Kak bylo pokazano, takoe prØmoe dokazatel~stvo opiraetsØ na suwestvovanie ves~ma netrivial~nogo toßdestva, kotoromu udovletvorØ¸t dual~nye polØ. Ne iskl¸qeno, qto suwestvu¸t i drugie, ne izvestnye poka toßdestva, kotorye pomogut iskl¸- qit~ dual~nye polØ ne tol~ko iz skalØrnyh proizvedeniæ, no i iz bolee sloßnyh ob¨ektov – takih, naprimer, kak korrelØcionnye funkcii.

NastoØwaØ rabota byla vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh Issledovaniæ, proekt 96– 01–00344, i INTAS-93-166-ext.

Literatura

1. V. E. Korepin, — Comm. Math. Phys. 113 (1987), 177–190. 2. V. E. Korepin, N. M. Bogoliubov, and A. G. Izergin book Quantum Inverse Scattering Method and Correlation Functions, Cambridge University Press.

3. N. A. Slavnov, — Teor. Mat. Fiz. 79, No. 2 (1989), 232–240.

4. V. E. Korepin, — Comm. Math. Phys. 86 (1982), 391–418.

Slavnov N. A. On an identity for dual fields.

The identity is derived which gives an opportunity to exclude auxiliary quantum

operators (“dual fields”) in formulae representing scalar products as determinants in

some important particular cases. This identity is important for calculating correlation

functions by means of the algebraic Bethe Ansatz.

Postupilo 4 ØnvarØ 1997g.

Matematiqeskiæ institut im.V. A. Steklova Moskva