A. N. Gluxakov

DVA VOPROSA VNEXNE` GEOMETRII PLıKKEROVYH VLOȷENI` MNOGOOBRAZI` GRASSAMANA

1. Pl¸kkerova model~ mnogoobraziØ Grassmana G^+_{p,p+q} pozvolØet

rassmatrivat~ ego kak podmnogoobrazie sfery S^{N−1}, leßaweæ v N -mernom evklidovom prostranstve Λ_p(V^{p+q} ) p-vektorov nad

(p + q)-mernym evklidovym prostranstvom V^{p+q} , gde N = (_{p+q} p ) . (sm. [1], 6.2).

V fftom punkte my ograniqimsØ sluqaem p = 2, q = 2. Pri fftom N = 6 i mnogoobrazie G^+_{2,4} ØvlØetsØ giperpoverhnost~¸ ediniqnoæ sfery S^5. Budet opisana struktura mnoßestv urovnØ funkcii normal~noæ krivizny poverhnosti G^+_{2,4} v S^5.

Ortogonal~nyæ i samosoprØßennyæ operator Hodßa

∗ : Λ_2(V^4) → Λ_2(V^4) otobraßaet prostranstvo na sebØ. Ego sobstvennye qisla +1 i −1, a sobstvennye podprostranstva Λ^+ i

Λ^− ortogonal~ny i ime¸t odinakovu¸ razmernost~ 3 (sm. [1],

8.1).

Λ_2(V^4) = Λ^+ ⊕ Λ^−, Λ^+ ⊥ Λ^−, dim Λ^+ = dim Λ^− = 3,

ω ∈ Λ_2(V^4) =⇒ ω = ω^+ + ω^−, ∗ω^+ = ω^+, ∗ω^− = −ω^−. (1) Pust~ e := {e_i}^4_{i=1} – ortonormirovannyæ i poloßitel~no orientirovannyæ bazis prostranstva V^4. Togda bivektory e_{ij} := e_i∧e_j ,

(ij) ∈ Λ(4, 2) sostavlØ¸t bazis prostranstva Λ_2(V^4), priqem

∗ e_{12} = e_{34}, ∗e_{13} = −e_{24}, ∗e_{14} = e_{23},

∗ e_{23} = e_{14}, ∗e_{24} = −e_{13}, ∗e_{34} = e_{12}. (2)

Iz (2) sleduet, qto nabory

ξ^+_1 : = 1 √ 2 (e_{12} + e_{34}), ξ^+_2 := 1 √ 2 (e_{13} − e_{24}), ξ^+_3 := 1 √ 2 (e_{14} + e_{23}),

ξ^−_1 := 1 √ 2 (e_{12} − e_{34}), ξ^−_2 := 1 √ 2 (e_{13} + e_{24}), ξ^−_3 := 1 √ 2 (e_{14} − e_{23}) (3) 5

6 A. N. GLUXAKOV obrazu¸t ortonormirovannye bazisy prostranstv Λ^+ i Λ^− sootvetstvenno. Mnogoobrazie Grassmana G^+_{2,4} predstavimo v vide summy Minkovskogo dvuh dvumernyh sfer radiusa 1/ √ 2 G^+_{2,4} = S^2_+ (1/ √ 2) + S^2_−(1/ √ 2), (4)

leßawih v podprostranstvah Λ^+ i Λ^− (sm. [2]).

1.1. Teorema. Pust~ ω ∈ G^+_{2,4}. Togda pereseqenie mnogoobraziØ

G^+_{2,4} s kasatel~nym prostranstvom T_ωG^+_{2,4}, rassmatrivaemym kak lineænoe podprostranstvo v Λ_2(V^4), est~ tor Klifforda T^2.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim ortonormirovannyæ bazis e, pri

kotorom ω = e_{12}. Togda (sm. [1], 6.2) nabor vektorov

e_{13}, e_{14}, e_{23}, e_{24} (5)

obrazuet bazis prostranstva T_ωG^+_{2,4}. Formuly (3), (5) vlekut ravenstva

σ^+ := Λ^+ ∩ T_ωG^+_{2,4} = Lin (ξ^+_2 , ξ^+_3 ), σ^− := Λ^− ∩ T_ωG^+_{2,4} = Lin (ξ^−_2 , ξ^−_3 ). (6) T_ωG^+_{2,4} = σ^+ ⊕ σ^−, (7)

T_ω G^+_{2,4} ⊥ ω^+, ∗ω. (8)

Rassmotrim okrußnosti

S^1_+(1/ √ 2) := σ^+ ∩ S^2_+(1/ √ 2), S^1_−(1/ √ 2) := σ^− ∩ S^2_−(1/ √ 2). (9)

Iz (4), (7) neposredstvenno sleduet, qto

T^2 = G^+_{2,4} ∩ T_ω G^+_{2,4} = S^1_+(1/ √ 2) + S^1_−(1/ √ 2). (10)

Tem samym pereseqenie ØvlØetsØ ploskim torom, standartno vloßennym v 4-mernoe evklidovo prostranstvo. •

Legko videt~, qto tor T^2 leßit v 3-mernoæ sfere

S^3 = S^5 ∩ T_ωG^+_{2,4} (11)

kak minimal~naØ poverhnost~.

PLıKKEROVY VLOȷENI˚ 7

1.2. Teorema. Ploskiæ tor T^2 ØvlØetsØ vpolne geodeziqeskoæ po-

verhnost~¸ v mnogoobrazii G^+_{2,4}.

Dokazatel~stvo. Pust~ τ ∈ T^2. Iz (8) sleduet, qto kasatel~-

noe prostranstvo T_τ T^2 est~ dvumernaØ ploskost~, perpendikulØrnaØ vektoram τ, ∗τ, ω, ∗ω (ffti vektory ortonormirovannye). Kasatel~noe prostranstvo T_τ G^+_{2,4} est~ 4-ploskost~, perpendikulØrnaØ vektoram τ, ∗τ . Ots¸da sleduet, qto normal~noe dopolnenie k T_τ T^2 v T_τ G^+_{2,4} predstavlØet soboæ 2-mernu¸ ploskost~, natØnutu¸ na bivektory ω, ∗ω, t.e. ØvlØetsØ ortogonal~nym dopolneniem (T_ω G^+_{2,4})^⊥ k prostranstvu T_ωG^+_{2,4} v Λ_2(V^4). Znaqit dlØ l¸byh u, v iz T_τ T^2 B_τ (u, v) ∈ (T_ω G^+_{2,4})^⊥. S drugoæ storony

T^2 ⊂ T_ωG^+_{2,4}, pofftomu B_τ (u, v) ∈ T_ωG^+_{2,4}. Otkuda poluqaem, qto

dlØ l¸byh u, v ∈ T_τ T^2 B_τ (u, v) = 0. •

1.3. Pust~ x, y ∈ Tω G^+_{2,4}. Oqevidno, ortogonal~nym dopolneniem k

T_ωG^+_{2,4} v T_ωS^5 slußit odnomernoe podprostranstvo, poroßdennoe

bivektorom ∗ω. Pofftomu B_ω(x, y) = α ∗ ω, gde α ∈ R neobhodimo naæti.

Pust~ Ω : (−ε; ε) → G^+_{2,4} – gladkaØ krivaØ, prohodØwaØ qerez toqku ω v napravlenii vektora x

Ω(0) = ω, Ω^′(0) = x;

Y – rasprostranenie vektora y vdol~ krivoæ Ω do gladkogo vektornogo polØ, kasatel~nogo k G^+_{2,4}

Y (t) ∈ T_{Ω(t)}G^+_{2,4}, Y (0) = y.

Pri l¸bom t ∈ (−ε; ε) imeem ⟨Y (t), ∗Ω(t)⟩ = 0. Prodifferenciruem ffto ravenstvo i voz~mem znaqenie proizvodnoæ pri t = 0. ⟨Y^′(0), ∗ω⟩ + ⟨y, ∗x⟩ = 0, ⟨Y^′(0), ∗ω⟩ = −⟨y, ∗x⟩. No levaØ qast~ poslednego ravenstva predstavlØet soboæ α. Itak, B_ω (x, y) = −⟨∗x, y⟩ ∗ ω (12)

8 A. N. GLUXAKOV

1.4. Orientiruem giperpoverhnost~ G^+_{2,4} s S^5, vybiraØ v kaqe-

stve normali v toqke ω ∈ G^+_{2,4} bivektor ∗ω. Normal~naØ krivizna fftoæ poverhnosti v napravlenii x ∈ S^3 (sm. (11), (12)) ravna k_n(x) = ⟨B_ω(x, x), ∗ω⟩ = −⟨∗x, x⟩ (13) Rassmotrim mnoßestvo urovnØ funkcii k_n(x)

K_c := {x ∈ S^3|k_n(x) = c}, c ∈ R (14)

Teorema. Spravedliva formula

K_c = { ?, |c| > 1 S^1_+ (√ (1 − c)/2 ) + S^1_− (√ (1 + c)/2 ) , |c| 6 1. (15)

Okrußnosti S^1_+, S^1_− leßat v ploskostØh σ^+, σ^−.

Dokazatel~stvo. Pust~ x ∈ Kc. Pri razloßenii bivektora x =

x^+ + x^− po formulam (1), v silu (13), (14), poluqim

|x|^2 = |x^+|^2 + |x^−|^2 = 1, ⟨∗x, x⟩ = |x^+|^2 − |x^−|^2 = −c. (16)

Ots¸da sleduet ffkvivalentnost~

(16) ⇐⇒ |x^+| = √ (1 − c)/2, |x^−| = √ (1 + c)/2,

kotoraØ ravnosil~na (15). •

V qastnom sluqae, pri c = 0, poluqaem (sm. (10), (15))

K_0 = T^2 (17)

2. Pereædem k obwemu sluqa¸ proizvol~nyh razmernosteæ.

Pust~ ω ∈ G^+_{p,p+q} i nabory E := {e_i}^p_{i=1}, N := {n_α}^q_{α=1} obrazu- ¸t takoæ ortonormirovannyæ bazis v V^{p+q} , qto

ω = e_1 ∧ . . . ∧ e_p, V_ω = Lin E, V^⊥_ω = Lin N. (1)

Polivektory (sm. [1], 6.2)

η_{iα} := n_α ∧ (ωxe_i) = n_α ∧ (∗(ω)e_i) (2)

obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis kasatel~nogo prostranstva

T_ωG^+_{p,p+q} . Zdes~ ∗(ω) oboznaqaet operator Hodßa v algebre Λ(V_ω ).

OrientaciØ prostranstva V_ω zadana p-vektorom ω. Iz [3], 11.3

PLıKKEROVY VLOȷENI˚ 9 sleduet, qto dlØ l¸bogo X ∈ T_ωG^+_{p,p+q} , X ≠ 0 naædutsØ takie bazisy E i N , qto X = p∑ i=1 λ^iη_{ii}, λ^i ∈ R (3)

2.1. Utverßdenie. Pust~ X ∈ Φω := G^+_{p,p+q} ∩TωG^+_{p,p+q}. Togda v (3)

naædetsØ tol~ko odin kofffficient λ^i otliqnyæ ot 0.

Dokazatel~stvo. Iz (2), (3) vytekaet, qto Xx(ωxei) = ±λ^ini, Xx[(ωx(ei ∧ ej )) ∧ ni] = ±λ^iej pri i ≠ j. Esli λ^i ≠ 0, to (sm. [1],

3.2) n_i, e_j ∈ V_X . Tak kak polivektor X prostoæ, to (sm. [1], 3.4)

dim V_X = p, otkuda sleduet utverßdenie. •

Sledstvie. L¸boæ p-vektor X ∈ Φω moßno predstavit~ v vide X = n ∧ (∗(ω)e), e ∈ S^{p−1}_ω , n ∈ S^{q−1}_ω , (4) gde qerez S^{p−1}_ω , S^{q−1}_ω oboznaqeny ediniqnye sfery prostranstv V_ω, V^⊥_ω .

2.2. Opredelim otobraßenie

Φ : S^{p−1}_ω × S^{q−1}_ω → Φ_ω, Φ(e, n) := n ∧ (∗(ω)e) (5)

rimanova proizvedeniØ sfer S^{p−1}_ω , S^{q−1}_ω v mnoßestvo Φ_ω. Ravenstvo (4) oznaqaet, qto otobraßenie Φ s¸r¨ektivno.

Utverßdenie. DlØ l¸boæ toqki z = n ∧ (∗(ω)e) ∈ Φω spravedlivo

ravenstvo Φ^{−1}(z) = {(e, n), (−e, −n)} (6) Dokazatel~stvo. Pust~ (ẽ, ñ) ∈ Φ^{−1}(z). Togda 1 = ⟨n ∧ (∗(ω)e), ñ ∧ (∗(ω)ẽ)⟩ = = ⟨n, ñ⟩ · ⟨∗(ω)e, ∗(ω)ẽ⟩ = ⟨n, ñ⟩⟨e, ẽ⟩, otkuda sleduet (6). •

2.3. L¸baØ normal~naØ geodeziqeskaØ v proizvedenii rimano-

vyh mnogoobraziæ ravna proizvedeni¸ normal~nyh geodeziqeskih na somnoßitelØh. Rassmotrim natural~nu¸ parametrizaci¸ γ = γ(t) kakoæ-nibud~ geodeziqeskoæ v S^{p−1}_ω × S^{q−1}_ω . Togda

γ(t) = (γ_1(t)), γ_2(t)), (7)

gde γ_1 i γ_2 – normal~nye geodeziqeskie na sferah S^{p−1}_ω i S^{q−1}_ω .

10 A. N. GLUXAKOV

Teorema. KrivaØ_{τ (t) := Φ(γ(t)) (8)}

ØvlØetsØ normal~noæ geodeziqeskoæ v mnogoobrazii G^+_{p,p+q}, priqem parametrizaciØ (8) natural~naØ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim obwiæ sluqaæ, kogda geodeziqe-

skie γ_1 i γ_2 ne postoØnny. Pust~

γ_1(0) = e, |γ^′_1(0)| = λ, e^⊥ := 1 λ γ^′_1(0),

γ_2(0) = n, |γ^′_2(0)| = μ, n^⊥ := 1 μ γ^′_2(0).

Togda

γ_1(t) = e(t) := e cos(λt) + e^⊥ sin(λt), γ_2(t) = n(t) := n cos(μt) + n^⊥ sin(μt), τ (t) = n(t) ∧ (∗(ω)e(t)). (9) Provedem vyqisleniØ.

τ^′ = n^′ ∧ (∗(ω)e) + n ∧ (∗(ω)e^′).

|τ^′|^2 = |n^′|^2+|e^′|^2 +2⟨n, n^′⟩⟨e, e^′⟩ = |γ^′_2|+|γ^′_1|^2 = μ^2 +λ^2 = |γ^′|^2 = 1. τ^{′′} = n^{′′} ∧ (∗(ω)e)+2n^′ ∧ (∗(ω)e^′)+n ∧ (∗(ω)e^{′′}) = = −τ + 2n^′ ∧ (∗(ω)e^′). (10)

PrØmye vyqisleniØ s ispol~zovaniem (2) pokazyva¸t, qto

n^′ ∧ (∗(ω)e^′) ⊥ T_τ G^+_{p,p+q} . Pofftomu krivaØ τ – normal~naØ geode-

ziqeskaØ v G^+_{p,p+q}, qto vmeste s (10) zaverxaet dokazatel~stvo teoremy. •

2.4. Iz formul (4), (6) i teoremy 2.3 neposredstvenno sleduet Teorema. Mnoßestvo Φω = G^+_{p,p+q} ∩ Tω G^+_{p,p+q} ØvlØetsØ (p + q −

2)-mernym vpolne geodeziqeskim podmnogoobraziem mnogoobraziØ G^+_{p,p+q} . Podmnogoobrazie Φ_ω moßno predstavit~ kak obraz proizvedeniØ ediniqnyh sfer S^{p−1}_ω × S^{q−1}_ω pri dvulistnom lokal~no izometriqnom nakrytii Φ.

Pri p = q = 2 iz fftoæ teoremy sleduet teorema 1.2.

PLıKKEROVY VLOȷENI˚ 11

2.5. Napravlenie kasatel~nogo vektora X ∈ Tω G^+_{p,p+q} ⊂ TωS^{N−1},

X ≠ 0 budem nazyvat~ asimptotiqeskim, esli dlØ l¸boæ norma-

li n ∈ N_ω G^+_{p,p+q} normal~naØ krivizna k_n(X) :=^{⟨B!(X,X),n⟩}_{⟨X,X⟩} obrawaetsØ v 0. Zdes~ B_ω oboznaqaet vtoru¸ osnovnu¸ formu podmnogoobraziØ G^+_{p,p+q} ⊂ S^{N−1}, a N_ωG^+_{p,p+q} – ortogonal~noe dopolnenie kasatel~nogo prostranstva T_ωG^+_{p,p+q} v T_ωS^{N−1}.

Asimptotiqeskie napravleniØ sovpada¸t s prostymi. Inymi slovami, verna

Teorema. DlØ l¸boæ toqki ω ∈ G^+_{p,p+q} spravedlivo ravenstvo Φ_ω = {X ∈ T_ωG^+_{p,p+q} |B_ω(X, X) = 0, |X| = 1}. (11) Dokazatel~stvo. Iz [3], 11.3 sleduet, qto

ω(t) := exp_ω(tX) = e_1(λ^1t) ∧ . . . ∧ e_r (λ^r t) ∧ X_0,

gde e_i(s) = e_i cos(s) + n_i sin(s), i 6 r 6 min(p, q), λ^i ≠ 0, X_0 =

e_{r+1} ∧ . . . ∧ e_p. Ots¸da |ω^′(t)| = |X|, ω^{′′}(t) = −|X|^2ω(t) + 2 ∑ (i,j)∈Λ(r,2) λ^iλ^j ξ_{ij} (t), (12)

gde ξ_{ij} = (ωx(e_i ∧ e_j)) ∧ n_i ∧ n_j ∈ (T_ωG^+_{p,p+q} )^⊥, operaciØ ortogonal~- nogo dopolneniØ rassmatrivaetsØ v kasatel~nom prostranstve

T_ωS^{N−1}. Iz (12) vytekaet, qto

B_ω (X, X) = 2 ∑ (i,j)∈Λ(r,2) λ^iλ^j ξ_{ij}(t). Sledovatel~no, B_ω (X, X) = 0 togda i tol~ko togda, kogda rovno odin iz kofffficientov λ^i ne obrawaetsØ v nol~, t.e., kogda pvektor X prostoæ. •

Tak kak bazis η_{iα} (sm. (2)) sostoit iz prostyh p-vektorov, to iz (11) sleduet, qto podmnogoobrazie G^+_{p,p+q} minimal~no v sfere. Pri p = q = 2 iz (11) sleduet (17) p. 1.4.

Literatura

1. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. Qa-

sti I, II. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 246 (1997), 84–107.

2. S. E. Kozlov, Ortogonal~no sovmestimye bivektory. — Ukr. geometr.

sb. vyp. 27 (1984), 68–75.

12 A. N. GLUXAKOV 3. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ.

Qast~ III. — Zap. Nauqn. Semin. POMI 246 (1997), 108–129.

Glushakov A.N. Two questions in the exterior geometry of Plücker embeddings for Grassmannian manifolds.

For the Plücker model of the Grassmannian manifold G^+_{p,p+q} a structure of the intersection of the manifold with its own tangent space at an arbitrary point considered as a subspace of the exterior algebra is described. A direct formula for the second main form of the manifold G^+_{2,4} as a hypersurface in a five-dimensional sphere is given. Sets of the constancy for the function of the normal curvature for this hypersurface are studied.

Postupilo 10 fevralØ 1997 g. Sankt-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ universitet