V. A. Zalgaller

O PREDSTAVLENII FUNKCI` NESKOL^KIH PEREMENNYH RAZNOST^ı VYPUKLYH FUNKCI`

Cel~ nastoØweæ stat~i utoqnit~ i razvit~ zametku [5], a takße postavit~ nekotorye voprosy.

§1. Funkcii, dopuska¸wie minimal~noe razloßenie 1.1. Pust~ D^n – vypuklyæ kompakt v R^n, soderßawiæ vnutrennie toqki. Budem nazyvat~ funkci¸ f : D^n → R dopuska¸weæ minimal~noe razloßenie, esli suwestvuet hotØ by odno predstavlenie f = g − h, gde g i h – vypuklye funkcii na D^n, priqem funkciØ h ograniqena sverhu. Klass udovletvorØ¸wih fftim usloviØm funkciæ f oboznaqaem Φ. Esli f ∈ Φ, to upomØnutyh predstavleniæ f = g_ξ − h_ξ beskoneqno mnogo. Za sqet dobavleniØ k vypuklym funkciØm g_ξ i h_ξ odinakovoæ postoØnnoæ budem sqitat~, qto v kaßdom iz predstavleniæ f = g_ξ − h_ξ funkciØ h_ξ 6 0 i sup_{a∈Dn} h_ξ(a) = 0. Posle qego vvedem funkcii g i h, opredelØØ ih

dlØ kaßdoæ toqki a ∈ D^n ravenstvami

g = sup_ξ g_ξ, h = sup_ξ h_ξ. (1)

Predstavlenie f = g − h nazyvaetsØ minimal~nym razloßeniem funkcii f (v raznost~ vypuklyh).

1.2. A. D. Aleksandrov v rabotah [1, 2] izuqal vnutrenn¸¸ geometri¸ poverhnosti v R^3, kotoraØ ØvlØetsØ grafikom funkcii f(x, y), kogda poslednØØ dopuskaet, daße v bolee xirokoæ, qem rassmatrivaemyæ uqastok, vypukloæ oblasti predstavlenie raznost~¸ vypuklyh funkciæ. Pri fftom v [1, str. 11] byl, po-suwestvu, postavlen pri n = 2 vopros: nel~zØ li predloßit~ process, kotoryæ shodilsØ by dlØ funkciæ f ∈ Φ, rashodilsØ, esli f ∉ Φ, i v sluqae shodimosti daval by minimal~noe razloßenie? Takoæ process pri n = 2 predloßen avtorom v [5]. V §3 my opixem fftot process dlØ l¸boæ razmernosti n. 36

O PREDSTAVLENII FUNKCI` 37 Predlagaemyæ process otkryvaet put~ dlØ priblißennogo qislennogo analiza.

1.3. Naliqie upomØnutogo processa ostavlØet otkrytym vopros o vnutrennih svoæstvah funkcii f, neobhodimyh i dostatoqnyh dlØ togo, qtoby f ∈ Φ.

§2. VypuklaØ oboloqka funkcii 2.1. Kakova by ni byla ograniqennaØ snizu funkciØ φ : D^n → R, gde D^n – vypukloæ kompakt v R^n, moßno postroit~ funkci¸ φ̄ :

D^n → R, opredelennu¸ dlØ kaßdoæ toqki a ∈ D^n ravenstvom

φ̄(a) = sup ψ(a), (2)

gde sup vzØt po vsem vypuklym funkciØm ψ : D^n → R, udovletvorØ¸wim uslovi¸ ψ 6 φ. Pri fftom dopuska¸tsØ i vypuklye funkcii ψ, razryvnye na granice ∂D^n.

Primer. Pust~ n = 1, D^n = [0, 1], znaqeniØ φ = 1 v racional~nyh i φ = 0 v irracional~nyh toqkah otrezka [0, 1]. Togda φ̄ = 0 v otkrytom intervale (0, 1) i φ̄ = 1 na ego koncah.

2.2. Nadgrafikom funkcii φ : D^n → R nazyva¸t sovokupnost~ toqek (a, z) ∈ R^n ×R, gde a ∈ D^n, z ¿ φ(a). Nadgrafik N (φ̄) funkcii φ̄, opredelennoæ ravenstvom (2), ØvlØetsØ vypukloæ oboloqkoæ nadgrafika N (φ). Pofftomu funkci¸ φ̄ estestvenno nazyvat~ vypukloæ oboloqkoæ funkcii φ.

DlØ l¸boæ dopuskaemoæ v (2) funkcii ψ v kaßdoæ toqke a ∈ D^n verny neravenstva

ψ(a) 6 φ̄(a) 6 φ(a). (3)

2.3. DlØ ffksponirovannyh toqek x ∈ exp D^n znaqeniØ φ̄(x) = φ(x), poskol~ku esli funkciØ ψ dopustima v (2), to i funkciØ

ψ_1(a) = { ψ(a) pri a ∈ D^n \ exp D^n,

φ(a) pri a ∈ exp D^n

toße dopustima v (2).

2.4. Dalee dlØ nas suwestvenno tol~ko to, qto dlØ ograniqennoæ sverhu i snizu funkcii φ funkciØ φ̄ toße ograniqena sverhu i snizu.

38 V. A. ZALGALLER

2.5. Zameqanie. Esli rassmatrivat~ ograniqennu¸ snizu funkci¸ φ : intD^n → R, zadannu¸ tol~ko vnutri D^n, to v opredelenii (2) funkcii φ̄ v kaqestve funkciæ ψ dostatoqno ispol~zovat~ odni lineænye funkcii, udovletvorØ¸wie uslovi¸ ψ 6 φ. No my dalee rassmatrivaem funkcii, zadannye na vsem D^n.

§3. Iterativnyæ process, shodØwiæsØ dlØ

f ∈ Φ i veduwiæ k minimal~nomu razloßeni¸

3.1. Pust~ funkciØ f : D^n → R, gde D^n – vypuklyæ kompakt s vnutrennimi toqkami v R^n, nepreryvna i potomu ograniqena sverhu i snizu. Togda moßet byt~ realizovan sledu¸wiæ process. Stroim po zadannoæ funkcii f, naqinaØ s f_1 := f, dve posledovatel~nosti funkciæ

r_i := f̄_i − f, f_{i+1} := r̄_i + f. (4)

DlØ kaßdoæ fiksirovannoæ toqki a ∈ D^n znaqeniØ f_i, f̄_i obrazu- ¸t monotonnu¸ posledovatel~nost~

f_1(a) ¿ f̄_1(a) ¿ f_2(a) ¿ f̄_2(a) ¿ f_3(a) ¿ . . . (5)

Pofftomu dlØ kaßdoæ toqki a ∈ D^n opredeleno koneqnoe ili otricatel~noe beskoneqnoe znaqenie

g^∗(a) = lim_{i→∞} f̄_i(a). (6)

3.2. Teorema. Esli opredelennaØ ravenstvom (6) funkciØ g^∗ :

D^n → R∪ (−∞) hotØ by v odnoæ toqke ravna −∞, to f ∉ Φ. Esli ße funkciØ g^∗ v kaßdoæ toqke koneqna, to f ∈ Φ, i imenno g = g^∗ daet minimal~noe razloßenie f = g−h v raznost~ vypuklyh funkciæ.

Dokazatel~stvo. Dopustim, qto hot~ odno predstavlenie v vide raznosti vypuklyh f = g − h, g : D^n → R, h : D^n → R, h 6 0 suwestvuet. Pust~ g − h imenno minimal~noe razloßenie. Dokaßem po indukcii, qto v l¸boæ fiksirovannoæ toqke a ∈ D^n vse znaqeniØ f_i ¿ g. Pri i = 1 ffto verno, tak kak f_1 = f = g − h ¿ g. Pust~ f_i ¿ g dlØ nomera i. Togda vvidu vypuklosti g, iz (3) sleduet f̄_i ¿ g. S ispol~zovaniem induktivnogo predpoloßeniØ, qto f_i ¿ g, zakl¸qaem, qto r_i = f̄_i − f = f̄_i − g + h ¿ h. Nakonec,

f_{i+1} = r̄_i + f = r̄_i + g − h ¿ g. •

O PREDSTAVLENII FUNKCI` 39 Iz f̄_i ¿ g pri vseh i sleduet, qto g^∗ ¿ g. Pofftomu, esli hotØ by v odnoæ toqke g^∗(a) = −∞, to f ∉ Φ.

Dopustim, qto dlØ funkcii f predel (6) koneqen v kaßdoæ toqke a ∈ D^n. Utverßdaem, qto togda f = g^∗ − h^∗, gde h^∗ :=

g^∗ − f 6 0, daet minimal~noe razloßenie f v raznost~ vypuklyh

funkciæ.

FunkciØ g^∗ vypukla kak predel vypuklyh f̄_i. Dokaßem, qto i

h^∗ toße vypukla. Iz (6) i pervogo ravenstva (4) sleduet, qto h^∗ = g^∗ − f = lim_{i→∞} r_i. Krome togo iz (5) i (6) sleduet, lim_{i→∞} f_{i+1} =

lim_{i→∞} f̄_i = g^∗. Pofftomu pri koneqnom znaqenii g^∗ v kaßdoæ toqke

a budet lim_{i→∞}(f_{i+1} − f̄_i) = lim_{i→∞}(r̄_i − r_i) = 0. Ots¸da h^∗ = lim_{i→∞} r_i =

lim_{i→∞} r̄_i, i funkciØ h^∗ vypukla kak potoqeqnyæ predel vypuklyh

funkciæ r̄_i. To, qto razloßenie f = g^∗ −h^∗ minimal~noe, sleduet iz g^∗ ¿ g. • 3.3. Pri f ∈ Φ funkcii g i h iz minimal~nogo razloßeniØ

f = g − h voznika¸t v processe 3.1 kak predely vypuklyh funk-

ciæ f̄_i, r̄_i i potomu vypukly na vsem D^n i avtomatiqeski nepreryvny v int D^n. No predel daße nepreryvnyh vypuklyh funkciæ moßet imet~ razryvy na granice. Naprimer, pri n = 1 na otrezke [0, 1] posledovatel~nost~ nepreryvnyh vypuklyh funkciæ, opredelennyh ravenstvom

φ_m(x) = { 1 − mx pri 0 6 x 6^1_m mx−1 m−1 pri^1_m 6 x 6 1,

shoditsØ pri m → ∞ k razryvnoæ na odnom konce vypukloæ funk- cii φ(x) = { 1 pri x = 0; x pri 0 < x 6 1.

Ewe bolee sloßnym moßet byt~ predel nepreryvnyh vypuklyh funkciæ v dvumernom sluqae. Naprimer, kak predel nepreryvnyh vypuklyh v kruge x^2 + y^2 6 1 funkciæ moßno poluqit~ zadannu¸ v tom ße kruge funkci¸ φ(x, y) = {_{y2} 1−x2 pri x

2 + y^2 6 1, x^2 ≠ 1;

1 pri x^2 = 1, y^2 = 0.

PoslednØØ funkciØ vypukla. No ona ne tol~ko razryvna v toqkah (1, 0) i (−1, 0) granicy kruga, no daße ne imeet v fftih toqkah

40 V. A. ZALGALLER opredelennogo predela pri priblißenii iznutri kruga. ˚vlenie, kogda dlØ posledovatel~nosti nepreryvnyh vypuklyh funkciæ φ_i : D^2 → R ih grafiki kak poverhnosti v R^3 v predele qastiqno “nalipa¸t” na granicu cilindra nad kompaktom D^2, obsußdalos~ napr. v knige [3, str. 196–198].

3.4. Pust~ funkciØ f : D^n → R nepreryvna na vsem D^n, f ∈ Φ i

f = g − h ee minimal~noe razloßenie. ObØzany li funkcii g i

h toße byt~ nepreryvnymi na vsem D^n?

Pri n = 1 otvet poloßitelen. Deæstvitel~no, v fftom sluqae f : [a, b] → R, i iz processa 3.1 i teoremy 3.2 sleduet, qto

h(a) = h(b) = 0. VypuklaØ funkciØ h 6 0 imeet na koncah prome-

ßutka [a, b] opredelennye predel~nye znaqeniØ h^−(a), h^−(b) pri priblißenii k fftim koncam po toqkam iz otkrytogo intervala

(a, b). Esli by, naprimer, na konce a, u funkcii h byl razryv,

to bylo by 0 = h(a) > h^−(a). Togda naxlos~ by takoe ε > 0, qto

h^−(a) + ε < h(a). V fftom sluqae ot funkciæ g, h moßno pereæti k

funkciØm g_1, h_1, dobaviv na poluotkrytom intervale (a, b] k g i h lineænu¸ funkci¸ l(x) =^{b−x}_{b−a} ε i sohraniv ravenstvo f = g_1 − h_1, neravenstvo h_1 6 0 i vypuklost~ g_1, h_1, qto protivoreqit minimal~nosti razloßeniØ f = g − h. •

No uße pri n = 2 otvet na vopros 3.4 otricatelen. Niße, v 5.5 daetsØ sootvetstvu¸wiæ primer.

§4. Kusoqno-lineænye funkcii

4.1. Pust~ P^n – kompaktnyæ vypuklyæ mnogogrannik v R^n, oblada¸wiæ vnutrennimi toqkami, i funkciØ f : P^n → R kusoqno-lineænaØ. My ponimaem pod fftim, qto f nepreryvna i ee grafik Γ(f) v R^n × R predstavlØet soboæ mnogogrannu¸ (giper)poverhnost~ v R^{n+1}, sostoØwu¸ iz koneqnogo qisla n-mernyh mnogogrannikov i vzaimno odnoznaqno proektiru¸wu¸sØ na P^n. Sovokupnost~ (n − 1)-mernyh graneæ poverhnosti Γ(f) proektiruetsØ na P^n v set~ γ(f) iz (n − 1)-mernyh mnogogrannikov. Set~

γ(f) razbivaet P^n na koneqnoe qislo poparno ne ime¸wih obwih

vnutrennih toqek n-mernyh mnogogrannyh Øqeek. (�ti Øqeæki svØzny, no ne obØzany byt~ odnosvØznymi.) V predelah kaßdoæ iz fftih Øqeek funkciØ f lineæna.

4.2. Teorema. L¸baØ kusoqno-lineænaØ funkciØ f : P^n → R dopus-

kaet predstavleniØ raznost~¸ dvuh vypuklyh kusoqno-lineænyh

O PREDSTAVLENII FUNKCI` 41

funkciæ.

Dokazatel~stvo. Nazovem hordami ((n − 1)-mernymi) zamykaniØ nepustyh pereseqeniæ int P^n ⊂ R^n s giperploskostØmi H^{n−1} ⊂

R^n. Proekciæ vseh negraniqnyh (n − 1)-mernyh graneæ poverh-

nosti Γ(f) umewa¸tsØ v P^n na koneqnom qisle hord Q_i (i =

1, . . . , m). Esli hotØ by pri odnoæ iz (n − 1)-mernyh graneæ po-

verhnosti Γ(f), leßawih nad Q_1, poverhnost~ Γ(f) imela perelom vypuklost~¸ vverh, to my pribavim k f vypuklu¸ funkci¸

h_1 : P^n → R, grafik kotoroæ Γ(h_1) imeet vid “dvugrannogo ugla”

s n-mernymi storonami i (n − 1)-mernym “rebrom”, leßawim nad Q_1. Funkci¸ h_1 moßno vybrat~ tak, qto grafik Γ(f + h_1) pri vseh (n − 1)-granØh, leßawih nad Q_1, budet imet~ perelomy tol~ko vypuklost~¸ vniz. Esli u Γ(f +h_1) nad Q_2 byla hot~ odna

(n−1)-gran~, pri kotoroæ u Γ(f +h_1) perelom vypuklost~¸ vverh,

pribavim k f + h_1 vypuklu¸ funkci¸ h_2 : P^n → R s grafikom

Γ(h_2) v vide “dvugrannogo ugla” s (n − 1)-rebrom nad Q_2, pritom

vyberem h_2 tak, qtoby grafik Γ(f + h_1 + h_2) pri (n − 1)-granØh, leßawih nad Q_2, imel perelomy tol~ko vypuklost~¸ vniz. I t.d... Posle m podobnyh xagov poluqim predstavlenie f = g − h,

gde g = f +^m ∑ i=1 h_i, h =^m ∑ i=1 h_i. Oqevidno g i h kusoqno-lineæny, a

h vypukla.

UbedimsØ, qto i funkciØ g vypukla. Deæstvitel~no, grafik

Γ(g) imeet pri vseh (n − 1)-granØh perelomy vypuklost~¸ vniz.

Pofftomu mnoßestvo teh toqek, gde funkciØ g ne obladaet lokal~noæ vypuklost~¸ moßet suwestvovat~ tol~ko na karkase iz graneæ, razmernosti 6 n − 2. Tem samym ffto mnoßestvo ne moßet soderßat~ (n − 1)-mernyæ kontinuum. No togda po teoreme Paskalini, sm. [4, str. 6], funkciØ g vypukla v celom. • 4.3. Sledstvie. KaßdaØ kusoqno-lineænaØ funkciØ f : P^n → R

prinadleßit klassu Φ, a potomu dopuskaet minimal~noe razloßenie f = g − h.

4.4. Vopros. ObØzatel~no li dlØ kusoqno-lineænoæ funkcii f :

P^n → R figuriru¸wie v ee minimal~nom razloßenii f = g − h

vypuklye funkcii g i h kusoqno-lineæny?

Niße (sm. 6.7 i 5.5) dokazyvaetsØ, qto uße pri n = 2 funkcii g i h kusoqno-lineæny lix~ nad int P^2, a na ∂P^2 mogut imet~ razryvy. Pri n ¿ 3 vopros ne issledovalsØ.

42 V. A. ZALGALLER

4.5. Pri n = 1 otvet na vopros 4.4 poloßitelen. �to sleduet iz teoremy 3.2. Deæstvitel~no, pust~ funkciØ f : [a, b] → R kusoqno-lineæna, t.e. Γ(f) – lomanaØ liniØ, nekoncevye verxiny kotoroæ leßat nad nekotorymi toqkami a_1 < a_2 < . . . < a_m intervala (a, b). V hode processa 3.1 vse funkcii f_i, f̄_i, r_i, r̄_i osta¸tsØ kusoqno-lineænymi, a nekoncevye verxiny ih grafikov leßat tol~ko nad toqkami iz mnoßestva {a_i}. Pofftomu takovy i funkcii g, h, predel~nye dlØ f̄_i, r̄_i.

4.6. Algoritm nahoßdeniØ minimal~nogo razloßeniØ dlØ kusoqno-lineænoæ funkcii odnoæ peremennoæ. DlØ f : [a, b] →

R process 3.1 moßet trebovat~ beskoneqnogo koliqestva xagov i

predel~nogo perehoda. No znanie, qto v minimal~nom razloßenii f = g − h funkcii g i h kusoqno-lineæny i ih grafiki mogut imet~ verxiny tol~ko nad toqkami iz mnoßestva {a_i} (sm. 4.5), pozvolØet naæti funkcii g i h koneqnym algoritmom. Opixem ego.

Oboznaqim c_1 < . . . < c_k te iz toqek mnoßestva {a_i}, nad kotorymi Γ(f) imeet izlom vypuklost~¸ vniz, i d_1 < . . . d_{m−k}, nad kotorymi u Γ(f) izlom vypuklost~¸ vverh. Iz processa 3.1 i teoremy 3.2 sleduet, qto v iskomom minimal~nom razloßenii

g(a) = f(a), g(b) = f(b), h(a) = h(b) = 0. Krome togo nekon-

cevye verxiny grafika Γ(g) raspoloßeny toqno nad toqkami

c_1 < . . . < c_k i tol~ko nad nimi, a nekoncevye verxiny Γ(h) nad d_1 < . . . < d_{m−k} i tol~ko nad nimi. Deæstvitel~no, neobhodi-

most~ naliqiØ verxin Γ(g) nad c_i i verxin Γ(h) nad d_j oqevidna. A esli by nad odnoæ iz toqek c_i, d_j byli verxiny i u Γ(g), i u Γ(h), to razloßenie f = g − h ne bylo by minimal~nym: znaqeniØ g i h v takoæ toqke moßno bylo by nemnogo uveliqit~. DlØ nahoßdeniØ funkciæ g i h ostaetsØ naæti m neizvestnyh znaqeniæ x_α = g(c_α), y_β = h(d_β); α = 1, . . . , k; β = 1, . . . , m − k. DlØ kaßdoæ toqki a_i naædetsØ edinstvennyæ indeks α, pri kotorom libo a_i = c_α, libo c_α < a_i < c_{α+1}, c_0 = a, c_{k+1} = b. V pervom sluqae g(a_i) = x_α, a vo vtorom znaqenie g(a_i) vyraßaetsØ qerez x_α i x_{α+1}

g(a_i) = c_{α+1} − a_i c_{α+1} − c_α x_α + a_i − c_α c_{α+1} − c_α x_{α+1}.

O PREDSTAVLENII FUNKCI` 43 Analogiqno, dlØ kaßdogo a_i naædetsØ edinstvennoe β, pri kotorom libo a_i = d_β, libo d_β < a_i < d_{β+1}, d_0 = a, d_{k+1} = b. V pervom sluqae h(a_i) = x_β, a vo vtorom

h(a_i) = d_{β+1} − a_i d_{β+1} − d_β y_β + a_i − d_β d_{β+1} − d_β y_{β+1} .

Teper~ ravenstvo f = g − h, primenennoe v m toqkah a_i, daet m lineænyh uravneniæ dlØ nahoßdeniØ vseh x_α, y_β . Iz dokazannogo ranee sleduet, qto sistema budet imet~ edinstvennoe rexenie i naædennye kusoqno-lineænye funkcii g i h budut vypuklymi.

4.7 Primer. Pust~ funkciØ f : [0, 3] → R opredelena ravenstva- mi f(x) = −x pri 0 6 x 6 1;

x − 2 pri 1 6 x 6 2; 2 − x pri 2 6 x 6 3.

V fftom sluqae m = 2, k = 1, c_0 = d_0 = 0, c_1 = 1, d_1 = 2, c_2 = d_2 = 3. DlØ toqki a_1 imeem a_1 = c_1, d_0 < a_1 < d_1, dlØ toqki a_2 imeem c_1 <

a_2 < c_2, a_2 = d_1. �to daet g(a_1) = x_1, h(a_1) =^1_2 y_1, g(a_2) =^1_2 (x_1 − 1), h(a_2) = y_1. Ots¸da poluqaem dva uravneniØ

x_1 − 1 2 y_1 = −1, 1 2 (x_1 − 1) − y_1 = 0,

iz kotoryh x_1 = −^5_3 , y_1 = −^4_3 . Na Ris. 1 izobraßeny grafiki funkciæ f, g, h.

Ris. 1. Odnomernyæ primer.

44 V. A. ZALGALLER

§5. Dva primera dlØ kusoqno-lineænyh funkciæ dvuh peremennyh 5.1. Grafik Γ(f) kusoqno-lineænoæ funkcii f : P^2 → R, gde P^2 – vypuklyæ mnogougol~nik s vnutrennimi toqkami v R^2, ØvlØetsØ mnogogrannoæ poverhnost~¸ v R^2 × R. Budem oboznaqat~ γ(f) graf, ØvlØ¸wiæsØ proekcieæ na P^2 seti vseh reber poverhnosti Γ(f), vkl¸qaØ i graniqnye rebra. Graf γ(f) razbivaet mnogougol~nik P^2 na mnogougol~nye Øqeæki; v predelah kaßdoæ iz nih f lineæna. FunkciØ f ne opredelØetsØ svoimi znaqeniØmi v verxinah grafa γ(f), no vpolne opredelØetsØ sovmestno: svoimi znaqeniØmi v verxinah γ(f) i vidom grafa γ(f). Dalee my imenno tak budem zadavat~ rassmatrivaemye kusoqno-lineænye funkcii φ dvuh peremennyh: izobraßat~ na risunke graf γ(φ) i okolo ego verxin pisat~ znaqenie funkcii φ v fftih verxinah.

5.2. Zameqanie. Esli Øqeæka razbieniØ oblasti zadaniØ funkcii φ grafom γ(φ) treugol~naØ, to znaqeniØ φ v verxinah fftoæ Øqeæki nezavisimy. Esli Øqeæka ne treugol~naØ, to znaqeniØ φ v verxinah fftoæ Øqeæki vsegda svØzany lineænymi zavisimostØmi, obespeqiva¸wimi lineænost~ φ v predelah Øqeæki.

Rassmotrim dva pouqitel~nyh primera, v kotoryh udaetsØ polnost~¸ prosledit~ hod iteracionnogo processa 3.1.

5.3. Primer. Pust~ P^2 – zamknutyæ kvadrat na ploskosti (x, y) s diagonal~no protivopoloßnymi verxinami kvadrata v toqkah

(0, 0) i (4, 4). I pust~ f : P^2 → R kusoqno-lineænaØ funkciØ,

zadanie kotoroæ grafom γ(f) i znaqeniØmi f v verxinah fftogo grafa izobraßeno na Ris. 2-a. Primenim k fftoæ funkcii f iterativnyæ process 3.1.

2-a. Zadanie f 2-b. Zadanie r̄_1 2-v. Zadanie f_2 2-g. Zadanie f̄_2.

Posledovatel~no nahodim: f_1 = f, f̄_1 ≡ 0, r_1 = −f, funkci¸ r̄_1

O PREDSTAVLENII FUNKCI` 45 zadaet Ris. 2-b, a funkcii f_2 = r̄_1 + f Ris. 2-v, gde koordinaty toqki e_2(3, 3). Funkci¸ f̄_2 zadaet Ris. 2-g.

OstanovimsØ na fftom xage i obosnuem dal~neæxiæ hod processa 3.1 rassußdeniem po indukcii. Sdelaem indukcionnoe dopuwenie, qto funkciØ f̄_i zadaetsØ grafom γ(f̄_i), izobraßennym na Ris. 3-a, gde koordinaty toqki e_i(a_i, a_i), znaqenie f̄_i(e_i) = a_i −4, a vo vseh ostal~nyh verxinah f̄_i = 0, priqem 2 < a_i 6 3. (Zametim, qto fftim trebovaniØm udovletvorØet funkciØ f̄_2 pri a_2 = 3.) My utverßdaem, qto pri takom dopuwenii o funkcii f̄_i funkciØ f̄_{i+1} okaßetsØ toqno takogo ße tipa, no s a_{i+1} =^{6ai}_{ai+4} . Dokaßem ffto.

Pri f̄_i Ris. 3-a funkci¸ r_i = f̄_i − f zadaet Ris. 3-b, gde koordinaty novyh verxin p_i ( 8a_i a_i + 4 , 4a_i a_i + 4 ) , q_i ( 4a_i a_i + 4 , 8a_i a_i + 4 ) . Znaqenie r_i(e_i) = f̄_i(e_i) − 0 = a_i − 4, a znaqeniØ r_i(p_i) = r_i(q_i) = 2ai−16 ai+4 nahodØtsØ iz

f̄_i(p_i) = 4 a^i − 4

a_i + 4

, f(p_i) = 2 a_i a_i + 4 .

3-a. Indukcionnoe predpoloßenie f̄_i

3-b. Zadanie r_i. 3-v. Zadanie r̄_i. .

1) Esli na Ris. 3-b soedinit~ otrezkom toqki p_i i q_i, to ego pereseqeniem s diagonal~¸ kvadrata budet toqka e_{i+1} (_{6a} i_a

i+4 ,^{6a}i_ai_{+4} ) . Vvidu a_i > 2 znaqenie r_i(e_{i+1}) = 6^{ai−4}_{ai+4} bol~xe, qem znaqenie^{2ai−16}_{ai+4} funkcii r_i v toqkah p_i i q_i. Pofftomu v R^3 toqka

46 V. A. ZALGALLER

3-g. Zadanie f_{i+1}. 3-d. Zadanie f̄_{i+1}.

(e_{i+1}, r_i(e_{i+1} )) grafika Γ(r_i) leßit nad hordoæ, soedinØ¸weæ toq-

ki P_i(p_i, r_i(p_i)) i Q_i(q_i, r_i(q_i)).

2) Otrezok ot verxiny (4, 4) kvadrata do toqki e_i otnositsØ k otrezku ot toqki (4, 4) do e_{i+1} kak (4 − a_i) : ( 4 −^{6a}i_ai_{+4} ) =^{16−a2}i

16−2ai .

Pofftomu na grafike Γ(r_i) horda, soedinØ¸waØ seredinu otrezka

P_iQ_i s toqkoæ (4, 4, 0) budet nad toqkoæ e_i nahoditsØ po osi z na

otmetke r_i(ρ_i)^{16−a2i}_{16−2ai} = a_i − 4, qto sovpadaet so znaqeniem r_i(e_i) =

f̄_i(e_i).

Vvidu fftih zameqaniæ funkci¸ r̄_i zadaet Ris. 3-v. Teper~ funkci¸ f_{i+1} = r̄_i + f zadaet Ris. 3-g, gde a_{i+1} :=^{6ai}_{ai+4} . I, nakonec, uqityvaØ, qto f_{i+1}(e_{i+1}) < f_{i+1}(p_i) = f_{i+1}(q_i), poluqaem vid funkcii f̄_{i+1}, Ris. 3-d. Naxa indukciØ dokazana.

Itak, funkcii f̄_i pri i ¿ 2 ime¸t vid Ris. 3-a, priqem

a_{i+1} =^{6a}i_ai_{+4} , a_2 = 3. No takaØ posledovatel~nost~, monotonno uby-

vaØ, shoditsØ k qislu 2. Pofftomu predel~naØ funkciØ g = lim_{i→∞} f̄_i imeet zadanie Ris. 4-a, a sootvetstvu¸waØ eæ funkciØ h = g − f zadanie Ris. 4-b. �ti funkcii i sostavlØ¸t minimal~noe razloßenie f = g − h v dannom primere.

5.4. Primer 5.3 pokazyvaet, qto dlØ kusoqno-lineænoæ funkcii dvuh peremennyh v ee minimal~nom razloßenii f = g − h mogut figurirovat~ kusoqno-lineænye funkcii, u kotoryh verxiny grafikov Γ(g), Γ(h) raspoloßeny ne tol~ko protiv verxin

Γ(f). �tot primer pokazyvaet oxiboqnost~ Teoremy 2 v zamet-

ke [5]^{1)}. Niße, v punkte 6.7 dana ispravlennaØ redakciØ fftoæ

1)Oxibka proistekla ot utverßdeniØ, qto novye poloßeniØ, verxin ne mogut voznikat~ v hode iterativnogo processa. Oni deæstvitel~no ne voznika¸t pri perehodah k vypukloæ oboloqke. No pri fftom perehode mogut

O PREDSTAVLENII FUNKCI` 47

4-a. Zadanie g. 4-b. Zadanie h.

teoremy.

Krome togo v hode processa 3.1 u grafikov promeßutoqnyh kusoqno-lineænyh funkciæ mogut poØvlØt~sØ verxiny nad vse novymi i novymi toqkami (toqki e_i, p_i, q_i v primere 5.3). Pofftomu poloßitel~nyæ otvet na vopros 4.4 v predelah int P^n daße pri n = 2 ewe trebuet dokazatel~stva. My vernemsØ k fftom v §6.

5.5. Primer. Pust~ P^2 – zamknutyæ treugol~nik ABC na ploskosti (x, y) s koordinatami verxin A(0, −2), B(0, 2), C(0, 2). I pust~ f : P^2 → R kusoqno-lineænaØ funkciØ, zadanie kotoroæ grafom γ(f) i znaqeniØmi f v verxinah fftogo grafa izobraßeno na Ris. 5-a. Primenim k fftoæ funkcii f iterativnyæ process 3.1.

Posledovatel~no nahodim f̄_1 (Ris. 5-b); r_1 (Ris. 5-v) i r̄_1 (Ris. 5-g).

OstanovimsØ na fftom xage i, kak i v primere 5.3, obosnuem dal~neæxiæ hod processa 3.1 rassußdeniem po indukcii. Sdelaem indukcionnoe dopuwenie, qto funkciØ r̄_i zadaetsØ grafom

γ(r̄_i), izobraßennym na Ris. 6-a, gde koordinaty toqki e_i(a_i, 0),

znaqenie r̄_i(e_i) = a_i −2, a vo vseh ostal~nyh verxinah r̄_i = 0, priqem 0 < a_i 6 1. (Zametim, qto fftim trebovaniØm udovletvorØet funkciØ r̄_1 pri a_i = 1.) My utverßdaem, qto pri takom dopuwenii o funkcii r̄_i funkciØ r̄_{i+1} okaßetsØtoqno takogo ße tipa, no s a_{i+1} =^{2ai}_{ai+2} . Dokaßem ffto.

Pri r̄_i Ris. 6-a funkci¸ f_{i+1} = r̄_i + f zadaet Ris. 6-b, gde

voznikat~ novye rebra, a zatem – pri sloßenii ili vyqitanii – mogut voznikat~ i novye verxiny.

48 V. A. ZALGALLER

5-a. Zadanie f. 5-b. Zadanie f̄_1. 5-v. Zadanie r_1. 5-g. Zadanie r̄_1.

koordinaty novyh verxin p_i ( 2a_i a_i + 2 , − 2a_i a_i + 2 ) , q_i ( 2a_i a_i + 2 , 2a_i a_i + 2 ) . DlØ f_{i+1} imeem f_{i+1}(e_i) = a_i + 2, a znaqeniØ f_{i+1}(p_i) = f_{i+1}(q_i) =

−^4_ai_{+2} nahodØtsØ iz togo, qto

r̄_i(p) = 2 a_i − 2 a_i + 2 , f(p_i) = − 2a_i a_i + 2 . Zadanie f_{i+1} izobraßeno na Ris. 6-b. Qtoby pereæti k funkcii

f̄_{i+1} sdelaem dva zameqaniØ.

1) Esli na Ris. 6-b soedinit~ otrezkom toqki p_i i q_i, to ego pereseqeniem s os~¸ x budet toqka e_{i+1} (_{2a} i_a

i+2 , 0 ) . Vvidu a_i > 0 znaqenie f_{i+1}(e_{i+1}) = 2^{ai−2}_{ai +2} budet bol~xe, qem znaqenie −^4_{ai+2} funkcii f_{i+1} v toqkah p_i, q_i. Pofftomu v R^3 toqka (e_{i+1}, f_{i+1}(e_{i+1})) grafika Γ(f_{i+1}) leßit nad hordoæ, soedinØ¸weæ toqki P_i(p_i, f_{i+1}(p_i)) i Q_i(q_i, f_{i+1}(q_i)).

2) Otrezok ot verxiny B treugol~nika ABC otnositsØ k otrezku ot B do toqki e_{i+1} kak (2 − a) : ( 2 −^{2a}i_ai_{+2} ) =^{4−a2}i_4 . Pofftomu

na grafike Γ(f_{i+1}) horda, soedinØ¸waØ seredinu otrezka P_iQ_i s toqkoæ (2, 0, 0) = (B, f_{i+1}(B)) budet nad toqkoæ e_i nahodit~sØ po osi z na otmetke f_{i+1}(p_i)·^{4−a2i}_4 = a_i −2, qto sovpadaet so znaqeniem

f_{i+1}(e_i).

O PREDSTAVLENII FUNKCI` 49

6-a. Zadanie r̄_i . 6-b. Zadanie f_{i+1}. 6-v. Zadanie f̄_{i+1}.

6-g. Zadanie r_{i+1}. 6-d. Zadanie r̄_{i+1}.

Vvidu fftih zameqaniæ funkci¸ f̄_{i+1} zadaet Ris. 6-v, v kotorom

f̄_{i+1}(p_i) = f̄_{i+1}(q_i) = f̄_{i+1}(e_{i+1}) = −^4_a

i+2 . Teper~ funkci¸ r_{i+1} =

f̄_{i+1} − f zadaet Ris. 6-g, v kotorom

r_{i+1}(p_i) = r_{i+1}(q_i) = − 4 a_i + 2 + 2a_i a_i + 2 = 2 a_i − 2 a_i + 2 , r_{i+1}(e_{i+1}) = − 4 a_i + 2 . I, nakonec, uqityvaØ, qto r_{i+1}(e_{i+1}) < r_{i+1}(p_i) = r_{i+1}(q_i), zakl¸- qaem, qto funkci¸ r̄_{i+1} zadaet Ris. 6-d, gde a_{i+1} =^{2ai}_{ai +2} . Naxa indukciØ dokazana.

Itak, funkcii r̄_i ime¸t vid Ris. 6-a, priqem a_1 = 1, a_{i+1} =

50 V. A. ZALGALLER 2ai_a i+2 . No takaØ posledovatel~nost~ qisel a_i monotonno ubyvaØ, shoditsØ k nul¸. Pri fftom r̄_i(e_i) → −2. Pofftomu predel~naØ vypuklaØ funkciØ h = lim_{i→∞} r̄_i na mnoßestve P^2 \(AC), gde (AC) – vnutrennØØ qast~ storony AC treugol~nika P^2, zadaetsØ Ris. 7-a. V to ße vremØ na storone [AC] funkcii r̄_i, a potomu i h, toßdestveno ravny nul¸. (Sootvetstvenno funkci¸ g v predelah

P^2 \ (AC) zadaet Ris. 7-b, a na AC funkciØ g ≡ 0.)

7-a. Zadanie h vnutri ABC. 7-b. Zadanie g vnutri ABC.

5.6. Primer 5.5 pokazyvaet, qto dlØ nepreryvnyh funkciæ f :

D^n → R klassa Φ pri n ¿ 2 v ih minimal~nom razloßenii f = g − h mogut figurirovat~ vypuklye funkcii g i h, razryvnye

na nekotoroæ qasti granicy ∂D^n.

Krome togo v sluqae kusoqno-lineænyh funkciæ f : P^n → R moßno pri n ¿ 2, voobwe govorØ, esli i oßidat~ v obwem sluqae kusoqnu¸ lineænost~ g i h, to tol~ko v int P^n.

§6. Stroenie g i h dlØ kusoqno-lineænyh funkciæ dvuh peremennyh 6.1. Legqe vsego rexaetsØ vopros o stroenii funkcii g i h (v minimal~nom razloßenii f = g − h kusoqno-lineænoæ funkcii

f : P^2 → R) na granice ∂P^2.

Lemma. V ukazannom sluqae grafiki Γ(g^|_l), Γ(h^|_l) sußeniæ funk-

ciæ g i h na kaßdu¸ storonu l vypuklogo mnogougol~nika P^2 ØvlØ¸tsØ lomanymi s verxinami tol~ko protiv verxin grafika Γ(f | |_l), a na koncah storony l, t.e. v verxinah P^2, znaqeniØ h = 0.

O PREDSTAVLENII FUNKCI` 51 �to sleduet iz togo, qto v hode processa 3.1 dlØ funkcii f analogiqnyæ process proishodit dlØ sußennoæ na l funkcii f | |_l : l → Rn. A dlØ posledneæ lemma verna soglasno 4.5. •

Bolee togo, algoritm 4.6 pozvolØet v koneqnoe qislo xagov nahodit~ vid funkciæ g | |_l, h | |_l dlØ kaßdoæ storony l mnogougol~nika

P^2.

Poslednee malo qto daet dlØ vyØsneniØ stroeniØ funkciæ g i h v int P^2, o kotoryh my poka znaem tol~ko ih vypuklost~. Pofftomu obratimsØ k vyØsneni¸ poloßeniØ ffksponirovannyh toqek nadgrafikov N (g) i N (h) v predelah int P^2. Nam ponadobØtsØ dopolnitel~nye oboznaqeniØ.

6.2. Pust~ φ : int P^2 → R vypuklaØ funkciØ. Na vypukloæ poverhnosti, kakovoæ ØvlØetsØ ee grafik Γ(φ), mogut byt~ ploskie uqastki. Ih vnutrennie toqki nazovem ploskimi. Mogut na Γ(φ) byt~ otkrytye otrezki, ne leßawie ni v kakom otkrytom ploskom uqastke. Takie otrezki budem nazyvat~ otrezkami tipa q.

6.3. Pust~ funkciØ f : P^2 → R kusoqno-lineæna; Γ(f) – ee grafik; graf γ(f) – proekciØ na P^2 seti reber mnogogrannoæ poverhnosti

Γ(f). Razdelim rebra grafa γ(f) na tri klassa: rebra tipa λ –

leßawie na granice vypuklogo mnogougol~nika P^2; rebra tipa μ – nad kotorymi Γ(f) imet~ perelom vypuklost~¸ vverh; rebra tipa ν – nad kotorymi Γ(f) imeet perelom vypuklost~¸ vniz.

6.4. Lemma. DlØ minimal~nogo razloßeniØ f = g − h kusoqno-

lineænoæ funkcii f : P^2 → R verno sledu¸wee.

1) Nadgrafik N (h) moßet nad int P^2 imet~ ffksponirovannye toqki tol~ko nad verxinami grafa γ(f) i nad vnutrennimi toqkami ego reber tipa μ.

2) Nadgrafik N (g) moßet nad int P^2 imet~ ffksponirovannye toqki tol~ko nad verxinami grafa γ(f) i nad vnutrennimi toqkami ego reber tipa ν.

Dokazatel~stvo. 1. Pust~ p ffksponirovaniØ toqka nadgrafika

N (h), leßawaØ nad toqkoæ x ∈ int P^2. Togda h(x) < 0.Oboznaqim

H opornu¸ k N (h) ploskost~, dlØ kotoroæ N (h) ∩ H = p.

2. Dopustim, qto toqka x leßit vnutri Øqeæki d – odnoæ iz teh, na kotorye graf γ(f) delit mnogougol~nik P^2. Neznaqitel~- nym parallel~nym pod¨emom ploskosti H otseqem ot N (h) gorbuxku Q tak, qto ee proekciØ ostanetsØ vnutri d i useqennaØ

52 V. A. ZALGALLER funkciØ h_1 ostanetsØ nepoloßitel~noæ. Vvidu lineænosti f v predelah Øqeæki d, ploskomu kra¸ gorbuxki Q na Γ(g) otveqaet takße ploskaØ krivaØ, po kotoroæ moßno otseq~ gorbuxku ot nadgrafika N (g). Posle fftih otseqeniæ sohranitsØ ravenstvo

f = g_1 − h_1. No ffto protivoreqit minimal~nosti razloßeniØ f = g − h. 3. Dopustim, qto toqka x leßit vnutri rebra l tipa ν grafa γ(f). Po l sosedstvu¸t dve Øqeæki d_1, d_2 iz qisla teh, na kotorye P^2 razbit grafom γ(f). Kak i vyxe, otseqem ot N (h) dostatoqno malu¸ gorbuxku Q tak, qto ee proekciØ ostanetsØ v predelah d_1 ∪d_2 i useqennaØ funkciØ h_1 ostanetsØ nepoloßitel~- noæ. Ploskiæ kraæ (“donyxko”) gorbuxki Q razbivaetsØ na dve qasti φ_1, φ_2, leßawie sootvetstvenno nad d_1 i d_2. Vvidu lineænosti funkcii f porozn~ v d_1 i v d_2, na nadgrafike N (g) funkcii

g = h + f ploskim uqastkom φ_1, φ_2 budut sootvetstvovat~ seqe-

niØ ψ_1, ψ_2, sostykovannye nad l tak, qto oni obrazu¸t perelom vypuklost~¸ vniz. Posle otseqeniØ ot N (g) qasti ploskimi seqeniØmi ψ_1 i ψ_2 poluqim grafik novoæ vypukloæ funkcii g_1. Pri fftom sohranitsØ ravenstvo f = g_1 − h_1, qto protivoreqit minimal~nosti razloßeniØ f = g − h. Utverßdenie lemmy 6.4 dlØ N (h) dokazano.

4. DlØ N (g) dokazatel~stvo vpolne analogiqno. •

6.5. Pust~ u N (h) naxlas~ ffksponirovannaØ toqka Ah = (a, h(a)), gde a leßit vnutri rebra tipa μ. (Primer 5.3 pokazyvaet, qto takoe vozmoßno.) Na grafike Γ(g) nad takoæ toqkoæ a ne moßet leßat~ ploskaØ toqka, inaqe na Γ(h) = Γ(g − f) qerez toqku A_h prohodil by otrezok, iduwiæ nad l. Po lemme 6.4 nad a u N (g) net ffksponirovannyh toqek. Znaqit nad a na Γ(g) leßit toqka

A_g, qerez kotoru¸ na Γ(g) prohodit otrezok q_g(a), tipa q.

ProekciØ fftogo otrezka q_g(a) na P^2 transversal~na k l, (inaqe na Γ(h) = Γ(g − f) qerez A_h xel by otrezok). Vvidu fftoæ transversal~nosti i togo, qto nad l leßit nastoØwee rebro grafika

Γ(f), v l¸boæ toqke A ∈ q_g(a) kasatel~nyæ konus k nadgrafiku N (g) imeet vid obwego dlØ vseh A ∈ q_g(a) dvugrannogo ugla s

uglom < π. (Ots¸da, meßdu proqim, sleduet, qto dlØ sußennogo grafika Γ(h | |_l) toqka A_h uglovaØ.)

Budem dvigat~sØ v P^2 iz toqki a po luqu L(a) v odnu iz storon vdol~ proekcii otrezka q_g(a). Naqalo luqa L(a) idet (vvidu

O PREDSTAVLENII FUNKCI` 53 upomØnutoæ transversal~nosti) strogo vnutri odnoæ Øqeæki d iz qisla teh, na kotorye P^2 razbit grafom γ(f). Nad fftim naqalom luqa L(a) i na Γ(g) i na Γ(h) leßat otrezki, priqem vdol~ fftih otrezkov kasatel~nye konusy k N (g) i N (h) ØvlØ¸tsØ dvugrannymi uglami s uglami < π. Takoe naqalo dvißeniØ vdol~

L(a) zaverxitsØ vyhodom na granicu Øqeæki d. Pri fftom est~

qetyre vozmoßnosti: 1) my doædem do vnutrenneæ toqki drugogo rebra tipa μ; 2) do vnutrenneæ toqki rebra tipa ν; 3) do vnutrenneæ toqki graniqnogo rebra tipa λ; 4) do odnoæ iz verxin grafa γ(f).

1) Esli my doxli do vnutrenneæ toqki a^′ rebra tipa μ, to nad a^′ snova okaßetsØ ffksponirovannaØ toqka nadgrafika N (h). Znaqit qerez toqku A^′_g = (a^′, g(a^′)) na Γ(g) idet otrezok q_g(a^′), kotoryæ obØzan sovpast~ s otrezkom q_g(a). I my moßem prodolßat~ dvißenie po luqu L(a) uße v sledu¸weæ Øqeæke d^′, imeØ nad soboæ otrezki tipa q i na Γ(g) i na Γ(h).

2) Esli my doxli do vnutrenneæ toqki a^′ rebra tipa ν, to nad a^′ okaßetsØ ffksponirovannaØ toqka u nadgrafika N (g). Po soobraßeniØm, soverxenno analogiqnym naqal~nym dovodam nastoØwego punkta 6.5, nad a^′ na fftot raz na Γ(h) dolßen leßat~ otrezok q_h(a^′) tipa q. On obØzan budet leßat~ nad luqom L(a). I my smoßem prodolßat~ dvißenie po luqu L(a) v sledu¸weæ Øqeæke d^′, imeØ nad soboæ otrezki tipa q i na Γ(g) i na Γ(h).

3) Iskl¸qim vozmoßnost~ vyhoda na granicu vo vnutrenneæ toqke rebra tipa λ do vstreqi s odnoæ iz verxin grafa γ(f).

Dopustim, qto my vyxli v toqku a^′, vnutrenn¸¸ dlØ rebra l tipa λ. Pri fftom luq L(a) transversalen k l. Nad L(a) k momentu podhoda k itoqke a^′ na Γ(h) xel nad L(a) nekotoryæ otrezok t, vdol~ kotorogo kasatel~nyæ konus C(t) k N (h) imel vid dvugrannogo ugla (vypuklost~¸ vniz) s uglom < π. U toqki a^′ v

P^2 naædetsØ malaØ okrestnost~ v vide otkrytogo polukruga U

(s centrom a^′) s prisoedinennym k U diametrom Ū ∩ l. Za sqet malosti U my vprave sqitat~, qto nad U grafik Γ(f) ploskiæ. Vblizi ot a^′ ot nadgrafika N (C(t) | |_U ) moßno otseq~ ploskost~¸

qast~, proekciØ kotoroæ leßit v U . Pri fftom odnovremenno proizoædet otseqenie ot nadgrafika N (h | |_{int P 2} ) nekotoroæ gorbuxki

Q. Useqennu¸ funkci¸ oboznaqim h_1 : int P^2 → R. Poskol~ku v U funkciØ f lineæna, to posle sootvetstvu¸wego useqeniØ nadgrafika N (g | |_{int P 2} ), my poluqim predstavlenie f = g_1 − h_1, qto

54 V. A. ZALGALLER protivoreqit minimal~nosti ishodnogo razloßeniØ f = g − h.

RassmotreniØ punkta 6.5 dokazyva¸ sledu¸wu¸ lemmu. 6.6. Lemma. �kstremal~nye toqki nadgrafikov N (h^|_{int P 2} ), N (g | |_{int P 2} ) mogut leßat~ tol~ko nad verxinami grafa γ(f) i nad temi vnutrennimi toqkami reber tipov μ i ν, v kotoryh ffti rebra transversal~no pereseka¸t otrezki, soedinØ¸wie pary verxin grafa γ(f), ranee ne soedinennye rebrami.

Pri fftom, esli v grafe γ(f) ne bylo rebra ab, soedinØ¸wego verxiny a i b grafa γ(f), to nad toqkami pereseqeniØ otrezka ab s rebrami tipa μ mogut voznikat~ ffksponirovannye toqki tol~ko u N (h), a nad toqkami pereseqeniØ ab s rebrami tipa ν – tol~ko u N (g). V intervalah ße meßdu voznikximi nad ab ffksponirovannymi toqkami i koncami ab nad ab idut otrezki na grafikah Γ(h) i Γ(g).

�ta lemma dokazyvaet koneqnost~ qisla ffksponirovannyh toqek i ukazyvaet mesta ih vozmoßnogo raspoloßeniØ dlØ nadgrafikov N (h | |_{int P 2} ) i N (g | |_{int P 2} ).

6.7. Teorema^{1)}. DlØ kusoqno-lineænoæ funkcii f : P^2 → R u fi-

guriru¸wih v ee minimal~nom razloßenii f = g − h funkciæ g i h ih sußeniØ g | |_{int P 2} , h | |_{int P 2} ØvlØ¸tsØ kusoqno-lineænymi funkci- Ømi. Pri fftom ih grafiki Γ(g | |_{int P 2} ) , Γ(h | |_{int P 2} ) ØvlØ¸tsØ gomeomorfnymi krugu vypuklymi mnogogrannymi poverhnostØmi s iskl¸qennym vnexnim kraem. �ti grafiki ime¸t verxiny tol~ko nad nekotorymi iz toqek, ukazannyh v lemme 6.6, a kraØ fftih grafikov sut~ prostranstvennye lomanye, verxiny kotoryh mogut leßat~ tol~ko nad nekotorymi iz verxin grafa Γ(f), leßawih na granice ∂P^2 vypuklogo mnogougol~nika P^2.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno dokazat~ utverßdenie dlØ funkcii h, togda ono verno i dlØ funkcii g = h + f. FunkciØ h est~ predel vypuklyh funkciæ r̄_i 6 0, voznikavxih v hode processa 3.1. Rassmotrim useqennye sverhu nadgrafiki funkcii r̄_i

N_i := {(a, z) ∈ R^3 | | a ∈ P^2, r̄_i(a) 6 z 6 1}.

Mnoßestva N_i – vypuklye kompakty, oni shodØtsØ k vypuklomu kompaktu N i ih poverhnosti ∂N_i shodØtsØ k poverhnosti ∂N .

1)�ta teorema zamenØet teoremu 2 zametki [5].

O PREDSTAVLENII FUNKCI` 55 PoslednØØ moßet byt~ razdelena na tri qasti: otkrytoe verhnee donyxko {(a, 1) | | a ∈ int P^2}; zamknutaØ cilindriqeskaØ qast~,

raspoloßennaØ nad ∂P^2; otkrytoe nißnee donyxko, kotoroe i est~ Γ(h | |_{int P 2} ).

Na P^2 krome funkcii h rassmotrim ewe funkci¸ h_0, kotoraØ po opredeleni¸ sovpadaet s h na int P^2, a na ∂P^2 grafikom h_0 slußit nißniæ kraæ zamknutoæ cilindriqeskoæ qasti poverhnosti ∂N . Pri fftom

h_0 | |_{∂p2} 6 h | |_{∂P 2} 6 0,

a funkciØ h_0, v otliqie ot h, obØzatiel~no nepreryvna na vsem

P^2.

My utverßdaem, vo-pervyh, qto u vypuklogo tela N lix~ koneqnoe qislo ffksponirovannyh toqek (iz fftogo uße sleduet, qto N mnogogrannik, a funkciØ h | |_{int P 2} kusoqno-lineæna) i, vo-

vtoryh, qto ffti ffksponirovannye toqki raspoloßeny tak, qto verna Teorema 6.7.

U tela N ffksponirovannymi toqkami slußat ugly verhnego donyxka (a_j , 1), gde a_j – verxina mnogougol~nika P^2, ffksponirovannye toqki na otkrytom nißnem donyxke – ffto ffksponirovannye toqki nadgrafika N (h | |_{int P 2} ), o koneqnosti ih qisla i

ih vozmoßnom raspoloßenii xla req~ v lemme 6.6, i, nakonec, ffksponirovannye toqki tela N , popavxie ni nißniæ kraæ cilindriqeskoæ qasti poverhnosti ∂N . My utverßdaem, qto ffti toqki mogut leßat~ tol~ko nad verxinami grafa γ(f), leßawimi na ∂P^2.

Dopustim protivnoe. Pust~ toqka A = (a, h_0(a)) ∈ exp N , aint l, gde l – odna iz storon mnogougol~nika P^2, i a ne ØvlØetsØ verxinoæ grafa γ(f). Provedem qerez otrezok l opornu¸ k telu N ploskost~ H. Pereseqenie F = N ∩H budet raspoloßennoæ “nad” l vypukloæ figuroæ, Ris. 8, v vide krivolineænoæ trapecii s nißnim kraem Γ(h_0 | |_l). Na Ris. 8 ßirnymi toqkami otmeqeny ver-

xiny γ(f), leßawie na l, a krestikom otmeqena ne sovpavxaØ ni s odnoæ iz nih toqka a.

Krome togo punktirom oboznaqena lomanaØ Γ(h | |_l), leßawaØ ne

niße qem Γ(h_0 | |_l). Toqka A budet ffkstremal~noæ i dlØ figury F .

Provedem v ploskosti fftoæ figury opornu¸ k F prØmu¸ t, dlØ kotoroæ F ∩ t = A. Toqka A ne moßet prinadleßat~ Γ(h | |_l). PrØ-

mu¸ t moßno stol~ neznaqitel~no perenesti parallel~no vverh

56 V. A. ZALGALLER

Ris. 8.

v poloßenie t^′, qto horda F ∩ t^′ ostanetsØ niße Γ(h | |_l), a proek-

ciØ fftoæ hordy na l (ffta proekciØ soderßit toqku a) umestitsØ vnutri odnogo iz otkrytyh intervalov meßdu leßawimi na l verxinami γ(f). Nam ostanetsØ provesti qerez prØmu¸ t^′ ploskost~ tak, qtoby ona otsekla ot nadgrafika N (h | |_{int P 2} ) gorbuxku

Q, kotoraØ budet leßat~ nad Øqeækoæ d ⊂ P^2, v predelah kotoroæ funkciØ f lineæna. I my (kak i v predxestvovavxih postroeniØh) poluqim novoe razloßenie f = g_1 − h_1, protivoreqawee minimal~nosti ishodnogo razloßeniØ f = g − h. Teorema 6.7 dokazana.

6.8. V usloviØh teoremy 6.7 funkciØ f imeet krome minimal~- nogo razloßeniØ f = g − h (gde g i h mogut byt~ razryvny na granice ∂P^2) ewe razloßenie f = g_0 −h_0, v kotorom g_0 i h_0 nepreryvny na vsem P^2, priqem vtoroe razloßenie minimal~no dlØ funkcii f | |_{int P 2} . �ti razloßeniØ vsegda sovpada¸t na int P 2, no

mogut byt~ razliqnymi na ∂P^2, hotØ grafiki i teh i drugih nad ∂P^2 sut~ prostrastvennye lomanye s verxinami nad nekotorymi (vozmoßno raznymi) iz qisla verxin γ(f), leßawih na

∂P^2. Pri fftom grafiki Γ(g | |_{∂P 2} ) i Γ(h | |_{∂P 2} ) legko nahodØtsØ (sm.

lemmu 6.1), togda kak nahoßdenie grafikov Γ(g_0 | |_{∂P 2} ) i Γ(h_0 | |_{∂P 2} )

nesravnenno sloßnee. Pofftomu polezny sledu¸wie dva utverßdeniØ.

6.9. Lemma. Esli a – uglovaØ toqka mnogougol~nika P^2 i v so-

stave grafa γ(f) k toqke a ne podhodilo ni odno rebro tipa μ, to

O PREDSTAVLENII FUNKCI` 57

h_0(a) = h(a) = 0.

Dokazatel~stvo. V takoæ toqke, soglasno 2.3, znaqenie h(a) = 0. Dopustim, qto h_0(a) < 0. Togda v R^3 qerez toqku (a, z), gde

z = h_0(a)/2 moßno provesti ploskost~, kotoraØ otseqet ot qa-

sti nadgrafika N (h), leßaweæ nad int P^2, nebol~xu¸ gorbuxku. Ee proekciØ na P^2 libo ploskaØ (treugol~naØ), libo – razdelena na treugol~niki rebrami tipa ν. Nad kaßdym takim treugol~- nikom funkciØ f lineæna, i ot nadgrafika N (g) moßno otseq~ sootvetstvu¸wie fftim treugol~nikam qasti. Pri fftom (iz-za tipa ν) vypuklost~ useqennoæ funkcii g_1 sohranitsØ, i my poluqim predstavlenie f = g_1 −h_1, protivoreqawee minimal~nosti razloßeniØ f = g − h.

6.10. Lemma. Esli a – verxina grafa γ(f), leßawaØ vnutri sto-

rony l mnogougol~nika P^2, k a ne podhodit ni odno rebro tipa μ, i esli nad a leßit uglovaØ toqka grafika Γ(h_0 | |_l), to v fftoæ toqke

h_0(a) = h(a).

Dokazatel~stvo vpolne analogiqno dokazatel~stvu lemmy 6.9, tol~ko v predpoloßenii h_0(a) < h(a) otseka¸waØ ploskost~ provoditsØ qerez toqku (a, z), gde z = (h_0(a) + h(a))/2.

§7. Koneqnyæ algoritm dlØ nahoßdeniØ minimal~nogo razloßeniØ kusoqno-lineænoæ funkcii dvuh peremennyh 7.1. Pust~ dana kusoqno-lineænaØ funkciØ f : P^2 → R. Algoritm naqinaetsØ s nahoßdeniØ po pravilam 4.6 funkciæ h | l i g | l dlØ kaßdoæ storony l mnogougol~nika P^2. Vse dal~neæxee posvØweno poisku funkcii h_0.

7.2. Po pravilam lemmy 6.6 nahodim koneqnoe mnoßestvo toqek v

P^2, nad kotorymi (krome graniqnyh verxin grafa γ(f)) poten-

cial~no mogut raspolagat~sØ verxiny mnogogrannogo grafika vypukloæ kusoqno-lineænoæ funkcii h_0.

Koneqnost~ qisla fftih toqek pozvolØet pereqislit~ koneqnoe qislo dopuskaemyh k rassmotreni¸ potencial~no vozmoßnyh grafov γ(h_0 ). Pri fftom lemmy 6.9 i 6.10 i znanie, qto nad kaßdym rebrom tipa μ grafa γ(f) obØzatel~no leßit odno rebro ili cepoqka reber grafa γ(h_0), moßet sokratit~ qislo potencial~no vozmoßnyh tipov grafa γ(h_0 ). �tomu mogut takße sposobstvovat~ soobraßeniØ simmetrii: esli ona byla v zadanii f, to po harakteru processa 3.1 ona sohranitsØ i u funkciæ h i g.

58 V. A. ZALGALLER

7.3. Dalee kaßdyæ potencial~no vozmoßnyæ graf γ(h0) predstoit rassmatrivat~ otdel~no. No nekotorye iz fftih grafov, ne iskl¸qa¸wie kategoriqeski drug druga, moßno ob¨edinit~: vkl¸qit~ v γ(h_0) vse ih rebra, no v dal~neæxem nad temi rebrami, kotorye ne raspoloßeny nad rebrami tipa μ grafa γ(f), ne trebovat~ obØzatel~no strogoæ vypuklosti nadgrafika N (h_0). Algoritm sam iskl¸qit “lixnie” rebra γ(h_0).

7.4. Itak pust~ fiksirovan dopuwennyæ k rassmotreni¸ graf

γ(h_0); a_i – ego verxiny, z_i – iskomye znaqeniØ h_0(a_i). DlØ ne-

kotoryh iz a_i ∈ ∂P^2 znaqeniØ z_i v silu lemm 6.9 i 6.10 mogut okazat~sØ srazu naædennymi. Ostal~nye z_i osta¸tsØ iskomymi neizvestnymi.

7.5. PervaØ seriØ lineænyh neravenstv sostoit v tom, qto dlØ kaßdogo a_i ∈ ∂P^2

z_i 6 h(a_i)

gde h(a_i) naædeny v naqale algoritma, a dlØ ostal~nyh a_j

z_j 6 0.

7.6. Esli sredi Øqeek, na kotorye γ(h0 ) delit mnogougol~nik

P^2, est~ ne treugol~nye, to dopolnim nax graf γ(h_0 ) uslovnymi

rebrami, provedØ v takoæ Øqeæke diagonali iz odnoæ verxiny v ostal~nye. �to pozvolØet sqitat~ vse Øqeæki treugol~nymi.

7.7. VtoraØ seriØ lineænyh neravenstv sostoit v zapisi trebovaniØ vypuklosti nadgrafika N (h_0) nad kaßdym negraniqnym rebrom a_ia_j dopolnennogo grafa γ(h_0 ). PoØsnim sostavlenie fftih neravenstv. Pust~ po rebru a_ia_j soprikasa¸tsØ dve treugol~- nye Øqeæki a_ia_j a_m i a_ia_ja_n. Koordinaty (x_k, y_k) kaßdoæ iz toqek

a_k (k = i, j, m, n) izvestny. ZnaqeniØ z_k v fftih toqkah libo uße

qislenno izvestny, libo ØvlØ¸tsØ iskomymi neizvestnymi.

DlØ grafika Γ(h_0) ploskost~, prohodØwaØ qerez toqki (a_i, z_i),

(a_j , z_j), (a_m, z_m) Ris. 9 budet imet~ uravnenie | | | | | X − x_i Y − y_i Z − z_i x_j − x_i y_j − y_i z_j − z_i x_m − x_i y_m − y_i z_m − z_i

| | | | | = 0

O PREDSTAVLENII FUNKCI` 59

Ris. 9.

Pofftomu, leßawaØ v fftoæ ploskosti nad a_n toqka (a_n, Z) grafika budet imet~ koordinatu Z, kotoraØ nahoditsØ iz uravneniØ | | | | | | x_n − x_i y_n − y_i Z − z_i x_j − x_i y_j − y_i z_j − z_i x_m − x_i y_m − y_i z_m − z_i

| | | | | | = 0,

i trebovanie strogoæ vypuklosti N (h_0) nad rebrom a_ia_j svoditsØ k neravenstvu Z < z_n; trebovanie nestrogoæ vypuklosti (esli my somnevaemsØ, vkl¸- qat~ li ffto rebro v ishodno rassmatrivaemyæ graf γ(h_0 )) – k neravenstvu Z 6 zn; nakonec, esli a_ia_j bylo uslovnym rebrom dopolnennogo grafa

γ(h_0), to k ravenstvu Z = z_n. 7.8. Tret~Ø seriØ lineænyh neravenstv sostoit v zapisi strogoæ vypuklosti nadgrafika N (g_0) nad rebrami grafa γ(g_0 ), iduwimi po rebram tipa ν grafa γ(f), i nestrogoæ vypuklosti nad ostal~- nymi negraniqnymi rebrami grafa γ(g_0 ). Sam graf γ(g_0) nahoditsØ po γ(h_0) i γ(f) s uqetom lemmy 6.6 i togo, qto g_0 = h_0 + f. Pri fftom znaqenii f(b_i) dlØ vseh verxin b_i grafa γ(g_0 ) izvestny, a znaqeniØ h_0(b_i) est~ libo z_j (esli b_i = a_j ), libo – izvestnaØ lineænaØ kombinaciØ αz_j +βz_k, esli verxina b_i leßit na otrezke

a_ja_k.

60 V. A. ZALGALLER

Pri fftih dannyh o vseh g_0(b_i) tret~Ø seriØ lineænyh neravenstv sostavlØetsØ po tem ße pravilam, qto i v punkte 7.7. Tol~ko na fftot raz neravenstva pixutsØ dlØ vseh negraniqnyh reber b_ib_j grafa γ(g_0 ). DlØ vvodimyh uslovnyh reber pixutsØ ravenstva. Vse tri serii sut~ lineænye neravenstva i lineænye ravenstva, svØzyva¸wie iskomye z_i.

7.9. Nakonec, stavitsØ zadaqa lineænogo programmirovaniØ o Max ∑ i z_i pri sobl¸denii vseh treh seriæ lineænyh neravenstv

i ravenstv. Pri fftom, esli ispol~zovalis~ strogie neravenstva, to oni vremenno zamenØ¸tsØ na nestrogie.

Esli u zadaqi rexeniØ net, ili ono ne edinstvenno, ili tam, gde hotelos~ imet~ strogoe neravenstvo v rexenii ono obratilos~ v ravenstvo, to rassmatrivaemyæ variant grafa γ(h_0 ) otvergaetsØ.

7.10. Pri peresmotre vseh dopustimyh grafov γ(h0 ) obØzatel~no naædetsØ tot, pri kotorom rexenie suwestvuet, edinstvenno, i pri kotorom kaßdoe z_i maksimal~no.

Pereædem k primeram.

7.11. ObratimsØ k primeru 5.5. Zdes~ rol~ P^2 igraet treugol~- nik T = a_1a_2a_3, funkci¸ f zadaet Ris. 8-a, koordinaty toqek

a_1(0, −2), a_2(2, 0), a_3(0, 2), a_4(0, 0), a_5(1, −1), a_6(1, 1).

10-a. Zadanie f. 10-b. Vozmoßnyæ γ(h_0). Vozmoßnyæ γ(g_0).

Na kaßdoæ storone l treugol~nika T po 4.6 funkciØ h | |_l ≡ 0.

Pofftomu po lemme 6.9 h_0(a_1) = h(a_1) = 0, h_0(a_3) = h(a_3) = 0. Po lemme 6.10 h_0(a_5) = h(a_5) = 0, h_0(a_6) = h(a_6) = 0. Vvidu vypuklosti h_0 nad rebrom a_2a_3 budet h_0(a_2) ¿ 0. No h_0(a_2) 6 h(a_2) = 0,

O PREDSTAVLENII FUNKCI` 61 pofftomu h_0(a_2) = 0. I edinstvenno vozmoßnym dlØ h_0 ØvlØetsØ graf γ(h_0) Ris. 10-b. Neizvestno tol~ko znaqenie z = h_0(a_4).

Pri γ(h_0) vida Ris. 10-b iz g_0 = h_0 + f zakl¸qaem, qto graf

γ(g_0) imeet vid Ris. 10-v (s vozmoßnym isqeznoveniem rebra a_2a_4). PervaØ seriØ neravenstv (h_0 6 0) svoditsØ k z 6 0. VtoraØ

seriØ: vypuklost~ dlØ grafa 10-b nad rebrom a_2a_4 – k tomu ße neravenstvu z 6 0.

Tret~Ø seriØ neravenstv: vypuklost~ dlØ grafa 10-v, strogaØ nad rebrami a_4a_5 i a_4a_6 – k z < −1, i nestrogaØ nad rebrom a_4a_2 – k z 6 −2. Pri fftih usloviØh max z = −2, i my prixli k tomu ße rexeni¸, k kotoromu vel beskoneqnyæ process 3.1 v 5.5. 7.12. Primenim algoritm §7 k primeru 5.3. Funkci¸ f : P^2 → R, gde P^2 – kvadrat s verxinami a_1(0, 0), a_2(4, 0), a_3(4, 4), a_4(0, 4), zadaet Ris. 11-a, gde a_5(4, 2), a_6(2, 4), a znaqeniØ funkcii

f_1(a_1) = f(a_2) = f(a_3) = f(a_4) = 0, f(a_5) = f(a_6) = 1.

11-a. Graf γ(f) 11-b. Dopustimyæ γ(h_0) 11-v. Dopustimyæ γ(g_0).

ZnaqeniØ h | |_{∂P 2} , naædennye po pravilam 4.6,

h(a_1) = h(a_2) = h(a_3) = h(a_4) = 0, h(a_5) = h(a_6) = −1.

Po lemme 6.9 imeem

h_0(a_1) = h_0(a_3) = h_0(a_4) = 0.

Obsudim vozmoßnye tipy grafa γ(h_0 ). Nad a_1a_5 i a_1a_6 u nadgrafika N (h_0) obØzatel~no est~ rebra (ili cepoqka reber). Esli by u N (h_0) bylo rebro ili cepoqka reber nad a_2a_6, to takie ße rebra byli nad a_1a_5. No togda u N (h_0) byla by verxina nad

62 V. A. ZALGALLER vnutrenneæ toqkoæ rebra a_1a_3 tipa ν grafa γ(f), qto iskl¸qeno lemmoæ 6.4. Ne moßet u N (h_0) byt~ reber i nad a_1a_3. Takoe rebro po lemme 6.4 xlo by odno ot a_1 do a_3, no podoæti k toqke a_3 ono ne moßet, tak kak h_0(a_3) = 0.

Pofftomu dopustimym ØvlØetsØ tol~ko graf γ(h_0) vida Ris. 11- b, pri kotorom strogaØ vypuklost~ u N (h_0) obØzatel~na tol~ko nad a_1a_5 i a_1a_6. ZnaqeniØ h_0 v toqkah a_1, a_3, a_4 uße izvestny. UqityvaØ simmetri¸, vvedem oboznaqeniØ h_0(a_1) = z_1, h_0(a_5) =

h_0(a_6) = z_2, h_0(a_7) = h_0(a_8) = z_3. Nam predstoit naæti z_1, z_2, z_3

iz zadaqi lineænogo programmirovaniØ.

PervaØ seriØ lineænyh neravenstv

z_1 6 0, z_2 6 −1, z_3 6 0.

Vtoru¸ seri¸ lineænyh neravenstv sostavØt zapisi strogoæ vypuklosti N (h_0) nad a_1a_7, a_7a_5 i nestrogoæ vypuklosti nad

a_5a_6, a_2a_7, a_7a_8. (S uqetom simmetrii zapis~ strogoæ vypuklo-

sti nad a_1a_8, a_8a_6 i nestrogoæ nad a_8a_4 ne moßet dat~ novyh neravenstv.) Qetyrehugol~nu¸ Øqeæku a_7a_5a_6a_8 budem sqitat~ razbitoæ na dve treugol~nye uslovnym rebrom a_7a_6.

StrogaØ vypuklost~ nad a_1a_7 i nad a_7a_5 zapisyvaetsØ neravenstvom

z_3 < 0;

nestrogaØ vypuklost~ nad a_5a_6 – neravenstvom

2z_2 − z_3 6 0;

nestrogaØ vypuklost~ nad a_2a_7 i nad a_7a_8 –

3z_3 − z_1 − 2z_2 6 0.

RasprØmlenie grafika Γ(h_0) nad uslovnym rebrom a_7a_6 avtomatiqeski vypolnØetsØ vvidu h_0(a_7) = h_0(a_8) i h_0(a_5) = h_0(a_6).

Preßde qem pereæti k tret~eæ serii lineænyh neravenstv, vyraßa¸wih trebovaniØ vypuklosti nadgrafika N (g_0) funkcii

g_0 = h_0 + f, otmetim, qto soglasno lemme 6.6 grafu 11-b funkcii h_0 sootvetstvuet graf γ(g_0 ), Ris. 11-v. Pri fftom

g_0(a_1) = z_1, g_0(a_2) = g_0(a_3) = g_0(a_4) = 0

g_0(a_5) = g_0(a_6) = z_2 + 1, g_0(a_9) = z_3, g_0(a_{10}) = z_2.

Vvodimye uslovnye rebra a_9a_5 i a_9a_6.

O PREDSTAVLENII FUNKCI` 63

Tret~Ø seriØ lineænyh neravenstv. StrogaØ vypuklost~ N (g_0) nad a_1a_9, a_9a_{10}, a_{10}a_3 vypolnØetsØ avtomatiqeski, poskol~ku vdol~ a_1a_3 k ploskim uqastkam grafika Γ(h_0) dobavlØlsØ vypuklyæ uqastok grafika Γ(f). NestrogaØ vypuklost~ N (g_0) nad

a_5a_{10} i a_{10}a_6 zapisyvaetsØ neravenstvom

2z_2 − z_3 6 0;

nestrogaØ vypuklost~ nad a_2a_9 i a_9a_4 – neravenstvom

2z_3 − 2z_2 − z_1 − 2 6 0.

RasprØmlenie nad uslovnymi rebrami a_9a_5, a_9a_6 trebuet sobl¸- deniØ ravenstva

z_3 = z_1 − 2. (∗)

Poslednee ravenstvo pozvolØet iskl¸qit~ z_3, i my poluqaem sistemu neravenstv

z_1 6 0, z_2 6 −1, 2z_2 − z_1 6 −2, z_1 − 2z_2 6 2.

Iz dvuh poslednih sleduet z_1 − 2z_2 = 2, t.e.

z_1 = 2z_2 + 2, (∗∗)

qto pozvolØet iskl¸qit~ i z_1, i sistema svoditsØ k odnomu neravenstvu

z_2 6 1,

pri kotorom ostaetsØ naæti max z_2 = 1. V silu (∗) i (∗∗) pri fftom dostiga¸t svoih maksimumov i z_1, z_3.

Zadaqa rexena: z_1 = 0, z_2 = −1, z_3 = −2. Pri fftih znaqeniØh v grafe γ(h_0) isqezaet rebro a_5a_6, i my prihodim dlØ h i g k tem ße zadaniØm, Ris. 4-a, k kotorym v primere 5.3 shodilsØ process 3.1.

§8. Diskretno zadannye funkcii 8.1. Pust~ funkciØ f zadana diskretno, to est~ tol~ko na koneqnom mnoßestve toqek a_i ∈ R^n, i = 1, . . . , r. Nazovem taku¸ funkci¸ vypukloæ, esli vse toqki (a_i, f(a_i)) leßat na granice ih vypukloæ oboloqki, pritom na toæ ee storone, kotoraØ obrawena v storonu otricatel~nogo napravleniØ (n + 1)-oæ osi koordinat.

64 V. A. ZALGALLER

Iz ranee dokazannogo sleduet, qto kaßdaØ diskretno zadannaØ funkciØ f : {a_i} → R moßet byt~ predstavlena kak raznost~ vypuklyh funkciæ g i h, zadannyh na tom ße mnoßestve {a_i}. Pri fftom suwestvuet minimal~noe razloßenie f = g − h s h 6 0.

8.2. Process, opisannyæ v §3, i na fftot raz shoditsØ k minimal~-

nomu razloßeni¸ f = g − h. Tol~ko funkcii f_n → g, r_n → h zada- ¸tsØ na diskretnom mnoßestve toqek {a_i}, a funkcii f̄_n, r̄_n na vseæ vypukloæ oboloqke conv {a_i} fftih toqek.

8.3. Sformuliruem, radi prostoty dlØ n = 2, zadaqu lineænogo programmirovaniØ, pozvolØ¸wu¸ naæti takoe minimal~noe razloßenie v koneqnoe qislo xagov.

DlØ zadannyh toqek a_i ∈ R^2 suwestvuet koneqnoe qislo situaciæ, kogda odna toqka a_j leßit v vypukloæ oboloqke toqek a_k, a_l,

a_m. Snabdim nomerami ξ = 1, . . . , N ffti situacii; nomera toqek j, k, l, m zavisØt ot nomera ξ. I pust~ λ_ξ , μ_ξ, ν_ξ – baricentriqe-

skie koordinaty toqki a_j v treugol~nike a_ka_la_m.

Oboznaqim h(a_i) = z_i. DlØ nahoßdeniØ funkcii h dostatoqno rexit~ sledu¸wu¸ zadaqu lineænogo programmirovaniØ ∑ z_i = max, z_i 6 0 (i = 1, . . . , r),

z_j 6 λ_ξz_k + μ_ξz_l + ν_ξz_m,

f(a_j ) + z_j 6 λ_ξ(f(a_k ) + z_k) + μ_ξ(f(a_l ) + z_l) + ν_ξ(f(a_m) + z_m), ξ = 1, . . . , N. 8.4. UsloviØ posledneæ zadaqi lineænogo programmirovaniØ sloßnee usloviæ zadaqi punkta 7.9 po toæ priqine, qto daße pri skromnom qisle r toqek koneqnoe qislo ograniqitel~nyh neravenstv 2N + r moßet byt~ oqen~ bol~xim.

Odnako I. V. Romanovskiæ predloßil algoritm rexeniØ fftoæ zadaqi, osnovannyæ na metode posledovatel~nyh uluqxeniæ, v kotorom na baze dvoæstvennoæ zadaqi posledovatel~no generiru¸tsØ imenno te ograniqeniØ, kotorye poka ne udovletvoreny. Nade¸s~, qto on opublikuet svoæ algoritm, programmy i primery.

O PREDSTAVLENII FUNKCI` 65

§9. Voprosy 9.1. Povtorim poka ne rexennu¸ qast~ voprosa 4.4: obØzatel~no li pri n ¿ 3 dlØ kusoqno-lineænoæ funkcii f : P^n → R v ee minimal~nom razloßenii f = g − h funkcii g i h kusoqno lineæny nad int P^n?

9.2. Nel~zØ li naæti dostatoqnye priznaki minimal~nosti pred¨ØvlØemogo razloßeniØ f = g − h dlØ kusoqno-lineænoæ i dlØ diskretno zadannoæ funkcii f dvuh peremennyh? 9.3. V sluqae, kogda oblast~¸ diskretnogo zadaniØ ØvlØ¸tsØ uzly prØmougol~noæ rexetki a_{ij} = (iΔ_1, jΔ_2), i = 1, . . . , n; j =

1, . . . , m. Nel~zØ li uprostit~ algoritm rexeniØ zadaqi §8?

9.4. Pust~ vse funkcii fi, f dopuska¸t opisannye minimal~nye razloßeniØ f_i = g_i − h_i, f = g − h, i pust~ f_i → f. Kakie dopolnitel~nye trebovaniØ k funkciØm f_i obespeqat takße shodimost~ g_i → g, h_i → h? Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96–01–00681.

Literatura

1. A. D. Aleksandrov, O poverhnostØh, predstavimyh raznost~¸ vypuklyh.

— Izv. AN Kazahskoæ SSR, ser. mat. i meh. No. 60, vyp. 3 (1949), 3–20. 2. A. D. Aleksandrov, Poverhnosti, predstavimye raznost~¸ vypuklyh. — Dokl. Akad. Nauk SSSR 62, No. 4 (1950), 613–616.

3. I. ˚. Bakel~man, Geometriqeskie metody rexeniØ fflliptiqeskih uravneniæ. M, Nauka, 1965.

4. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Dostatoqnye priznaki vypuklosti. — Zap. Nauqn. Semin. LOMI 45 (1974), 3–52.

5. V. A. Zalgaller, O predstavlenii funkcii peremennyh raznost~¸ vypuklyh funkciæ. — Vestn. Leningr. un-ta No. 1 (1963), 44–45.

Zalgaller V. A. A representation of functions of several variables as the difference of convex functions.

If a function f : D^n → R, where D^n is a convex compact set in R^n, admits a decomposition f = g − h with convex g, h where h is upper bounded, then there exists such a decomposition which is in some sense “minimal”. A recurrent procedure converging to that decomposition is given. For piecewise linear functions f, finite algorithms of those decompositions for n = 1, 2 are given. A number of examples clarifying some unexpected effects is represented. Problems are formulated.

Postupilo 24 fevralØ 1997 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN