S. E. Kozlov GEOMETRI˚ VEWESTVENNYH GRASSMANOVYH MNOGOOBRAZI`. QASTI I, II

Qast~ I. Evklidova geometriØ vnexneæ algebry i pl¸kkerova model~ vewestvennogo grassmanova mnogoobraziØ

Vvedenie

Zadanie evklidova skalØrnogo proizvedeniØ v vewestvennom lineænom prostranstve V estestvennym obrazom induciruet evklidovu strukturu vo vnexneæ algebre Λ(V ), postroennoæ nad fftim prostranstvom. NastoØwaØ qast~ raboty posvØwena izuqeni¸ ishodnyh voprosov evklidovoæ geometrii prostranstva

Λ(V ). Pri fftom nekotorye qisto algebraiqeskie fakty poluqa-

¸t naglØdnoe geometriqeskoe osvewenie. Krome togo, pri estestvennyh trebovaniØh ortogonal~nosti rØd izuqaemyh ob¨ektov priobretaet svoæstvo edinstvennosti.

Izvestnoe vloßenie vewestvennogo grassmanova mnogoobraziØ

G^+_{p,n} vo vnexn¸¸ algebru Λ(V ) pozvolØet primenit~ apparat te-

orii mnogomernyh poverhnosteæ dlØ izuqeniØ vnutrenneæ geometrii – rimanovoæ struktury na mnogoobrazii G^+_{p,n}. V geometrii kalibrovok, da i v qisto algebraiqeskih problemah vnexneæ algebry, vaßnu¸ rol~ igraet takße vnexnØØ geometriØ pl¸kkerovoæ modeli grassmanova mnogoobraziØ.

Qast~ I i II fftoæ raboty moßno rassmatrivat~, kak razrabotku i udobnu¸ dlØ primeneniØ formulirovku algebraiqeskogo apparata, ispol~zuemogo v dal~neæxem dlØ izuqeniØ vnutrenneæ i vnexneæ geometrii vewestvennyh grassmonovyh mnogoobraziæ.

§1. Evklidova struktura na vnexneæ algebre 1.1. Rassmotrim vewestvennoe vektornoe prostranstvo V , dimV = n. Izvestnym sposobom (sm., naprimer [1], XV) nad nim stroitsØ 2^n-mernoe vewestvennoe vektornoe prostranstvo Λ(V ), kotoroe odnovremenno ØvlØetsØ algebroæ po otnoxeni¸ k operacii 84

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 85 vnexnego proizvedeniØ ∧.

Λ(V ) = ∞⨁ i=0 Λ_i(V ),

Λ_0(V ) = R, Λ_1(V ) = V, Λ_i(V ) = 0 pri i > n. (1) �lementy Λ_p(V ) nazyva¸tsØ p-vektorami.

Λ_p ∧ Λ_q ⊂ Λ_{p+q} .

Esli {e_i}^n_{i=1} – bazis prostranstva V , to nabor e_λ = e_{i1} ∧ . . . ∧ e_{ip} , λ = (i_1, . . . , i_p) ∈ Λ(n, p) = = {(i_1, . . . , i_p) : 1 ⩽ i_1 < . . . < i_p ⩽ n} ØvlØetsØ bazisom ( n p ) -mernogo lineænogo prostranstva Λ_p(V ) ⊂

Λ(V ). VsØkiæ p-vektor ω ∈ Λ_p(V ) moßno razloßit~ po fftomu ba-

zisu ω = ∑ λ∈Λ(n,p) ω^λe_λ. (2)

Opredelenie. p-vektor ω ∈ Λp(V ) nazyvaetsØ prostym (razlo-

ßimym), esli ego moßno predstavit~ v vide e_1 ∧ . . . ∧ e_p, e_i ∈ V .

1.2. SkalØrnoe proizvedenie v Λ(V ). Pokaßem, kak vvedenie skalØrnogo proizvedeniØ v prostranstve V kanoniqeski induciruet skalØrnye proizvedeniØ v kaßdom iz prostranstv pvektorov Λ_p(V ). PolagaØ, po opredeleni¸, qto v prØmoæ summe (1) slagaemye ortogonal~ny, my poluqim skalØrnoe proizvedenie vo vseæ vnexneæ algebre Λ(V ). Vse skalØrnye proizvedeniØ v prostranstvah Λ_p(V ), p ⩾ 0, Λ(V ) i associirovannye s nimi normy my budem oboznaqat~ edinymi simvolami ⟨·, ·⟩, | · |.

Pust~ {e_i} – ortonormirovannyæ bazis prostranstva V . Opredelenie. SkalØrnym proizvedeniem p-vektorov ω, ω̃ (sm.

(2)) nazyvaetsØ qislo ⟨ω, ω̃⟩ := ∑ λ ω_λω̃_λ. (3)

Obyqnye svoæstva skalØrnogo proizvedeniØ legko proverØ¸tsØ. Po opredeleni¸ |ω| = ⟨ω, ω⟩^{1/2}.

86 S. E. KOZLOV Iz dal~neæxego budet sledovat~, qto vvedennoe skalØrnoe proizvedenie ne zavisit ot vybora bazisa {e_i}. Vproqem, ffto legko proverit~ i neposredstvennym vyqisleniem.

1.3. Dadim geometriqesku¸ interpretaci¸ skalØrnogo proizvedeniØ prostyh p-vektorov.

Qerez X = {x_i, . . . , x_p} oboznaqim nabor iz p lineæno nezavisimyh vektorov prostranstva R^n. Mnoßestvo naborov X izvestnym sposobom nadelØetsØ strukturoæ gladkogo mnogoobraziØ, kotoroe nazyvaetsØ mnogoobraziem p-reperov. Fiksiruem v

R^n ortonormirovannyæ bazis {ei}. Togda voznikaet biektivnoe

sootvetstvie meßdu p-reperami i p×n matricami maksimal~nogo ranga X ←→ (x^α_i ), x_i = x^α_i e_α, 1 ⩽ i ⩽ p, 1 ⩽ α ⩽ n. Pri naliqii fiksirovannogo bazisa {e_i}, pod X inogda budem ponimat~ matricu p × n ranga p.

Rassmotrim otobraßenie i(X) = x_1 ∧ . . . ∧ x_p, sopostavlØ¸wee kaßdomu p-reperu prostoæ p-vektor iz Λ_p(V ).

Pust~ ξ = i(X), η = i(Y ). Togda ([1], XV,3)

⟨ξ, η⟩ = det(⟨x_i, y_j⟩) = det(XY^T ). (4)

V formule (4) v kaqestve η voz~mem e_λ, λ = (i_1, . . . , i_p) ∈ Λ(n, p). Iz (2) i (4) sleduet ξ^λ = ⟨ξ, e_λ⟩ = Δ(X, λ), gde Δ(X, λ) – minor matricy X, sootvetstvu¸wiæ naboru λ.

�ta formula svØzyvaet kofffficienty ξ^λ v razloßenii (2) dlØ prostogo p-vektora ξ = x_1 ∧ . . . ∧ x_p s naborom somnoßiteleæ x_i.

Pust~ X = Y . Togda v (4) |ξ|^2 = det(⟨x_i, x_j⟩). Izvestno, qto ffto opredelitel~ Gramma. On raven kvadratu p-mernogo ob¨ema V_p parallelepipeda [X], natØnutogo na nabor X. Otkuda

|ξ| = V_p([X]). (5)

1.4. Qerez Vp(Y |X) oboznaqim p-mernyæ ob¨em ortogonal~noæ proekcii parallelepipeda [Y ] na Lin X.

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 87

Utverßdenie. Imeet mesto formula (sm. [3]) ⟨ξ, η⟩ = |ξ|(±V_p(Y |X)). (6) Dokazatel~stvo. Pust~ e1, . . . , ep; N1, . . . , Nn−p – ortonormirovannyæ bazis v R^n i Lin X = Lin (e_1, . . . , e_p). VsØkiæ vektor y_i moßno razloßit~ v summu y_i = y^′_i+m_i, gde y^′_i ∈ Lin X, a m_i ∈ Lin ({N_j }). Togda ⟨ξ, η⟩ = ±|ξ|⟨e_1 ∧ . . . ∧ e_p, (y^′_1 + m_1) ∧ . . . ∧ (y^′_p + m)⟩ = = ±|ξ|⟨e_1 ∧ . . . ∧ e_p, y^′_1 ∧ . . . ∧ y^′_p⟩ = ±|ξ|V (Y |X). □ Pl¸s (minus) stavitsØ v zavisimosti ot sovpadeniØ (nesovpadeniØ) orientaciæ X i Y^′.

Formula (6) obobwaet izvestnu¸ formulu analitiqeskoæ geometrii ā · b̄ = |ā|Pr.(b̄ na ā). Iz formul (5), (6) sleduet nezavisimost~ vvedennogo skalØrnogo proizvedeniØ ot vybora bazisa {e_i}.

1.5. Opixem bolee formal~nyæ sposob vvedeniØ skalØrnogo proizvedeniØ vo vnexneæ algebre Λ(R^n). Pri pomowi skalØrnogo proizvedeniØ v R^n stroitsØ metriqeskiæ izomorfizm g : R^n →

(R^n)^∗ po pravilu_{g : x → ⟨·, x⟩. (7)}

Togda dlØ l¸byh x, y ∈ R^n ⟨x, y⟩ = g(x)(y) = g(y)(x). (8) �tot izomorfizm odnoznaqno rasprostranØetsØ do avtomorfizma vnexnih algebr Λ(R^n) → Λ((R^n)^∗) (sm. ([4, 5]), kotoryæ budem oboznaqat~ toæ ße bukvoæ g. Prostranstva (Λ(R^n))^∗ i (Λ((R^n)^∗) otoßdestvlØ¸tsØ pri pomowi kanoniqeskogo izomorfizma (sm. [6], 2.7). Togda dlØ l¸byh fflementov a, b ∈ Λ(R^n) ih skalØrnoe proizvedenie moßno vyqislit~ po formule ⟨a, b⟩ = g(a)(b) = g(b)(a). (9) Legko pokazat~, qto dva, opisannyh vyxe, sposoba vvedeniØ skalØrnogo proizvedeniØ vo vnexneæ algebre Λ(R^n) ffkvivalentny.

88 S. E. KOZLOV

§2. OperaciØ vnutrennego umnoßeniØ

V §1 my vveli skalØrnye proizvedeniØ v prostranstvah Λ_p(V ). OperaciØ vnutrennego umnoßeniØ v fftom qastnom sluqae sovpadaet so skalØrnym proizvedeniem. 2.1. Opredelenie. Bilineænoe otobraßenie

⌞: Λ_p(V ) × Λ_q(V ) → Λ_{p−q} (V ), p ⩾ q ⩾ 0, (1) (ω, ξ) → ω⌞ξ, nazyvaetsØ operacieæ vnutrennego umnoßeniØ, esli dlØ l¸byh

ω ∈ Λ_p(V ), ξ ∈ Λ_q(V ), φ ∈ Λ_{p−q}(V ) spravedlivo ravenstvo ⟨ω⌞ξ, φ⟩ = ⟨ω, ξ ∧ φ⟩. (2) 2.2. Utverßdenie. Otobraßenie (1) so svoæstvom (2) suwestvu-

et i edinstvenno.

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ takaØ operaciØ suwestvuet. Rassmotrim bazis e_λ λ ∈ Λ(n, p − q) prostranstva Λ_{p−q} (V ). Togda ω⌞ξ = ∑ λ ⟨ξ ∧ e_λ, ω⟩e_λ, (3) otkuda sleduet edinstvennost~.

2) Opredelim otobraßenie (1) ravenstvom (3). Oqevidno, tak opredelennoe otobraßenie, bilineæno. Tak kak pravaØ i levaØ qasti ravenstva lineæny po kaßdomu iz argumentov ω, ξ, φ, to ravenstvo (2) dostatoqno proverit~ na bazisnyh polivektorah

e_μ, e_r, e_λ, sootvetstvu¸wih prostranstv. Podstavim (3) v (2). To- gda ⟨⟨e_r ∧ e_λ, e_μ⟩e_λ, e_λ⟩ = ⟨e_r ∧ e_λ, e_μ⟩. □ 2.3. Pri p = q imeem ⟨ω⌞ξ, φ⟩ = φ(ω⌞ξ), ⟨ξ ∧φ, ω⟩ = φ⟨ξ, ω⟩, pofftomu p = q =⇒ ω⌞ξ = ⟨ω, ξ⟩. 2.4. Qtoby dat~ udobnoe dlØ vyqisleniæ vyraßenie vnutrennego proizvedeniØ bazisnyh polivektorov, vvedem nekotorye oboznaqeniØ. Pust~ λ = (i_1, . . . , i_p) ∈ Λ(n, p). Poloßim

im λ = p⋃ k=1 {i_k} ⊂ [1, n]. (5)

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 89 Esli dlØ nekotoryh mul~tiindeksov λ ∈ Λ(n, p), μ ∈ Λ(n, q)

im λ ∩ im μ = ?, to sgn (λ, μ) = (−1)^{inv (λ,μ)}, (6)

gde qerez inv (λ, μ) oboznaqeno koliqestvo inversiæ, neobhodimyh dlØ uporØdoqeniØ po vozrastani¸ mnoßestva (λ, μ). Legko videt~, qto dlØ bazisnyh polivektorov spravedliva formula e_μ⌞e_λ = { 0, esli im λ ⊄ im μ,

sgn (λ, ν)e_ν, esli im μ = im λ ∪ im ν, ν ∈ Λ(n, p − q). (7) Naprimer, (e_1 ∧ e_2 ∧ e_3)⌞(e_2 ∧ e_4) = 0, (e_1 ∧ e_2 ∧ e_5)⌞(e_1 ∧ e_5) = −e_2.

V poslednem ravenstve

im ν = {2}, sgn (λ, ν) = sgn {1, 5, 2} = −1.

2.5. Utverßdenie. DlØ ω ∈ Λr(V ), ξ ∈ Λp(V ), η ∈ Λq (V ) pri p+q ⩽

r spravedliva formula (ω⌞ξ)⌞η = ω⌞(ξ ∧ η). (8) Dokazatel~stvo. Obe qasti raventsva (8) prinadleßat prostranstvu Λ_{r−p−q}(V ). DlØ φ ∈ Λ_{r−p−q}(V ) imeem ⟨(ω⌞ξ)⌞η, φ⟩ = ⟨η ∧ φ, ω⌞ξ⟩ = ⟨(ξ ∧ η) ∧ φ, ω⟩ = ⟨ω⌞(ξ ∧ η), φ⟩. □ §3 Rangovye prostranstva polivektorov 3.1. Nad kaßdym podprostranstvom W ⊂ V moßno postroit~ vnexn¸¸ algebru Λ(W ). �ta algebra estestvenno vkladyvaetsØ v Λ(V ) kak podalgebra

Λ(W ) ⊂ Λ(V ).

Fiksiruem p-vektor ω ∈ Λ_p(V ). Postroim dlØ polivektora ω minimal~noe podprostranstvo W , takoe qto ω ∈ Λ_p(W ). 3.2. Opredelenie. Rangovym prostranstvom p-vektora ω ∈

Λ_p(V ) (p ⩾ 1) nazyvaetsØ podprostranstvo V_ω = ω⌞Λ_{p−1}(V ) = {e ∈ V |e = ω⌞v, v ∈ Λ_{p−1}(V )} ⊂ V. (1)

90 S. E. KOZLOV

V silu bilineænosti operacii vnutrennego umnoßeniØ podmnoßestvo V_ω deæstvitel~no ØvlØetsØ podprostranstvom prostranstva V . Sledu¸waØ teorema govorit o minimal~nosti postroennogo V_ω.

3.3. Teorema. Pust~ ω ∈ Λp(V ), p ⩾ 1. Togda

1) ω ∈ Λ_p(V_ω).

2) Esli ω ∈ Λ_p(W ) dlØ nekotorogo podprostranstva W ⊂ V , to V_ω ⊂ W . Dokazatel~stvo. 1) Pust~ {ei}^r_{i=1}, {nα}^s_{α=1} – ortonormirovannye bazisy V_ω i V^⊥_ω . Po bazisu {e_i, n_α} postroim sootvetstvu¸- wiæ ortonormirovannyæ bazis prostranstva Λ_p(V ) i razloßim po nemu polivektor ω. V fftom razloßenii rassmotrim slagaemoe, soderßawee v kaqestve somnoßitelØ n_{α0} . Ego moßno predstavit~ v vide aτ ∧ n_{α0} , gde a ∈ R, Λ_{p−1}(V ) ∋ τ – prostoæ (p − 1)- vektor. Togda ω⌞τ = ±an_{α0} + r∑ i=1 a^ie_i + ∑ a≠α0 b^αn_α. Vektor (ω⌞τ ) ∈ Lin {e_i}, pofftomu a = 0.

2) Zametim, qto dlØ l¸bogo bazisa {e_λ}, λ ∈ Λ(n, p − 1) prostranstva Λ_{p−1}(V )

V_ω = ω⌞Λ_{p−1}(V ) = Lin ⋃ λ∈Λ(n,p−1) (ω⌞e_λ) . Vyberem takoæ bazis {e_i} prostranstva V , qto nabor {e_i}^m_{i=1} obrazuet bazis podprostranstva W . Togda ω = ∑ λ∈Λ(m,p) ω^λe_λ, V_ω = Lin ⋃ λ∈Λ(n,p−1) (ω⌞e_λ) =

= Lin ⋃ λ∈Λ(m,p−1) (ω⌞e_λ) = W_ω ⊂ W. □

˚sno, qto esli Λ_p(V ) ∋ ω ≠ 0, to dim V_ω ⩾ p.

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 91

3.4. Utverßdenie. Pust~ ω ∈ Λp(V ). Togda

ω ≠ 0, ω -prostoæ ⇐⇒ dim V_ω = p.

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ ω = ae1 ∧ . . . ∧ ep, a ≠ 0. Togda

V_ω = Lin ⋃ λ∈Λ(n,p−1) (ω⌞e_λ) = Lin {e_1, . . . , e_p}. 2) Pust~ dim V_ω = p. Tak kak ω ∈ Λ_p(V_ω), to ω prostoæ. □ 3.5. Sledstvie. Kaßdoæ orientirovannoæ p-ploskosti vzaimno

odnoznaqno sootvetstvuet prostoæ ediniqnyæ p-vektor.

3.6. Utverßdenie. DlØ dvuh prostyh nenulevyh polivektorov

ξ ∈ Λ_p(V ), η ∈ Λ_q(V ) spravedlivy sootnoxeniØ

1) V_ξ ∩ V_η ≠ 0 ⇐⇒ ξ ∧ η = 0 2) V_ξ ∩ V_η = 0 ⇐⇒ V_{ξ∧η} = V_ξ ⊕ V_η . (2) (Sr. s [6], 6.13).

Dokazatel~stvo. Punkt 1) sleva napravo oqeviden. Esli ξ ∧ η = 0, to po lemme Kartana nabor somnoßiteleæ, vhodØwih v ξ i η, lineæno zavisim. Ots¸da sleduet utverßdenie pervogo punkta. Iz 3.1, 3.4 sleduet

dim(V_ξ ⊕V_η ) = dim V_ξ +dim V_η −dim(V_ξ ∩V_η) = p+q−dim(V_ξ ∩V_η). (3)

V_{ξ∧η} ⊂ (V_ξ ⊕ V_η ). (4)

Pust~ V_ξ ∩V_η = 0. Iz p. 1) sleduet, qto ξ∧η ≠ 0. V silu 3.4 i (3)

dim V_{ξ∧η} = dim(V_ξ ⊕ V_η ) = p + q. Iz (4) sleduet, qto V_{ξ∧η} = V_ξ ⊕ V_η .

Pust~ V_{ξ∧η} = V_ξ ⊕V_η . Togda ξ∧η ≠ 0 i po punktu odin V_ξ ∩V_η = 0. □ 3.7. Opredelenie. AnnulØtorom p-vektora ω ∈ Λp(V ) nazyvaetsØ mnoßestvo Ann ω = {e ∈ V |ω ∧ e = 0}. (5) Oqevidno, Ann ω ØvlØetsØ podprostranstvom v V i dlØ prostyh polivektorov ω podprostranstva Ann ω i V_ω sovpada¸t.

92 S. E. KOZLOV

Lemma. DlØ otliqnogo ot nulØ p-vektora ω ∈ Λp(V ) imeet me-

sto vkl¸qenie

Ann ω ⊂ V_ω. (6)

Dokazatel~stvo. Dopustim, qto vkl¸qenie (6) naruxeno. Togda naædetsØ nenulevoæ vektor e ∈ Ann ω \ V_ω . Tak kak e ∉ V_ω , to

ω ∧ e ≠ 0, qto protivoreqit vyboru vektora e. □

3.8. Teorema. Pust~ annulØtor nekotorogo nenulevogo p-vektora

ω otliqen ot nulØ. Vyberem odin iz dvuh prostyh ediniqnyh qvektorov ω_0 (q = dim(Ann ω)) takih, qto V_{ω0} = Ann ω. Togda suwestvuet edinstvennyæ polivektor ω̃ ∈ Λ_{p−q} (V^⊥_{ω0} ), oblada¸wiæ svoæstvami ω = ω_0 ∧ ω̃, Ann ω̃ = 0. (7)

Zdes~ qerez V^⊥_{ω0} oboznaqeno ortogonal~noe dopolnenie prostranstva V_{ω0} v prostranstve V_ω.

Dokazatel~stvo. Pust~ vektor e ∈ Ann ω, e ≠ 0. Vvedem takoæ ortonormirovannyæ bazis {e_i}^m_{i=1} m-mernogo prostranstva V_ω, qto e = λe_m, λ ∈ R. Polivektor ω moßno predstavit~ v vide ω = ∑ λ∈Λ(m,p) ω^λe_λ = e_m ∧ ω_1 + ∑ im μ∌m ω^μe_μ, ω_1 ∈ Λ_{p−1}(e^⊥). (8)

Iz (8) sleduet

0 = ω ∧ e = ∑ im μ∌m ω^μ(e_μ ∧ e). Tak kak polivektory e_μ ∧ e lineæno nezavisimy, to vtoroe slagaemoe v (8) obrawaetsØ v nol~, i dlØ ω poluqaetsØ razloßenie ω = ( 1 λ e ) ∧ ω_1, (9)

gde ω_1 ∈ Λ_{p−1}(e^⊥). Esli Ann ω_1 = 0, to ostanovimsØ na razloßenii (9). V protivnom sluqae prodolßim process vydeleniØ mnoßiteleæ, opisannyh vyxe, no uße dlØ polivektora ω_1 i t.d. V rezul~tate my poluqim razloßenie (7). ˚sno, qto

V_{ω0} = Ann ω_0 ⊂ Ann ω. Pust~ vektor e ∈ Ann ω, e ≠ 0. Predstavim

vektor e v vide e = e^⊤ + e^⊤, gde e^⊥ ∈ V_{ω0} , e^⊥ ∈ V^⊥_{ω0} . Togda spravedlivy ravenstva 0 = ω ∧ e = ω_0 ∧ (ω̃ ∧ e^⊥). Ots¸da sleduet, qto

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 93

ω̃ ∧ e^⊥ = 0. Tak kak Ann ω̃ = 0, to e^⊥ = 0. Tem samym V_{ω0} = Ann ω,

i suwestvovanie razloßeniØ (7) dokazano.

Predpoloßim, qto suwestvuet dva polivektora ω̃ i ω̃^′, udovletvorØ¸wie trebuemym svoæstvam. Togda ω_0 ∧ (ω̃ − ω̃^′) = 0. V silu togo, qto prostoæ polivektor ω_0 ≠ 0 i prostranstvo V_{ω0} ortogonal~no prostranstvu V_{ω̃−ω̃}0 , polivektor ω̃ − ω̃^′ obrawaetsØ v nol~. □

3.9. Vydelim dve formuly, poluqennye v processe dokazatel~- stva Teoremy 3.8. Vo-pervyh,

Ann ω = Ann ω_0. (10)

Iz formul (6), (7) sleduet

V_ω ⊂ V_{ω0} ⊕ V_{ω̃} ⊂ V_{ω0} ⊕ V^⊥_{ω0} = V_ω.

Znaqit rangovoe prostranstvo V_ω razlagaetsØ v ortogonal~nu¸ summu

V_ω = Ann ω ⊕ V_{ω̃}. (11)

3.10. Dadim teper~ geometriqesku¸ interpretaci¸ operacii vnutrennego umnoßeniØ. Sledu¸waØ formula (12) obobwaet ravenstvo (6) iz 1.4.

Rassmotrim dva prostyh polivektora ξ ∈ Λ_p(V ), η ∈ Λ_q(V ), p ⩾ q: ξ = x_1 ∧ . . . ∧ x_p, η = y_1 ∧ . . . ∧ y_q. Napomnim, qto qerez [X] my oboznaqili parallelepiped, natØnutyæ na nabor {x_i}, a qerez V_q (Y |X) – q-mernyæ ob¨em proekcii parallelepipeda [Y ] na p-ploskost~ Lin {x_i} = V_ξ .

Teorema. DlØ opredelennyh vyxe ob¨ektov imeet mesto raven-

stvo |ξ⌞η| = |ξ|V_q(Y |X) = V_p([X]) · V_q(Y |X). (12) (sm. [3]).

Dokazatel~stvo. Oboznaqim ortogonal~noe proektirovanie na ploskost~ V_x znaqkom ⊤, a na V^⊥_x – znaqkom ⊥. Esli V_η ∩ V^⊥_ξ ≠ 0, to ξ⌞η = 0 i V (Y |X) = 0. Pust~ V_η ∩ V^⊥_ξ = 0. Togda operaciØ ⊤

94 S. E. KOZLOV proektirovaniØ V_η na V_ξ in¨ektivna. Postroim nabor ortonormirovannyh bazisov: {e_i}^q_{i=1} – bazis V^⊤_η , {f_i}^{p−q}_{i=1} – bazis V^⊥_η ∩ V_ξ,

{N_i}^s_{i=1} – bazis V^⊥_ξ . Polivektory ξ i η moßno predstavit~ v vide ξ = ±|ξ|(f_1 ∧ . . . ∧ f_{p−q} ) ∧ (e_1 ∧ . . . e_q ), η = q⋀ i=1 (_q ∑ k=1 λ^{ik}_i e_{ik} + ∑ m μ^{im}_i N_{im} ) . Ots¸da ξ⌞η = ξ⌞ q⋀ i=1 (_q ∑ k=1 λ^{ik}_i e_{ik} ) = |ξ|bf_1 ∧ . . . ∧ f_{p−q} , gde b = ± det ‖λ^j_i ‖ = ±V_q (Y |X). □

§4. Operator Hodßa 4.1. V prostranstve Λn(V ) est~ rovno dva ediniqnyh fflementa. Zafiksiruem odin iz nih i oboznaqim ego qerez E. Takoæ vybor ffkvivalenten vvedeni¸ orientacii v prostranstve V .

Opredelenie. Lineænyæ operator

∗ : Λ_p(V ) → Λ_{n−p}(V ), ∗ω = E⌞ω (1) nazyvaetsØ operatorom Hodßa.

4.2. Utverßdenie. Operator Hodßa ortogonalen, to est~ so-

hranØet skalØrnoe proizvedenie ⟨ω, ω̃⟩ = ⟨∗ω, ∗ω̃⟩. (2) Dokazatel~stvo. Tak kak v prostranstve Λp(V ) suwestvuet ortonormirovannyæ bazis iz prostyh polivektorov, to dostatoqno proverit~ ravenstvo (2) na fflementah fftogo bazisa. Pust~

ω = e_1 ∧ . . . e_p, E = e_1 ∧ . . . ∧ e_n. Togda, esli ⟨ω, ω̃⟩ = 0, to ω̃ = ∑ λ≠(1,... ,p) ω̃^λe_λ. Pofftomu ⟨∗ω, ∗ω̃⟩ = Eω, E⌞ω̃⟩ = ⟨ω̃ ∧ (E⌞ω), E⟩ = = ⟨ω̃ ∧ (e_{p+1} ∧ . . . ∧ e_n), E⟩ = 0.

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 95 Krome togo, ⟨∗ω, ∗ω⟩ = ⟨E⌞ω, E⌞ω⟩ = |e_{p+1} ∧ . . . ∧ e_n|^2 = 1. □ Zametim, qto operator Hodßa perevodit prostye polivektory v prostye.

4.3. Utverßdenie. Pust~ polivektor ω prostoæ, togda

V_{∗ω} = V^⊥_ω . (3)

Dokazatel~stvo. Ispol~zuem oboznaqeniØ, vvedennye v predyduwem utverßdenii, V_{∗ω} = (e_{p+1} ∧ . . . ∧ e_n)⌞Λ_{n−p−1}(V ) = Lin {e_{p+1}, . . . , e_n} = V^⊥_ω . □ Legko videt~, qto

∗∗ = (−1)^{p(n−p)}id , (4) pofftomu operator Hodßa ØvlØetsØ izomorfizmom.

§5. Analitiqeskoe opisanie konusa prostyh p-vektorov 5.1. Iz predyduwego vidno, qto prostye polivektory igra¸t osobu¸ rol~ vo vnexneæ algebre. Oqevidno, v kaßdom prostranstve Λ_p(V ) mnoßestvo prostyh p-vektorov obrazuet konus. My budem oboznaqat~ ego qerez K_p.

5.2. Teorema (Kriteriæ Kartana). DlØ togo, qtoby polivektor

ω ∈ Λ_p(V ) prinadleßal konusu prostyh p-vektorov K_p, neobhodimo i dostatoqno vypolneniØ ravenstva ω ∧ (ω⌞ξ) = 0 (1) dlØ l¸bogo (p − 1)-vektora ξ ∈ Λ_{p−1}(V ).

Dokazatel~stvo. Pust~ ω ∈ Kp. Togda dlØ l¸bogo vektora v ∈

V_ω, v qastnosti dlØ ω⌞ξ, ω ∧ v = 0.

Pust~ ravenstvo (1) vypolneno dlØ vseh ξ ∈ Λ_{p−1}(V ). Togda dlØ l¸bogo v ∈ V_ω verno ω ∧ v = 0. V prostranstve V vvedem takoæ ortonormirovannyæ bazis {e_i}, qto e_i ∈ V_ω pri 1 ⩽ i ⩽ q, gde q ⩾ p. Imeem

0 = e_i ∧ ω = e_i ∧ ∑ λ ω^λe_λ = ∑ λ ω^λ(e_i ∧ e_λ).

96 S. E. KOZLOV Znaqit dlØ l¸bogo λ ∈ Λ(n, p) takogo, qto im λ ∌ i budet ω^λ = 0, pofftomu q = p i ω = ae_1 ∧ . . . ∧ e_p ∈ K_p. □

Koordinatnoe predstavlenie usloviØ (1) moßno naæti v [7]. Iz fftoæ teoremy neposredstvenno sledu¸t Utverßdenie 1.

ω ∉ K_p =⇒ suwestvuet e ∈ V_ω : ω ∧ e ≠ 0. (2)

Utverßdenie 2. Esli dlØ nekotorogo nenulevogo g ∈ V verno ω⌞g = 0, to g ∉ V_ω. Dokazatel~stvo. Pust~ f ∈ Vω i f ≠ 0. Togda dlØ nekotorogo ξ ∈ Λ_{p−1}(V ), f = ω⌞ξ i ⟨ω⌞f, ξ⟩ = ⟨ω, f ∧ ξ⟩ = (−1)^{p−1}⟨ω, ξ ∧ f⟩ = = (−1)^{p−1}⟨ω⌞ξ, f⟩ = (−1)^{p−1}|f|^2 ≠ 0. □ Sformuliruem ewe odin kriteriæ prostoty p-vektora ω.

5.3. Teorema. DlØ togo, qtoby polivektor ω ∈ Λp(V ) byl pro-

stym, neobhodimo i dostatoqno vypolneniØ ravenstva ω⌞(Φ⌞ω) = 0 (3) dlØ l¸bogo polivektora Φ ∈ Λ_{p+1}(V ).

Dokazatel~stvo. Pust~ ω = ae1 ∧ . . . ∧ ep. Togda Φ⌞ω =^∑_{α>p} λ^αeα i ω⌞ ( ∑ α>p λ^αe_α ) = 0. Znaqit vse fflementy konusa K_p udovletvo-

rØ¸t uslovi¸ (3).

Dopustim, qto (3) vypolneno dlØ ω ∈ Λ_p(V ) i ω ∉ K_p. Iz (2) sleduet, qto dlØ nekotorogo e ∈ V_ω suwestvuet (p + 1)-vektor

Φ = ω ∧ e ≠ 0. Tak kak Φ ∈ Λ_{p+1}(V_ω), to i g = Φ⌞ω ∈ V_ω. Zametim, qto ⟨g, e⟩ = ⟨(ω ∧ e)⌞ω, e⟩ = ⟨ω ∧ e, ω ∧ e⟩ = |Φ|^2 ≠ 0. Znaqit g ≠ 0. Iz (3) sleduet, qto ω⌞g = 0, qto protivoreqit utverßdeni¸ 2. Tem samym, ω ∈ K_p. □

Tak kak dim Λ_n(V ) = 1, to iz dokazatel~stva teoremy sleduet

Λ_{n−1}(V ) = K_{n−1}, (4)

t.e. vse (n − 1)-vektory prostye.

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 97

§6. Tri modeli vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ G^+_{p,n}

6.1. Grassmanovo mnogoobrazie G^+_{p,n}. Oboznaqim G^+_{p,n} mnoßestvo p-mernyh orientirovannyh podprostranstv vektoronogo evklidova prostranstva R^n. Napomnim klassiqesku¸ konstrukci¸ gladkogo atlasa, prevrawa¸wego ffto mnoßestvo v gladkoe

p(n − p)-mernoe mnogoobrazie. S kaßdoæ (dlØ kratkosti ne po-

vtorØem slov p-mernoæ) ploskost~¸ V_0 ∈ G^+_{p,n} svØzyva¸t okrestnost~ U (V_0), sostoØwu¸ iz ploskosteæ, odnoznaqno ortogonal~no proektiru¸wihsØ na ploskost~ V_0. Vyberem kakie-libo ortonormirovannye bazisy {e_i}^p_1 i {n_α}^q_1, n = p + q prostranstv V_0 i

V^⊥_0 , sootvetstvenno. Kaßdyæ vektor e_i moßno rassmatrivat~ kak

ortogonal~nu¸ proekci¸ vektora e_i(V ) ∈ V , V ∈ U (V_0) na ploskost~ V_0. �tim odnoznaqno opredeleny vektora N_i ∈ V^⊥_0 takie, qto e_i(V ) = e_i + N_i.

Oqevidno nabor vektorov {e_i(V )}^p_1 lineæno nezavisim i opredelØet nekotoru¸ orientaci¸ ploskosti V .

Razloßim vektor N_i po bazisu {n_α}

N_i = a^α_i n_α, a = (a^α_i ) ∈ R^{pq}. (1)

�lementy p × q matricy a moßno rassmatrivat~ kak lokal~nye koordinaty ploskosti V v okrestnosti U (V_0). AnalitiqeskaØ soglasovannost~ kart U (V_0) dlØ raznyh V_0 ∈ G^+_{p,n} legko proverØet- sØ. 6.2. Pl¸kkerova model~ grassmanova mnogoobraziØ G^+_{p,n}. Opixem kanoniqeskoe gladkoe vloßenie mnogoobraziØ G^+_{p,n} vo

vnexn¸¸ algebru Λ(R^n), toqnee v (_n p ) -mernoe evklidovo podprostranstvo Λ_p(R^n) fftoæ algebry. Kaßdoæ orientirovannoæ pploskosti V ∈ G^+_{p,n} vzaimno odnoznaqno sootvetstvuet prostoæ ediniqnyæ p-vektor P (V ) = ω ∈ Λ_p (sm. Sledstvie 3.5). Tem samym, voznikaet otobraßenie

P : G^+_{p,n} → Λ_p. (2)

Teorema 1. Otobraßenie (2) ØvlØetsØ gladkim (analitiqeskim)

vloßeniem.

98 S. E. KOZLOV

Dokazatel~stvo. Dostatoqno dokazat~ gladkost~ i regulØrnost~ otobraßeniØ P v proizvol~noæ toqke V_0 ∈ G^+_{p,n}. Vospol~zuemsØ lokal~nymi koordinatami (1), vvedennymi v 6.1. Poloßim

~ω(V ) = (e_1 + N_1) ∧ . . . ∧ (e_p + N_p), ω(V ) = ~ω(V )/|~ω(V )|. (3)

Togda P (V ) = ω(V ), otkuda sleduet gladkost~ otobraßeniØ P .

Ploskost~ V imeet koordinaty {a^α_i }, pofftomu iz (1), (3) sleduet

η_{iα} := ∂ω ∂a^α_i | |_{V =V0} = ( ∂~ω ∂a^α_i / |~ω| ) a=0 + ⟨_{∂~ω} ∂a^α_i , ~ω ⟩ |~ω| a=0 =

= ∂~ω ∂a^α_i | |_{a=0} = e_1 ∧ . . . ∧ e_{i−1} ∧ n_α ∧ e_{i+1} ∧ . . . ∧ e_p. (4)

Nabor vektorov {η_{iα}} ∈ Λ_p, i ∈ [1, p], α ∈ [1, q] ortonormirovan, sledovatel~no, otobraßenie P regulØrno. □

Iz dokazannogo neposredstvenno sleduet Teorema 2. 1) Mnoßestvo P (G^+_{p,n}) ØvlØetsØ pq-mernym podmno-

goobraziem evklidova prostranstva Λ_p, kotoroe moßno predstavit~ v vide P (G^+_{p,n}) = K_p ∩ S ( n p ) −1 , (5)

gde K_p – konus prostyh p-vektorov, a S ( n p ) −1 – ediniqnaØ sfera evklidova prostranstva Λ_p s centrom v naqale.

2) Pust~ ω ∈ P (G^+_{p,n}), {e_i}^p_{i=1} i {n_α}^q_{α=1} – ortonormirovannye bazisy v V_ω i V^⊥_ω sootvetstvenno. Togda nabor vektorov {η_{iα}} (sm. (4)) ØvlØetsØ ortonormirovannym bazisom kasatel~nogo prostranstva T_ωP (G^+_{p,n}).

Podmnogoobrazie P (G^+_{p,n}) ⊂ Λ_p nazyvaetsØ pl¸kkerovoæ model~¸ grassmanova mnogoobraziØ G^+_{p,n}, a otobraßenie P – pl¸kkerovym vloßeniem.

Teorema 3. Mnogoobrazie P (G^+_{p,n}) ØvlØetsØ algebraiqeskim pod-

mnogoobraziem evklidova prostranstva Λ_p.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim ortonormirovannyæ bazis {ei} prostranstva R^n i sootvetstvu¸wie emu bazisy e_λ, λ ∈ Λ(n, p) i

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 99

e_μ, μ ∈ Λ(n, p − 1) prostranstv Λ_p i Λ_{p−1} sootvetstvenno. Napo-

mnim kriteriæ 5.2 prostoty p-vektora ω ω ∈ K_p ⇐⇒ ω ∧ (ω⌞ξ) ∀ξ ∈ Λ_{p−1}. Operacii vnutrennego i vnexnego umnoßeniØ bilineæny, pofftomu dostatoqno potrebovat~ vypolneniØ naxego kriteriØ ne dlØ vseh (p − 1)-vektorov ξ, a tol~ko dlØ fflementov bazisa e_μ. Krome togo, ffti operacii algebraiqeski vyraßa¸tsØ qerez koordinaty polivektorov ω i ξ v bazisah e_λ, e_μ (sm. dokazatel~stvo 5.2). Teper~ naxe utverßdenie sleduet iz (5). □

Drugoe dokazatel~stvo fftoæ teoremy moßno naæti v [6]. 6.3. Grassmanovy mnogoobraziØ G^+_{p,n} kak odnorodnye prostranstva. Opredelim deæstvie gruppy SO(n) na vnexneæ algebre Λ. Tak kak l¸boæ fflement g ∈ SO(n) ØvlØetsØ izomorfizmom prostranstva R^n, to on odnoznaqno rasprostranØetsØ do avtomorfizma vnexneæ algebry Λ (sm. [5]), kotoryæ my budem oboznaqat~ toæ ße bukvoæ g. Pofftomu, esli ω = a_1 ∧ . . . ∧ a_p, a_i ∈ R^n, to g(ω) = g(a_1) ∧ . . . ∧ g(a_p). (6)

Sledovatel~no, prostye polivektory pri avtomorfizme g perehodØt v prostye. Ots¸da, v qastnosti, poluqaem, qto deæstvie gruppy SO(n) na vnexneæ algebre Λ ne tranzitivno. Iz formul (6) i (4) p.1 sleduet, qto izomorfizmy

g : Λ_p → Λ_p i g : Λ → Λ (7)

ØvlØ¸tsØ sobstvennymi izometriØmi sootvetstvu¸wih evklidovyh prostranstv, pofftomu gruppa SO(n) deæstvuet na kaßdom mnogoobrazii P (G^+_{p,n}) pri p ∈ [0, n]. Pokaßem, qto pri p ∈ [1, n−1] ffto deæstvie tranzitivno. Zametim, qto pri p = 0, n naxi mnogoobraziØ – dvoetoqiØ. Pust~ ω, ~ω ∈ P (G^+_{p,n}), ω = e_1 ∧ . . . ∧ e_p,

~ω = ~e_1 ∧ . . . ∧ ~e_p, gde {e_i} i {~e_i} ortonormirovannye bazisy pro-

stranstv V_ω i V_{~ω} sootvetstvenno. Dopolnim ffti bazisy naborami {n_α}^q_1, {~n_α}^q_1 do ortonormirovannyh odinakovo orientirovannyh bazisov vsego prostranstva R^n. OpredelØØ dvißenie

g ∈ SO(n) ravenstvami g(e_i) = ~e_i, g(n_α) = ~n_α, poluqaem g(ω) = ~ω.

˚sno, qto podgruppa izotropii H_ω fflementa ω ∈ P (G^+_{p,n}) izomorfna gruppe SO(p) × SO(q).

100 S. E. KOZLOV

Gruppa SO(n) estestvennym obrazom tranzitivno deæstvuet na grassmanovom mnogoobrazii G^+_{p,n}, pri fftom dlØ l¸bogo dvißeniØ g ∈ SO(n) diagramma G^+_{p,n}^P−−−−→ P (G^+_{p,n}) g g G^+_{p,n}^P−−−−→ P (G^+_{p,n}) (8)

kommutativna. �ta diagramma pozvolØet otoßdestvit~ mnogoobraziØ G^+_{p,n} i P (G^+_{p,n}), imeØ vvidu ih SO(n)-odnorodnu¸ strukturu. FiksiruØ fflement V ∈ G^+_{p,n}, my standartnym sposobom (sm., napr., [8], 30.2) poluqim izomorfizm fftih odnorodnyh prostranstv s odnorodnym prostranstvom SO(n)/SO(p) × SO(q). (9) 6.4. Invariantnye metriki na grassmanovyh mnogoobrazi- Øh. V predyduwih punktah opisany tri izomorfnye modeli odnorodnogo grassmanova mnogoobraziØ: G^+_{p,n}, P (G^+_{p,n}) i mnogoobrazie (9). Voznikaet estestvennyæ vopros o suwestvovanii i edinstvennosti rimanovyh metrik na takom mnogoobrazii, dlØ kotoryh gruppa SO(n) deæstvuet izometriØmi. Zametim, qto mnogoobrazie P (G^+_{p,n}) ØvlØetsØ podmnogoobraziem evklidova prostranstva Λ_p, i pofftomu obladaet vnutrenneæ rimanovoæ metrikoæ, kotoru¸ my budem dalee nazyvat~ standartnoæ. Pri fftom deæstvie gruppy SO(n) na mnogoobrazii P (G^+_{p,n}) osuwestvlØetsØ dvißeniØmi ob¨eml¸wego prostranstva Λ_p (sm. [11]). Znaqit rimanova metrika, inducirovannaØ na G^+_{p,n} pl¸kkerovym vloßeniem, SO(n)-invariantna. V rabotah [7, 9] dokazana edinstvennost~ (s toqnost~¸ do postoØnnogo mnoßitelØ) SO(n)- invariantnoæ rimanovoæ metriki na G^+_{p,n} dlØ vseh (p, n), krome (p, n) = (2, 4). V [9] privedena ØvnaØ lokal~naØ formula dlØ dvuhparametriqeskogo semeæstva takih metrik pri (p, n) = (2, 4). Mnogoobrazie G^+_{2,4} diffeomorfno S^2 × S^2 (sm. [7]), i l¸baØ metrika, zadavaemaØ kak rimanovo proizvedenie sfer proizvol~- nyh radiusov R_1 i R_2, ØvlØetsØ SO(4)-invariantnoæ [10]. Zametim, qto po teoreme Haara vse mery, inducirovannye SO(4)- invariantnymi metrikami, proporcional~ny. OkazyvaetsØ (sm. [10]), qto pri normirovke ob¨ema mnogoobraziØ G^+_{2,4} standartnaØ metrika obladaet naimen~xim diametrom.

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 101

6.5. V geometrii kalibrovok (sm. obzor [11]) osobyæ interes predstavlØet vopros o stroenii mnoßestv kontakta mnogoobraziØ (5) s opornymi k P (G^+_{p,n}) giperploskostØmi prostranstva

Λ_p. Otvet na fftot vopros zavisit ot znaniØ vnexneæ geometrii

pl¸kkerova podmnogoobraziØ P (G^+_{p,n}).

Qast~ II. Bivektory

§7. Uravnenie konusa prostyh bivektorov

7.1. Pust~ dim V = 4 i ω ∈ Λ2(V ). Togda ω = ∑ λ ω^λe_λ = e_1 ∧ (ω^{12}e_2 + ω^{13}e_3 + ω^{14}e_4) + ~ω,

gde ~ω ∈ Λ_2(W ), W = e^⊥_1 . V silu (4) iz 5.3, bivektor ~ω prost, pofftomu

ω = e_1 ∧ f + g ∧ h; f, g, h ∈ W = e^⊥_1 . (1)

7.2. Teorema. Pust~ dim V = 4 i ω ∈ Λ2(V ). Togda bivektor ω ∈

K_2 togda i tol~ko togda, kogda

ω ∧ ω = 0. (2)

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~ usloviØ (2) oqevidna. Pust~ (2) vypolneno dlØ nekotorogo bivektora ω ∈ Λ_2(V ). Iz (1) sleduet ω ∧ ω = 2e_1 ∧ f ∧ g ∧ h = 0, pofftomu vektory f, g, h lineæno zavisimy. Esli f = 0, libo g i h lineæno zavisimy, to ω prost. V protivnom sluqae g∧h = d∧f, d ∈ W . Togda ω = (e_1 +d)∧f ∈ K_2. □ Zametim, qto dlØ ω ∈ Λ_2(V ) spravedlivo ⟨∗ω, ω⟩ = ⟨E⌞ω, ω⟩ = ⟨E, ω ∧ ω⟩ = ±|ω ∧ ω|. Sledovatel~no, uravnenie (2) moßno perepisat~ v ffkvivalentnoæ forme ⟨∗ω, ω⟩ = 0, (3)

102 S. E. KOZLOV

§8. Special~nye razloßeniØ prostranstva Λ_2(V^4) i ego fflementov 8.1. V §4 bylo pokazano, qto operator Hodßa ∗ ortogonalen. Sußenie operatora ∗ na Λ_2(V^4) takße budem oboznaqat~ ∗. V silu (4) iz 4.3, ∗∗ = id , pofftomu dlØ ω, τ ∈ Λ_2(V^4) ⟨ω, ∗τ ⟩ = ⟨∗ω, ∗ ∗ τ ⟩ = ⟨∗ω, τ ⟩, to est~ operator ∗ samosoprØßen. Znaqit ego sobstvennye qisla ravny ±1. Esli bivektor ω prostoæ, to ⟨∗ω, ω⟩ = 0, pofftomu tr ∗ = 0, i sobstvennye podprostranstva Λ^+ i Λ^− operatora

∗, sootvetstvu¸wie sobstvennym qislam ±1, ime¸t odinakovu¸ razmernost~

(_4 2 ) /2 = 3. Takim obrazom

Λ_2(V^4) = Λ^+ ⊕ Λ^−, ω = ω^+ + ω^−, ∗ω^+ = ω^+ , ∗ω^− = −ω^−. (1)

V silu samosoprØßennosti operatora ∗ prostranstva Λ^+ i Λ^− ortogonal~ny.

Iz (1) i (3) p. 7.2 sleduet ω ∈ K_2 ⇐⇒ |ω^+ | = |ω^−|. (2) 8.2. Teorema. Pust~ bivektor ω ∈ Λ2(V^4). Togda suwestvu¸t ta-

kie τ ∈ K_2, α_1, α_2 ∈ R, qto |τ | = 1 i

ω = α_1τ + α_2 ∗ τ. (3)

Dokazatel~stvo. 1) Rassmotrim sluqaæ, kogda ω ∉ Λ^+ ∪Λ^−. DlØ takih bivektorov ω^+ , ω^− ≠ 0. Poloßim τ_0 = ω^+ /|ω^+| + ω^−/|ω^−| i vyqislim kofffficienty α^0_1 i α^0_2, opredelØemye usloviem

ω = α^0_1τ_0 + α^0_2 ∗ τ_0 = α^0_1 ( ω^+ |ω^+| + ω^− |ω^−| ) + α^0_2 ( ω^+ |ω^+| − ω^− |ω^−| ) . (4)

Iz (4) vidno, qto rexenie sistemy

α^0_1 + α^0_2 = |ω^+ |, α^0_1 − α^0_2 = |ω^−|

daet trebuemye kofffficienty. Iz (2) sleduet, qto τ_0 ∈ K_2. Ravenstvo (3) poluqaetsØ iz (4) podstanovkoæ τ_0 = |τ_0|τ , α^0_i = α_i/|τ_0|.

2) Pust~ teper~ ω ∈ Λ^+ . V fftom sluqae dostatoqno povtorit~ rassußdenie 1), zameniv ω^− na proizvol~nyæ fflement e ∈ Λ^−. Variant ω ∈ Λ^− rassmatrivaetsØ analogiqno. □

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 103

8.3. Sledstvie. DlØ l¸bogo bivektora ω ∈ Λ2(V^4) naædetsØ ta-

koæ ortonormirovannyæ bazis {e_i} prostranstva V^4, qto

ω = α_1e_1 ∧ e_2 + α_2e_3 ∧ e_4. (5)

Tak kak dlØ τ ∈ K_2, V^⊥_τ = V_{∗τ} , to (5) sleduet iz (3).

8.4. DlØ bivektora ω ∉ K2 rassmotrim mnoßestvo razloßeniæ

ω = α_1τ_1 + α_2τ_2, |τ_1| = |τ_2| = 1, τ_1, τ_2 ∈ K_2. (6)

Po soobraßeniØm kompaktnosti suwestvuet razloßenie, realizu¸wee inf |α_1α_2| = a > 0.

Teorema. Pust~ razloßenie (6) realizuet inf |α1α2|. Togda

τ_2 = ± ∗ τ_1. (7)

Tem samym V^⊥_{τ1} = V_{τ2} . (8)

Dokazatel~stvo. Rassmotrim proizvedenie

⟨ω, ∗ω⟩ = ⟨α_1τ_1 + α_2τ_2, α_1 ∗ τ_1 + α_2 ∗ τ_2⟩ = α_1α_2⟨τ_1, ∗τ_2⟩+ + α_1α_2⟨τ_2, ∗τ_1⟩ = 2α_1α_2⟨τ_1, ∗τ_2⟩.

Ots¸da

|α_1α_2| = |⟨ω, ∗ω⟩| 2|⟨τ_1, ∗τ_2⟩| ⩾ |⟨ω, ∗ω⟩| 2 , priqem ravenstvo dostigaetsØ tol~ko togda, kogda vypolneno (7). V silu (3) takie razloßeniØ vsegda suwestvu¸t. □

§9. Ortogonal~nye razloßeniØ bivektorov 9.1. V fftom paragrafe my budem rassmatrivat~ bivektory nad prostranstvom V proizvol~noæ razmernosti. Kaßdyæ fflement

ω ∈ Λ_2(V ) moßno predstavit~ v vide summy prostyh bivektorov

s minimal~nym qislom slagaemyh. Esli ω ∈ K_2, to v fftoæ summe budet odno slagaemoe, v protivnom sluqae, bol~xe qem odno. Po soobraßeniØm kompaktnosti suwestvuet predstavlenie s minimal~nym koliqestvom slagaemyh, kotoroe realizuet infimum proizvedeniØ moduleæ fftih slagaemyh.

104 S. E. KOZLOV

9.2. Teorema (sm. [12]). Pust~ ω ∉ K2 i pust~ bivektor ω pred-

stavlen v vide summy N (ω) prostyh slagaemyh ω = N∑ i=1 α_iτ_i, α_1 ∈ R, τ_i ∈ K_2, |τ_i| = 1, (1)

i ego nel~zØ predstavit~ v vide summy prostyh s men~xim koliqestvom slagaemyh. Esli na razloßenii (1) dostigaetsØ

inf |α_1 . . . α_N |, to pri i ≠ j V_{τi} ⊥ V_{τj} . (2) Dokazatel~stvo. Poloßim W = Lin (Vτ_i , Vτ_j ). Razmernost~ prostranstva W ravna 4, tak kak v protivnom sluqae, moßno bylo by sokratit~ koliqestvo slagaemyh. Iz Teoremy 8.4 dlØ razloßeniØ ~ω = α_iτ_i + α_jτ_j sleduet (2). □ 9.3. Sledstvie. DlØ kaßdogo bivektora ω ∈ Λ2(V^n) suwestvuet

takoæ ortonormirovannyæ bazis {e_i} prostranstva V^n, qto

ω = ω^{12}e_1 ∧ e_2 + ω^{34}e_3 ∧ e_4 + . . . + ω^{2k−1 2k}e_{2k−1} ∧ e_{2k}. (3)

Otkuda N (ω) ⩽ [n 2 ] . (4)

9.4. Teorema. Bivektor ω ∈ Λ2(V^n) ØvlØetsØ prostym togda i

tol~ko togda, kogda ω ∧ ω = 0. (5)

Dokazatel~stvo. Neobhodimost~ usloviØ (5) oqevidna. Iz (3) sleduet, qto bivektor ω moßno predstavit~ v vide summy prostyh bivektorov ω = r∑ i=1 a^iτ_i, a^i ≠ 0, τ_i ∧ τ_i = 0, τ_i ∧ τ_j = τ_j ∧ τ_i pri i ≠ j. (6)

Pust~ ω ∧ ω = 0. Togda iz (5), (6) sleduet ω ∧ ω = 2 ∑ 16i<j6r^a ia^j τ_i ∧ τ_j = 0.

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 105 Tak kak nabor iz (_r 2 ) 4-vektorov {τ_i ∧ τ_j }_16_{i<j}6_r lineæno nezavisim i a^ia^j ≠ 0, to iz poslednego ravenstva sleduet, qto r = 1. □ Drugoe dokazatel~stvo fftoæ teoremy moßno naæti, naprimer, v [2].

§10. Bivektory kak kososimmetriqeskie operatory

10.1. Napomnim, qto lineænyæ operator A : V → V nazyvaetsØ

kososimmetriqeskim, esli dlØ l¸byh e, f ∈ V ⟨Ae, f⟩ = −⟨e, Af⟩. (1) Kososimmetriqeskie operatory estestvennym obrazom obrazu¸t lineænoe prostranstvo A^−(V ). Vybor ortonormirovannogo bazisa {e_i} prostranstva V induciruet izomorfizm prostranstva A(V ) na prostranstvo kososimmetriqeskih matric A^−(V ). Deæstvitel~no Ae_i = a^j_i e_j =⇒ a^j_i = ⟨Ae_i, e_j ⟩ = −⟨Ae_j , e_i⟩ = −a^i_j. Znaqit prostranstvo takih operatorov imeet razmernost~

n(n − 1)/2, gde n = dim V .

10.2. Utverßdenie. Vektornye prostranstva Λ2(V ) i A^−(V ) ka-

noniqeski izomorfny.

Dokazatel~stvo. Postroim otobraßenie

φ : Λ_2(V ) → A^−(V ), φ(ω)(e) = ω⌞e. (2) Tak kak ⟨φ(ω)(e), f⟩ = ⟨ω⌞e, f⟩ = ⟨ω, e ∧ f⟩ = −⟨ω, f ∧ e⟩ = −⟨ω⌞f, e⟩ = −⟨φ(ω)(f), e⟩, to operator A_ω = φ(ω) kososimmetriqen. Poskol~- ku operaciØ vnutrennego umnoßeniØ bilineæna, to otobraßenie φ lineæno. Vyberem kakoæ-nibud~ ortonormirovannyæ bazis {e_i} prostranstva V . Togda ω = ∑ λ ω^λe_λ = ∑ 16i<j6n^ω ije_i ∧ e_j , A_ω(e_k) = φ(ω)(e_k) = ω⌞e_k = a^m_k e_m. Pust~ k < m. Togda a^m_k = ⟨ω⌞e_k, e_m⟩ = −ω^{km}. (3) Iz (3) sleduet, qto ker φ = 0. Razmernosti prostranstva Λ_2(V ) i

A^−(V ) sovpada¸t, pofftomu φ est~ izomorfizm. □

106 S. E. KOZLOV

10.3. DlØ operatora Aω postroim bazis {ei} kak v p. 9.3. Iz (2) i (3) p. 9.3 sleduet, qto v fftom bazise matrica A_ω fftogo operatora primet vid

A_ω =

0 −ω^{12} ω^{12} O | | | O ... O | | | O −ω^{2k−1 2k} ω^{2k−1 2k} O O

O O

(4)

10.4. Napomnim, qto v prostranstve operatorov est~ standartnoe skalØrnoe proizvedenie ⟨A, B⟩ = tr (AB^⊤), (5) gde qerez B^⊤ oboznaqen operator, soprØßennyæ B.

10.5. Utverßdenie. Izomorfizm φ ØvlØetsØ gomotetieæ lineæ-

nyh prostranstv so skalØrnymi proizvedeniØmi (3) p. 1.2 i (5).

Dokazatel~stvo. Dostatoqno dokazat~ ravenstvo |A_ω| = √ 2|ω|. (6) Rassmotrim bazis, vybrannyæ v p. 9.3. Togda iz (4) sleduet

A_ω(e_1) = −ω^{12}e_2, A^2_ω (e_1) = −(ω^{12})^2e_1.

A_ω(e_2) = −ω^{12}e_1, A^2_ω (e_2) = −(ω^{12})^2e_2.

Analogiqnye ravenstva ime¸t mesto i dlØ drugih blokov matricy (4). Ots¸da

|A_ω|^2 = tr (A_ωA^⊤_ω ) = tr (−A^2_ω ) = 2Σ(ω^{ij} )^2 = 2|ω|^2. □

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96–01–00681.

GRASSMANOVY MNOGOOBRAZI˚ 107

Literatura

1. G. Federer, GeometriqeskaØ teoriØ mery. M, Nauka, 1987. 2. S. Sternberg, Lekcii po differencial~noæ geometrii. M, Mir, 1970.

3. P. Filliman, Exterior algebra and projections of polytopes. — Discrete Comput Geom. 5 (1990), 305–322.

4. R. Bixop, R. Krittenden, GeometriØ mnogoobraziæ. M, Mir, 1967. 5. V. F. Osipov, Struktura prostranstv-vremeni: vektornaØ algebra i analiz. Qast~ 1. Izd. SPbGU, 1995.

6. A. N. Kostrikin, ı. I. Manin, LineænaØ algebra i geometriØ. Izd.

MGU, 1980.

7. E. Cartan, Oeuvres completes. I. Paris, 1952.

8. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Vvedenie v rimanovu geometriØ.

Sankt-Peterburg, Nauka, 1994.

9. K. Leichtweiss, Zur Riemannschen Geometrie in Grassmannschen Mannigfaltigkeiten. — Math. Z. 76, No. 4 (1961), 334–366.

10. S. E. Kozlov, Ortogonal~no invariantnye rimanovy metriki na vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziØh. Ukraina, Har~kov (v peqati), — Mat. fizika. Analiz. Geom. 4, No. 1–2 (1997).

11. A. A. Borisenko, ı. N. Nikolaevskiæ, MnogoobraziØ Grassmana i grassmanov obraz podmnogoobraziæ. — Uspehi mat. nauk 46, No. 2 (1991), 41–81.

12. S. E. Kozlov, Ortogonal~no sovmestimye bivektory. — Ukr. geometr.

sb. Vyp. 27. 68–75.

Kozlov S. E. Geometry of the real Grassmannian manifolds. Parts I, II. The properties of the exterior algebra Λ(R^n) studied in the paper are related to the Euclidean structure in this algebra induced by the scalar

product in R^n. A geometric interpretation of the interior multiplication

for decomposable polyvectors is given. The Cartan criterion of decom-

posability for the polyvectors is formulated in a coordinateless form. The

Pluccer model of the real Grassmannian manifold is realized as a submanifold of the Euclidean space Λ(R^n), and the isometry of this submanifold

onto the classical Grassmannian manifold with SO(n)-invariant metric is

indicated. For the bivectors the canonical decomposition is described.

Postupilo 14 sentØbrØ 1996 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet