S. E. Kozlov GEOMETRI˚ VEWESTVENNYH GRASSMANOVYH MNOGOOBRAZI`. QAST^ III

Qast~ III. �ksponencial~noe otobraßenie grassmanova mnogoobraziØ v pl¸kkerovoæ modeli i ego svoæstva

Bol~xinstvo rezul~tatov nastoØweæ raboty osnovany na kanoniqeskom predstavlenii (7) p. 11.3 fflementa (ω, X) ∈ T G^+_{p,n} kasatel~nogo rassloeniØ grassmanova mnogoobraziØ G^+_{p,n}. �to predstavlenie pozvolØet Øvno vypisat~ parametriqeskoe uravnenie proizvol~noæ geodeziqeskoæ i opredelit~ ponØtie stacionarnyh uglov meßdu orientirovannymi ploskostØmi. DlØ ustanovleniØ stepeni proizvola v razloßenii (7) p. 11.3 postroeno kanoniqeskoe izometriqeskoe vloßenie kasatel~nogo prostranstva T_ω G^+_{p,n} v prostranstvo bivektorov Λ_2(R^n). Ispol~zuØ razvitu¸ tehniku, udalos~ vyØsnit~ stroenie zamykaniØ proizvol~- noæ geodeziqeskoæ v mnogoobraziØh G_{p,n} i G^+_{p,n}.

§11. Kanoniqeskoe predstavlenie kasatel~nogo vektora X ∈ Tω G^+_{p,n}

11.1. Budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ, vvedennye v [1]. Rassmo-

trim fflement (ω, X) ∈ T G^+_{p,n} kasatel~nogo rassloeniØ grassmanova mnogoobraziØ G^+_{p,n} ⊂ Λ_p(R^n). Ortonormirovannym bazisom

e = {e_i}^p_{i=1} i n = {n_α}^q_{α=1} (q = n − p) prostranstv V_ω i V^⊥_ω sopo-

stavlØetsØ ortonormirovannyæ bazis {η_{iα}} (sm. [1], 6.2)

η_{iα} = e_1 ∧ . . . ∧ n_α ∧ . . . ∧ e_p = n_α ∧ (ω⌞e_i) (1)

kasatel~nogo prostranstva T_ωG^+_{p,n}. Iz (1) sleduet, qto l¸boæ vektor X ∈ T_ωG^+_{p,n} moßno predstavit~ v vide

X = m_1 ∧ e_2 ∧ . . . ∧ e_p + . . . + e_1 ∧ . . . ∧ e_{p−1} ∧ m_p, m_i ∈ V^⊥_ω . (2)

V summe (2) vektora m_i ne obØzatel~no poparno ortogonal~ny.

Teorema. Pust~ ω ∈ G^+_{p,n} i X ∈ TωG^+_{p,n}, X ≠ 0. Togda v prostran-

stve V_ω suwestvuet takoæ ortonormirovannyæ bazis e, a v V^⊥_ω – 108

GEOMETRI˚ MNOGOOBRAZI` 109

nabor m = {m_i}^r_{i=1}, 1 ⩽ r ⩽ min(p, q) nenulevyh, poparno ortogonal~nyh vektorov, takih qto ω = e_1 ∧ . . . ∧ e_p, X = (m_1 ∧ e_2 ∧ . . . ∧ e_r + . . . + e_1 ∧ . . . ∧ e_{r−1} ∧ m_r ) ∧ (e_{r+1} ∧ . . . ∧ e_p). (3) Dokazatel~stvo. Rassmotrim mnoßestvo teh ortonormirovan-

nyh bazisov prostranstva V_ω , dlØ kotoryh v (2) budet minimal~nym koliqestvo nenulevyh slagaemyh. Sredi takih bazisov vyberem tot, dlØ kotorogo minimal~no proizvedenie |m_1| . . . |m_r|. Po soobraßeniØm kompaktnosti takoæ bazis naædetsØ. Esli r = 1, to utverßdenie teoremy trivial~no. Pust~ r ⩾ 2. Posmotrim kak menØetsØ razloßenie (2) pri povorote pary (e_1, e_2) na ugol φ. e_1 = ẽ_1 cos φ + ẽ_2 sin φ, e_2 = −ẽ_1 cos φ + ẽ_2 sin φ, e_1 ∧ e_2 = ẽ_1 ∧ ẽ_2,

m_1 ∧ e_2 +e_1 ∧ m_2 = (m_1 cos φ−m_2 sin φ) ∧ ẽ_2 +ẽ_1 ∧ (m_1 sin φ+m_2 cos φ).

Znaqit m̃_1 = m_1 cos φ − m_2 sin φ, m̃_2 = m_1 sin φ + m_2 cos φ i m̃_i = m_i pri i > 2. Ots¸da m̃_1 ∧ m̃_2 = m_1 ∧ m_2. Tak kak |m_1 ∧ m_2|^2 =

|m_1|^2|m_2|^2 − ⟨m_1, m_2⟩^2, to minimumu |m_1| · |m_2| sootvetstvuet mi-

nimum |⟨m_1, m_2⟩|. No

⟨m̃_1, m̃_2⟩ = ⟨m_1, m_2⟩ cos(2φ) + 1 2 (|m_1|^2 − |m_2|^2) sin(2φ).

Znaqit v toqke minimuma proizvedeniØ |m_1| · |m_2| vektory m_1 i m_2 ortogonal~ny. Analogiqno rassmatriva¸tsØ drugie pary

(m_i, m_j ). •

11.2. Utverßdenie. V usloviØh Teoremy 11.1 spravedlivo raven-

stvo Ann X = Lin (e_{r+1}, . . . , e_p). (4)

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto pravaØ qast~ (4) vkl¸qena v levu¸.

Pust~ vektor e ∈ Ann X. Dopolnim nabor vektorov m do ortogonal~nogo bazisa {m_i}^q_{i=1} prostranstva V^⊥_ω . Vektor e predstavim v vide e = r∑ i=1 λ^ie_i + p∑ j=r+1 μ^je_j + q∑ k=1 ν^km_k.

110 S. E. KOZLOV Togda

0 = X ∧ e = r∑ i=1 λ^i(X ∧ e_i) + q∑ k=1 ν^k(X ∧ m_k). V poslednem ravenstve nabor vektorov X ∧ e_i, X ∧ m_k lineæno nezavisim, pofftomu λ^i = ν^k = 0 i e ∈ Lin (e_{r+1}, . . . , e_p). • Pust~

X̃ := m_1 ∧ e_2 ∧ . . .∧ e_r + . . . + e_1 ∧ . . .∧ e_{r−1} ∧ m_r , X_0 := e_{r+1} ∧ . . .∧ e_p.

Togda (3) primet vid

X = X̃ ∧ X_0, V_{X0} = Ann X. (5)

Iz teoremy [1], 3.8 sleduet, qto polivektory X̃ i X_0 v (5) opredelØ¸tsØ po kasatel~nomu vektoru X s toqnost~¸ do znaka. Krome togo

Ann X̃ = 0.

11.3. Vvedem oboznaqeniØ λ^i := |m_i|, n_i := m_i/λ^i, i ∈ [1, r], e_i(s) := e_i cos s + n_i sin s, n_i(s) := −e_i sin s + n_i cos s. (6) Razloßenie (2) primet vid

X = X̃ ∧ X_0 = r∑ i=1 λ^in_i ∧ (ω⌞e_i). (7) Rassmotrim krivu¸

ω(t) = e_1(λ^1t) ∧ . . . ∧ e_r(λ^r t) ∧ X_0. (8)

Teorema. KrivaØ ω(t) ØvlØetsØ normal~noæ geodeziqeskoæ v mno-

goobrazii G^+_{p,n} i exp_ω X = ω(1). (9)

Dokazatel~stvo. DlØ l¸bogo t ∈ R nabor vektorov

{e_i(λ^it), n_i(λ^it)}^r_{i=1} ortonormirovan. Spravedlivy ravenstva

e^′_i(λ^it) = λ^in_i(λ^it), n^′_i(λ^it) = −λ^ie_i(λ^it).

GEOMETRI˚ MNOGOOBRAZI` 111

X(t) := ω^′(t) = r∑ i=1 λ^in_i(λ^it) ∧ (ω(t)⌞e_i(λ^it)). (10)

ω(0) = ω, ω^′(0) = X, |X(t)| = [_r ∑ i=1 (λ^i)^2

] 1_2

. (11)

Iz (11) sleduet, qto parametr t na krivoæ ω(t) proporcionalen natural~nomu. DifferenciruØ (10), nahodim ω^{′′}(t) = −|X|^2ω(t) + ξ(t), gde vektor ξ(t) ØvlØetsØ summoæ slagaemyh tipa (10), v kotoryh vmesto kakogo-nibud~ somnoßitelØ e_j stoit n_j. No takie vektory, kak i ω(t), ortogonal~ny k kasatel~noæ ploskosti T_{ω(t)}G^+_{p,n}, pofftomu ω(t) – geodeziqeskaØ. Ots¸da, s uqetom (11), vytekaet (9). •

11.4. Iz (7) sleduet, qto

V_{X̃} = Lin (e_i, n_i), i ∈ [1, r].

Otobraßenie

ζ : Λ_r(V_{X̃} ) → Λ_p(R^n), τ → τ ∧ X_0

ØvlØetsØ izometriqeskim ffndomorfizmom, perevodØwim prostye r-vektory v prostye p-vektory. Pofftomu voznikaet inducirovannoe otobraßenie ζ : G^+_{r,2r} → G^+_{p,n}, kotoroe po teoreme 11.3 budet izometriqeskim vpolne geodeziqeskim vloßeniem. Sledovatel~no, geodeziqeskie ω(t) i

ζ^{−1}(ω(t)) = e_1(λ^1t) ∧ . . . ∧ e_r (λ^r t) ⊂ G^+_{r,2r}(V_{X̃} )

izometriqny kak podmnoßestva odnogo evklidova prostranstva

Λ(R^n).

§12. Stacionarnye ugly meßdu ploskostØmi mnogoobraziæ Gp,n i G^+_{p,n}

12.1. Stacionarnye ugly meßdu neorientirovannymi plosko-

stØmi vvodilis~ raznymi sposobami (sm., napr., [2], I, [3], 3). My vospol~zuemsØ ih opredeleniem, dannym v [3].

112 S. E. KOZLOV

Napomnim, qto v [1], 6.3 byli otoßdestvleny mnogoobrazie

G^+_{p,n} orientirovannyh p-mernyh podprostranstv R^n s pl¸kke-

rovoæ model~¸ fftogo mnogoobraziØ P (G^+_{p,n}). Otoßdestvim grassmanovo mnogoobrazie G_{p,n} neorientirovannyh p-ploskosteæ s faktor-prostranstvom mnogoobraziØ G^+_{p,n} po diametral~no protivopoloßnym toqkam. Togda otobraßenie proekcii σ : G^+_{p,n} → G_{p,n} (1) ØvlØetsØ dvuhlistnym izometriqeskim nakrytiem. V mnogoobrazii G_{p,n} rassmotrim dve toqki ω̃ = (±ω) i τ̃ = (±τ ). Postroim normal~nu¸ kratqaæxu¸ ω̃(t), t ∈ [0, 1], soedinØ¸wu¸ toqki ω̃ i τ̃ . Oboznaqim ω(t) nakryva¸wiæ kratqaæxu¸ ω̃(t) put~ s naqalom v ω. Pust~ ω(1) = τ . Togda put~ ω(t) est~ kratqaæxaØ, soedinØ¸waØ toqki ω i τ v G^+_{p,n}. DlØ vektora X = ω^′(0) imeet mesto razloßenie (7) p. 11.3, otkuda τ = exp_ω X i ρ_0(ω̃, τ̃) = |X| = [_r ∑ i=1 (λ^i)^2

] 1_2

. (2)

Zdes~ qerez ρ_0 oboznaqena funkciØ rasstoØniØ v mnogoobrazii G_{p,n}. Teorema. Kofffficienty λ^i v formule (2) udovletvorØ¸t nera-

venstvu 0 < λ^i ⩽ π 2 . (3)

Dokazatel~stvo. Postroim nabor uglov {^~λ^i}, udovletvorØ¸wiæ

usloviØm

λ^i − λ̃^i = 0 (mod π), |λ̃^i| ⩽ π 2 , |λ̃^i| ⩽ λ^i. (4) Rassmotrim geodeziqesku¸ Γ(t) v mnogoobrazii G^+_{p,n}

Γ(t) := e_1(λ̃^1t) ∧ . . . ∧ e_r (λ̃^rt) ∧ X_0.

Iz (4) sleduet, qto geodeziqeskaØ σ(Γ(t)) soedinØet toqki ω̃ s τ̃ v G_{p,n}. Priqem

L(σ(Γ(t))) = [_r ∑ i=1 (λ̃^i)^2

] 1_2 ⩽ [_r ∑ i=1 (λ^i)^2

] 1_2

= ρ_0(ω̃, τ̃). (5)

GEOMETRI˚ MNOGOOBRAZI` 113 Znaqit v (5) imeet mesto znak ravenstva i (3) sleduet iz (4). •

12.2. Oboznaqim Aω i Aω(t) operatory ortogonal~nogo proekti-

rovaniØ na ploskosti ω i ω(t) pri t ∈ [0, 1]. V [3] pod stacionarnymi uglami meßdu ploskostØmi V_ω i V_{ω(t)} ponimalis~ ugly meßdu sootvetstvu¸wimi sobstvennymi napravleniØmi operatorov A_ω ∘ A_{ω(t)} i A_{ω(t)} ∘ A_ω dvoænogo proektirovaniØ. �ti operatory samosoprØßeny (sm. [3]), qto, vproqem, sleduet iz privodimyh niße vykladok.

Teorema. V oboznaqeniØh p. 12.1 vektor ei ØvlØetsØ sobstvennym

vektorom operatora A_ω ∘ A_{ω(t)} s sobstvennym qislom cos^2(λ^it).

Dokazatel~stvo. Iz (8) p. 11.3 sleduet

ω̃ = Lin {e_i, V_{X0} }^r_{i=1}, ω̃(t) = Lin {e_i((λ^it)), V_{X0} }^r_{i=1}.

Kaßdyæ vektor ploskosti ω̃ ∩ τ̃ = V_{X0} est~ sobstvennyæ vektor operatora A_ω ∘A_{ω(t)} s sobstvennym qislom 1. Soglasno (6) p. 11.3 pri i ⩽ r budet

A_{ω(t)}(e_i) = e_i − r∑ j=1 ⟨e_i, n_j(λ^j t)⟩n_j(λ^j t) = = e_i + n_i((λ^it)) sin((λ^it)) := f_i,

(A_ω ∘ A_{ω(t)})(e_i) = f_i − r∑ j=1 ⟨f_i, n_j⟩n_j = e_i cos^2((λ^it)).□ (6)

ProvedØ analogiqnye vykladki dlØ operatora A_{ω(t)} ∘ A_ω , polu- qim (A_{ω(t)} ∘ A_ω)(e_i((λ^it))) = e_i((λ^it)) cos^2((λ^it)). (7)

Po teoreme 12.1 λ^i ⩽^π_2 , pofftomu ugol (λ^it) (t ∈ [0, 1]) sovpadaet so stacionarnym uglom meßdu ploskostØmi V_ω i V_{ω(t)}, sootvetstvu¸wim obwemu sobstvennomu qislu cos^2((λ^it)) operatorov

A_ω ∘ A_{ω(t)} i A_{ω(t)} ∘ A_ω. Priqem kratnost~ fftogo sobstvenogo qisla

ravna koliqestvu slagaemyh v razloßenii (7) p. 11.3, s obwim kofffficientom λ^i. Vozmoßno izmeniv numeraci¸, poluqim uporØdoqennyæ nabor kofffficientov 0 < λ^1 ⩽ . . . ⩽ λ^r ⩽ π 2 , (8)

sovpada¸wiæ s naborom nenulevyh stacionarnyh uglov meßdu ploskostØmi ω̃ i τ̃. Ots¸da sleduet

114 S. E. KOZLOV

Utverßdenie. Nabor (8) ne zavisit ot vybora kratqaæxeæ so-

edinØ¸weæ toqki ω̃ i τ̃ .

Pust~

r_0 := min{p, q = n − p}. (9)

Rassmotrim tri poparno ortogonal~nye ploskosti ω^{r0}_1 , ω^{r0}_2 , ω^{p−r0}_3 s sootvetstvu¸wimi razmernostØmi. Opredelim ploskosti

ω̃ := Lin (ω^{r0}_1 , ω^{p−r0}_3 ), τ̃ := Lin (ω^{r0}_2 , ω^{p−r0}_3 ). (10)

Meßdu fftimi ploskostØmi budet r_0 nenulevyh stacionarnyh uglov, kaßdyæ iz kotoryh raven^π_2 . Iz (2) nahodim, qto ρ_0(ω̃, τ̃) = √ r_0^π_2 , otkuda, s uqetom (8), poluqaem formulu

diamG_{p,n} = √ r_0 π 2 . (11)

12.3. Pust~ ω, τ ∈ G^+_{p,n}. Rassmotrim normal~nu¸ kratqaæxu¸

ω(t), t ∈ [0, 1], soedinØ¸wu¸ ω s τ . DlØ vektora X := ω^′(0) spra-

vedlivo razloßenie (7) p. 11.3, otkuda ρ(ω, τ ) = L(ω(t)) = [_r ∑ i=1 (λ^i)^2

] 1_2

, (12)

gde qerez ρ oboznaqena funkciØ rasstoØniØ v mnogoobrazii G^+_{p,n}. Esli by v nabore {λ^i} naxelsØ fflement λ^k > π ili dva fflementa

λ^k, λ^m, k ≠ m, dlØ kotoryh λ^k +λ^m > π, to vospol~zovavxis~ tem

ße priemom, qto i v dokazatel~stve teoremy 12.2 moßno bylo by ukorotit~ i kratqaæxu¸ ω(t), soedinØ¸wu¸ toqki ω s τ . Sledovatel~no, pri neobhodimosti izmeniv numeraci¸, moßno tak uporØdoqit~ kofffficienty λ^i, qto 0 < λ^1 ⩽ . . . ⩽ λ^r ⩽ π, λ^{r−1} + λ^r ⩽ π. (13) Nabor (13) qisel {λ^i}, dopolnenyæ (p − r) nulØmi, nazovem stacionarnymi uglami meßdu orientirovannymi ploskostØmi ω i τ .

12.4. Nabory stacionarnyh uglov (13) meßdu ploskostØmi ω, τ

i (8) meßdu σ(ω) = ω̃ i σ(τ ) = τ̃ , voobwe govorØ, mogut ne sovpadat~. Oboznaqim

μ := min{λ^r, π − λ^r }. (14)

Iz (13), (14) vytekaet, qto λ^{r−1} ⩽ μ ⩽^π_2 .

GEOMETRI˚ MNOGOOBRAZI` 115

Teorema. Nabor 0 < λ^1 ⩽ . . . ⩽ λ^{r−1} ⩽ μ ⩽ π 2 (15)

zadaet nenulevye stacionarnye ugly meßdu neorientirovannymi ploskostØmi σ(ω) i σ(τ ).

Dokazatel~stvo. Pust~ n̄r := nr pri λ^r ⩽^π_2 , n̄r := −nr pri

λ^r >^π_2 , ē_r (s) := e_r cos s + n̄_r sin s. Rassmotrim geodeziqesku¸ ω̄(t) := e_1(λ^1r) ∧ . . . ∧ e_{r−1}(λ^{r−1}t) ∧ ē_r(μt). Iz p. 12.2 sleduet, qto

nabor (15) ØvlØetsØ naborom stacionarnyh uglov meßdu ploskostØmi ω̃ = σ(ω̄(0)) i σ(ω̄(1)). Po opredeleni¸ geodeziqeskoæ

ω̄(t) spravedlivy ravenstva ω̄(1) = ±ω(1) = ±τ , kotorye vlekut

utverßdenie teoremy. •

Iz (6), (8) p. 11.3 poluqaem

⟨ω, τ ⟩ = ⟨ω, ω(1)⟩ = cos λ^1 · · · cos λ^k. (16)

V silu (14), (16) budet μ = { λ^r, ⟨ω, τ ⟩ ⩾ 0, π − λ^r , ⟨ω, τ ⟩ < 0. (17)

Formuly (2) p. 12.1 i (12) pozvolØ¸t vyrazit~ rasstoØnie

ρ(ω, τ ) qerez ρ_0(σ(ω), σ(τ )) i naibol~xiæ stacionarnyæ ugol μ

ρ^2(ω, τ ) = { ρ^2_0(σ(ω), σ(τ )) pri ⟨ω, τ ⟩ ⩾ 0, ρ^2_0(σ(ω), σ(τ )) + π(π − 2μ) pri ⟨ω, τ ⟩ < 0. (18)

Iz utverßdeniØ 12.2 i (14), (15) sleduet, qto nabor nenulevyh stacionarnyh uglov (13) ne zavisit ot vybora kratqaæxeæ, soedinØ¸weæ toqki ω i τ .

12.5. Rassmotrim proizvol~nu¸ geodeziqesku¸ v mnogoobrazii

G^+_{p,n}. Moßno sqitat~, qto v ee parametrizacii (8) p. 11.3 kofff-

ficienty λ^i uporØdoqeny

0 < λ^1 ⩽ . . . ⩽ λ^r , λ^0 := 0.

Rezul~taty predyduwih punktov fftogo paragrafa pozvolØ¸t zakl¸qit~, qto verna

116 S. E. KOZLOV

Teorema. 1) GeodeziqeskaØ ω(t) na otrezke [0, t0], t0 := π/(λ^{r−1}+λ^r )

ØvlØetsØ kratqaæxeæ, soedinØ¸weæ toqki ω(0) s ω(t_0) v mnogoobrazii G^+_{p,n}.

2) GeodeziqeskaØ ω̃(t) := σ(ω(t)) na otrezke [0, t̃_0], t̃_0 = π/(2λ^r ) ØvlØetsØ kratqaæxeæ, soedinØ¸weæ toqki ω̃(0) s ω̃(t̃_0) v mnogoobrazii G_{p,n}.

V rimanovom mnogoobrazii dve razliqnye geodeziqeskie ravnoæ dliny, soedinØ¸wie kakie-libo dve toqki, ne mogut ostavat~sØ kratqaæximi pri ih prodolßenii. Pofftomu teorema 12.5 vleqet

Sledstvie. GeodeziqeskaØ ω(t) (ω̃(t)) ØvlØetsØ edinstvennoæ krat-

qaæxeæ, soedinØ¸weæ toqki ω(0) s ω(t_1) (ω̃(0) s ω̃(t̃_1)) pri t_1 < t_0 (t̃_1 < t̃_0) v mnogoobrazii G^+_{p,n} (G_{p,n}) (sr. s [4], T. 9(a)).

12.6. Teorema. Spravedlivo ravenstvo

diam G^+_{p,n} = max { π, √ r_0 π 2 } . (19)

Dokazatel~stvo. Pust~ ω, τ ∈ G^+_{p,n}. Iz (12), (14), (15) sleduet

ρ^2(ω, τ ) ⩽ max_{μ∈} [0,^π_2 ]

{(r − 1)μ^2 + (π − μ)^2} = max { π^2, r π^2 4 } . Dlina kratqaæxeæ, soedinØ¸weæ ploskosti (10), ravna √r_0^π_2 pri l¸boæ orientacii fftih ploskosteæ. GeodeziqeskaØ

ω_0(t) := (e_1 cos(πt) + n_1 sin(πt)) ∧ e_2 ∧ . . . ∧ e_p, t ∈ [0, 1]

soedinØet toqki ω s (−ω). Tak kak mnogoobrazie G^+_{p,n} leßit v ediniqnoæ sfere evklidova prostranstva Λ_p(R^n), to geodeziqeskaØ ω_0(t) dliny π ØvlØetsØ kratqaæxeæ. •

SravnivaØ formuly (11) i (20), zametim, qto

r_0 < 4 =⇒ diam G_{p,n} < diam G^+_{p,n} = π,

r_0 ⩾ 4 =⇒ G_{p,n} = diam G^+_{p,n} = √ r_0 π 2 . (20)

GEOMETRI˚ MNOGOOBRAZI` 117

§13. Zamknutye geodeziqeskie i radius in¨ektivnosti v mnogoobraziØh G^+_{p,n} i G_{p,n}

13.1. Utverßdenie. DlØ geodeziqeskoæ v mnogoobrazii G^+_{p,n} s pa-

rametrizacieæ (8) p. 11.3 spravedliva ffkvivalentnost~

ω(t_1) = ω(t_2) ⇐⇒ ∃k ∈ Z^r : λ^i(t_2 − t_1) = πk^i, r∑ i=1 k^i = 0 (mod 2). (1) Dokazatel~stvo. Pust~ ω(t1) = ω(t2). Togda

1 = ⟨ω(t_1), ω(t_2)⟩ = ⟨e_1(λ^1t_1), e_1(λ^1t_2⟩ · · · ⟨e_r(λ^r t_1), e_r(λ^r t_2)⟩.

Pofftomu e_i(λ^it_1) = ±e_i(λ^it_2), otkuda sleduet implikaciØ sleva napravo. ObratnaØ implikaciØ neposredstvenno sleduet iz (8) p. 11.3. •

Iz (1) i (10) p. 11.3 vytekaet, qto vsØkaØ geodeziqeskaØ petlØ v mnogoobrazii G^+_{p,n} ØvlØetsØ zamknutoæ geodeziqeskoæ.

Rassmotrim zamknutu¸ geodeziqesku¸

ω(t) = exp_ω(tX), t ∈ [0, 1], ω(0) = ω(1).

Ispol~zuØ uslovie (1), naædem ee dlinu L(ω) = |X| = [_r ∑ i=1 (λ^i)^2

] 1_2 = π [_r ∑ i=1 (k^i)^2

] 1_2

. (2)

Oboznaqim S dlinu samoæ korotkoæ netrivial~noæ zamknutoæ geodeziqeskoæ. Iz (1), (2) sleduet S(G^+_{p,n}| = { 2π, r_0 = 1, √ 2π, r_0 > 1. (3) (˚sno, qto zamknutye geodeziqeskie takoæ dliny suwestvu¸t.) Pust~ r_c – minimal~noe iz rasstoØniæ meßdu parami soprØßennyh toqek vdol~ vsevozmoßnyh geodeziqeskih. Izvestno (sm. [5], T. 3), qto sekcionnaØ krivizna mnogoobraziæ G^+_{p,n} i G_{p,n} izmenØetsØ v predelah ot nulØ do dvuh. Pri r_0 = 1 ffti mnogoobraziØ izometriqny ediniqnoæ sfere i vewestvennomu proektivnomu prostranstvu sootvetstvenno. �ti mnogoobraziØ ime¸t posto- Ønnu¸ ediniqnu¸ sekcionnu¸ kriviznu. Soglasno [6], 22.1.4 v mnogoobraziØh G^+_{p,n} i G_{p,n} dlØ r_c spravedliva ocenka

r_c ⩾ π, r_0 = 1 i r_c ⩾ π/ √ 2, r_0 > 1. (4)

118 S. E. KOZLOV Po teoreme Klingenberga (sm. [6], 24.1.6) v zamknutyh rimanovyh mnogoobraziØh M radius in¨ektivnosti r_i(M ) moßno vyqislit~ po formule

r_i(M ) = min { r_c, 1 2 S } . (5)

Iz (3)–(5) sleduet

r_i(G^+_{p,n}) = { π, r_0 = 1, π/ √ 2, r_0 > 1. (6) 13.2. Rassmotrim geodeziqesku¸ petl¸ ω̃(t), ω̃(0) = ω̃(1) v mnogo-

obrazii G_{p,n}. Postroim nakryva¸wiæ fftu petl¸ geodeziqeskiæ put~ ω(t) ⊂ G^+_{p,n} s naqalom v toqke ω ∈ σ^{−1}(ω̃(0)). Vozmoßny dva varianta a) ω(1) = ω, b) ω(1) = −ω. V sluqae a) soglasno p.13.1 petlØ ω̃(t) = σ(ω(t)) ØvlØetsØ zamknutoæ geodeziqeskoæ. Pust~

ω(1) = −ω. Ots¸da, kak i v utverßdenii 13.1, sleduet, qto naæ-

dutsØ r celyh qisel k^i, takih qto λ^i = πk^i, r∑ i=1 k^i = 1 (mod 2). (7)

Pofftomu i v sluqae b) petlØ ω̃(t) ØvlØetsØ zamknutoæ geodeziqeskoæ. Iz (3), (7) nahodim S(G_{p,n}) = π. (8) (Oqevidno, qto zamknutye geodeziqeskie takoæ dliny suwestvu- ¸t.) Iz (4), (5), (8) sleduet r_i(G_{p,n}) = π 2 . (9)

§14. Edinstvennost~ kanoniqeskogo predstavleniØ kasatel~nogo vektora X ∈ Tω G^+_{p,n}

14.1. Vopros o edinstvennosti razloßeniØ (7) p. 11.3 potreboval

vvedeniØ special~nogo graduirovannogo predstavleniØ vnexneæ algebry Λ(R^n), svØzannogo s fiksirovannym podprostranstvom

W ⊂ R^n (sm. niße). Dalee budet postroena nekotoraØ lineænaØ

GEOMETRI˚ MNOGOOBRAZI` 119 izometriØ vnexneæ algebry, sohranØ¸waØ upomØnutu¸ graduirovku, kotoraØ pozvolit svesti vopros o edinstvennosti kanoniqeskogo predstavleniØ kasatel~nogo vektora X k voprosu o edinstvennosti razloßeniØ proizvol~nogo bivektora prostranstva

Λ_2(R^n), realizu¸wego tak nazyvaemu¸ massu bivektora. V [1],

9.3 dokazano, qto dlØ l¸bogo nenulevogo bivektora ξ ∈ Λ_2(R^n) suwestvuet nabor ediniqnyh poparno ortogonal~nyh vektorov

{e_i, ē_i}^r_{i=1} prostranstva R^n i nabor takih vewestvennyh qisel 0 < μ^1 ⩽ . . . ⩽ μ^r, qto ξ = r∑ i=1 μ^ie_i ∧ ē_i. (1)

SobiraØ bivektory e_i ∧ ē_i, otnosØwiesØ k ravnym μ^i, perepixem (1) v vide

ξ = μ^{i1} ξ_{i1} + . . . + μ^{il} ξ_{il} , (2)

gde 0 < μ^{i1} < . . . < μ^{il} , i_1 = 1, i_l = r, i_0 := 0,

ξ_{im} = e_{(im}�_{1+1)} ∧ ē_{(im}�_{1+1)} + . . . + e_{im} ∧ ē_{im} , m ∈ [1, l].

Utverßdenie (sm. [7]). V ravenstve (2) qisla μ^{im} i bivektory

ξ_{im} odnoznaqno opredelØ¸tsØ po bivektoru ξ.

14.2. Fiksiruem nekotoroe podprostranstvo W ⊂ R^n, dim W = p,

dim W^⊥ = n − p = q. DlØ indeksov r ∈ [0, p], s ∈ [0, q] opredelim

lineænoe prostranstvo

Λ_{r,s}(W ) := Lin {Λ_r(W ) ∧ Λ_s(W^⊥)} ⊂ Λ_{r+s}(R^n) ⊂ Λ(R^n). (3)

Λ_{r,s} := 0, esli r > p ili s > q.

Esli {e_i}, {n_j} – ortonormirovannye bazisy prostranstv W i W^⊥, to nabor {e_λ ∧ n_μ}, λ ∈ Λ(p, r), μ ∈ Λ(q, s) (4) obrazuet ortonormirovannyæ bazis prostranstva Λ_{r,s}(W ). Iz (4) neposredstvenno sledu¸t formuly

Λ_{r1,s1} (W ) ∧ Λ_{r2,s2}(W ) ⊂ Λ_{r1+r2 ,s1+s2} (W ), (5)

Λ_m(R^n) = ⊕_{r+s=m}Λ_{r,s}(W ), Λ(R^n) = ⊕_{r,s}¿_0Λ_{r,s}(W ). (6)

120 S. E. KOZLOV

14.3. Orientiruem prostranstvo W i rassmotrim operator Ho-

dßa ∗(w) : Λ(W ) → Λ(W ) (sm. [1], 4.1). Napomnim, qto operator

∗(w) ortogonalen i otobraßenie ∗(w) : Λ_p(W ) → Λ_{n−p}(W ) ØvlØ-

etsØ izometriqeskim izomorfizmom.

Teorema. Suwestvuet edinstvennyæ lineænyæ operator ∗w :

Λ(R^n) → Λ(R^n), udovletvorØ¸wiæ ravenstvam ∗_w(x ∧ y) = ∗(w)x ∧ y (7) dlØ l¸byh x ∈ Λ(W ), y ∈ Λ(W^⊥). �tot operator ØvlØetsØ izometrieæ algebry Λ(R^n). Ego sußenie na Λ_{r,s}(W ) osuwestvlØet lineænu¸ izometri¸ prostranstv Λ_{r,s}(W ) i Λ_{p−r,s}(W ).

Dokazatel~stvo. 1). Vyberem kakoæ-nibud~ bazis algebry

Λ(R^n), sostoØwiæ iz toqek podmnoßestvo Λ(W ) ∧ Λ(W^⊥) (napri-

mer, bazis (4)). Obraz kaßdogo fflementa fftogo bazisa pri deæstvii operatora ∗_w odnoznaqno opredelØetsØ trebovaniem (7), otkuda sleduet edinstvennost~ fftogo operatora.

2) Operator ∗_w tassuet slagaemye v ortogonal~noæ summe (6), to est~ ∗_w(Λ_{r,s}(W )) ⊂ Λ_{p−r,s}(W ). Pofftomu dostatoqno pokazat~, qto otobraßenie ∗_w : Λ_{r,s}(W ) → Λ_{p−r,s}(W ) ØvlØetsØ izometriqeskim izomorfizmom. Opredelim lineænyæ operator ∗_w ego deæstviem na fflementy bazisa (4)

∗_w(e_λ ∧ n_μ) = ∗(w)e_λ ∧ n_μ.

V silu lineænosti operatora Hodßa ∗_w i bilineænosti operacii vnexnego umnoßeniØ dlØ opredelennogo v (8) operatora

∗_w vypolneny ravenstva (7). Prostranstva Λ_{r,s}(W ) i Λ_{p−r,s}(W )

ime¸t odinakovu¸ razmernost~, pofftomu ravenstva

⟨∗_w(e_{λ1} ∧ n_{μ1} ), ∗_w(e_{λ2} ∧ n_{μ2} )⟩ = ⟨∗(w)e_{λ1} ∧ n_{μ1} , ∗(w)e_{λ2} ∧ n_{μ2} ⟩ = = ⟨∗(w)e_{λ1} , ∗(w)e_{λ2} ⟩⟨n_{μ1} , n_{μ2} ⟩ = δ_{λ1λ2} δ_{μ1μ2} ustanavliva¸t, qto operator ∗_w ØvlØ¸tsØ ortogonal~nym izomorfizmom fftih prostranstv. •

14.4. Iz razloßeniØ (7) p. 11.3 sleduet, qto kasatel~naØ plos-

kost~ T_ωG^+_{p,n} sovpadaet s prostranstvom Λ_{p−1,1}(W ), gde W = V_ω.

GEOMETRI˚ MNOGOOBRAZI` 121 Polivektor ω zadaet na W orientaci¸. Operator ∗_w perevodit kasatel~noe prostranstvo T_ω G^+_{p,n} v prostranstvo bivektorov

Λ_2(R^n).

∗_w(X) = ∗_w r∑ i=1 λ^in_i ∧ (ω⌞e_i) = r∑ i=1 λ^ie_i ∧ n_i. (8)

Analogiqno (2) zapixem razloßenie (7) p. 11.3 v vide

X = λ^{i1} X_{i1} + . . . + λ^{il} X_{il} , (9)

gde 0 < λ^{i1} < . . . < λ^{il} , i_1 = 1, i_l = r, i_0 := 0,

X_{im} = n_{(im}�_{1+1)} ∧ (ω⌞e_{(im}�_{1+1)}) + . . . + n_{im} ∧ (ω⌞e_{im} ), m ∈ [1, l].

Teorema. V razloßenii (9) dlØ kasatel~nogo vektora X ∈ TωG^+_{p,n}

kofffficienty λ^{im} i p-vektory X_{im} odnoznaqno opredelØ¸tsØ po pvektoru X.

Dokazatel~stvo neposredstvenno sleduet iz teoremy 14.3, utverßdeniØ 14.1 i formul (8), (9).

§15. Ploskoe, vpolne geodeziqeskoe podmnogoobrazie, soderßawee dannu¸ geodeziqesku¸

15.1. V mnogoobrazii G^+_{p,n} rassmotrim geodeziqesku¸ γ(t), t ∈ R.

Pust~ γ(0) = ω = e_1 ∧ . . . ∧ e_p. DlØ vektora γ^′(0) = X rassmotrim razloßenie (7) p. 11.3 X = r∑ i=1 [λ^in_i ∧ (ω⌞e_i)]. (1)

Vvedem oboznaqeniØ

ξ_i : = n_i ∧ (ω⌞e_i), T_0 := Lin {ξ_i}, i ∈ [1, r], ξ : = (ξ_1, . . . , ξ_r), x = (x^1, . . . , x^r) ∈ R^r. (2) Iz teoremy 11.3 sleduet, qto

ρ(x) := exp_ω(xξ^T ) = e_1(x^1) ∧ . . . ∧ e_r (x^r) ∧ X_0, xξ^T ∈ T_0. (3)

122 S. E. KOZLOV

Utverßdenie. DlØ toqek x1ξ^T , x2ξ^T ∈ T0 spravedliva ffkviva-

lentnost~

ρ(x_1) = ρ(x_2) ⇐⇒ (x_2 − x_1) ∈ πZ^r, r∑ i=1 (x^i_2 − x^i_1) = 0 (mod 2π). (4)

Dokazatel~stvo. Pust~ ρ(x1) = ρ(x2). Togda

1 = ⟨ρ(x_1), ρ(x_2)⟩ = ⟨e_1(x^1), e_1(x^1_2)⟩ · · ·⟨e_r (x^r_1), e_r(x^r_2)⟩. (5)

Znaqit |⟨e_i(x^i_1), e_i(x^i_2)⟩| = 1. Iz opredeleniØ (6) p. 11.3 vektorov

e_i(s) i (5) sleduet (4). •

Teorema. 1) Otobraßenie exp_ω^|_{T0} est~ lokal~no izometriqeskoe

pogrußenie.

2) Mnoßestvo Φ_0 := exp_ω T_0 (6) ØvlØetsØ vpolne geodeziqeskim podmnogoobraziem mnogoobraziØ G^+_{p,n}. Dokazatel~stvo. 1) Iz (3) nahodim ∂ρ ∂x^i (x) = e_1(x^1) ∧ . . . ∧ n_i(x^i) ∧ . . . ∧ e_r (x^r) ∧ X_0, ⟨ ∂ρ ∂x^i , ∂ρ ∂x^j ⟩ = δ_{ij} , otkuda vytekaet 1). Iz 1), (4) sleduet, qto mnoßestvo Φ_0 ØvlØetsØ podmnogoobraziem, a otobraßenie

exp_ω : T_0 → Φ_0 (7)

– izometriqeskim nakrytiem.

2) V ploskosti T_0 rassmotrim prØmu¸ x(t) = x_0 + at. Togda ρ(x(t)) = [ ⋀ i=1 re_i(x^i_0 + a^it) ] ∧ X_0 = [ ⋀ i=1 r ((e_i cos x^i_0 + n_i sin x^i_0) cos a^it+

+ (−e_i sin x^i_0 + n_i cos x^i_0) sin a^it) ] ∧ X_0 = exp_{ω̃}(tX̃), gde ẽ_i = e_i cos x^i_0 + n_i sin x^i_0, ñ_i = −e_i sin x^i_0 + n_i cos x^i_0,

ω̃ = ẽ_1 ∧ . . . ∧ ẽ_r ∧ X_0, X̃ = r∑ i=1 a^iñ_i ∧ (ω̃⌞ẽ_i). □

GEOMETRI˚ MNOGOOBRAZI` 123

15.2. Razloßenie (1) dlØ ediniqnogo kasatel~nogo vektora X k

geodeziqeskoæ γ odnoznaqno opredelØet nabor λ = (λ^1, . . . , λ^r) iz r nenulevyh vewestvennyh qisel. Oboznaqim g(λ) abelevu gruppu po sloßeni¸, poroßdennu¸ fftimi qislami. Oqevidno, g(λ) ØvlØetsØ gruppoæ bez kruqeniØ, pofftomu ([8], X, §9) ona obladaet svobodnym bazisom μ = (μ^1, . . . , μ^s), s ⩽ r. Po opredeleni¸ strok λ, μ naædutsØ takie celoqislennye matricy a i b, qto μ = λa, λ = μb. (8) Tak kak bazis μ svoboden, to iz (8) sleduet

ba = E_s. (9)

Zametim, qto matricy a i b mogut byt~ poluqeny kak prØmougol~nye bloki kvadratnyh matric c i c^{−1}, dlØ nekotoroæ celoqislennoæ unimodulØrnoæ r × r matricy c (sm. [9], 2.5).

Opredelim nabor

f := ξb^T (10)

vektorov f = (f_1, . . . , f_s) ∈ T^s_0 . Tak kak matrica b est~ blok unimodulØrnoæ kvadratnoæ matricy, to nabor vektorov f lineæno nezavisim. Iz (1), (2), (8), (10) sleduet

X = λξ^T = μbξ^T = μ(ξb^T ) = μf^T . (11)

Poloßim

T_X := Lin f, Φ_X := exp_ω T_X . (12)

Iz (11) vytekaet, qto X ∈ T_X , priqem nabor μ kofffficientov razloßeniØ vektora X po bazisu f prostranstva T_X racional~- no nezavisim. Po teoreme i utverßdeni¸ p. 15.1 mnoßestvo Φ_X ØvlØetsØ ploskim, vpolne geodeziqeskim podmnogoobraziem mnogoobraziØ G^+_{p,n}.

15.3. DlØ matricy b = (b^m_k ); k ∈ [1, s], m ∈ [1, r] opredelim qisla

σ_k = {0, 1} po pravilu

σ_k = r∑ m=1 b^m_k (mod 2). (13)

Pust~ v (1) numeraciØ vybrana tak, qto

σ_k = 1 pri k ∈ [1, s_0], σ_k = 0 pri k ∈ [s_0 + 1, s], s_0 ∈ [0, s]. (14)

Kaßdu¸ toqku x ∈ T_X moßno predstavit~ v vide

x = uf^T , u = (u^n, . . . , u^s) ∈ R^s. (15)

124 S. E. KOZLOV

Utverßdenie. Pust~ x1, x2 ∈ TX . Togda

exp_ω x_1 = exp_ω x_2 ⇐⇒ (u_2 − u_1) ∈ πZ^s, s0∑ k=1 (u^k_2 − u^k_1) = 0 (mod 2π).

(16)

Dokazatel~stvo. Iz (10), (15) sleduet

x_2 − x_1 = u_2f^T − u_1f^T = (u_2 − u_1)bξ^T .

Pust~ vypolneno ravenstvo v levoæ qasti (16). V silu (4) naædetsØ takoæ nabor k = (k^1, . . . , k^r) ∈ Z^r, pri kotorom

(u_2 − u_1)b = πk, r∑ m=1 k^m = 0 (mod 2). (17)

Iz (9), (17) vytekaet

u_2 − u_1 = π · ka ∈ πZ^s, πk^m = s∑ k=1 (u^k_2 − u^k_1 )b^m_k .

Otkuda nahodim 0 = ( π r∑ m=1 k^m ) (mod 2π) = s∑ k=1 [ (u^k_2 − u^k_1) r∑ m=1 b^m_k ] (mod 2π) =

= s∑ k=1 [(u^k_2 − u^k_1)σ_k] (mod 2π)] = [_{s0} ∑ k=1 (u^k_2 − u^k_1 ) ] (mod 2π).

DlØ dokazatel~stva implikacii v (16) sprava nalevo dostatoqno provesti privedennye vykladki v obratnom porØdke. • §16. ZamykaniØ geodeziqeskih 16.1. Rassmotrim lineænoe prostranstvo T_X kak gruppu Li po sloßeni¸. Podmnoßestvo

H := {x ∈ T_X | exp_ω x = ω} (1)

gruppy T_X , blagodarØ (16) p. 15.3, ØvlØetsØ ee podgruppoæ. Ottuda ße sleduet, qto

exp_ω x_1 = exp_ω x_2 ⇐⇒ (x_2 − x_1) ∈ H. (2)

GEOMETRI˚ MNOGOOBRAZI` 125 Pofftomu otobraßenie

φ : T_X /H → Φ_X , φ(x + H) := exp_ω x (3)

opredeleno korrektno i diagramma T_X Pr T_X /H^φ−−−−→ Φ_X (4) kommutativna. Priqem otobraßenie φ biektivno. Podgruppa H zamknuta v T_X , sledovatel~no faktor-gruppa T_X /H estestvenno nadelØetsØ strukturoæ gruppy Li, pri kotoroæ otobraßenie proekcii Pr ØvlØetsØ submersieæ (sm. [10], s. 132). Iz teoremy 15.1 i opredeleniæ (12) p. 15.2 vytekaet, qto otobraßenie

exp_ω | |_{TX} imeet postoØnnyæ rang. Po lemme [6], 30.1.5 zakl¸qaem,

qto otobraßenie φ est~ diffeomorfizm.

16.2. V fftom punkte budet pokazano, qto gruppa H ØvlØetsØ svo-

bodnoæ abelevoæ gruppoæ. V (14) p. 15.3 byl opredelen celoqislennyæ parametr s_0 ∈ [0, s], gde s = dim T_X . DlØ vyqisleniØ sistemy svobodnyh obrazu¸wih gruppy H opredelim matricu

N = (N^j_i ) ∈ M (s_0, Z), zadavaØ ee nenulevye fflementy

1)s_0 > 0, s_0 = 0 (mod 2) :

N^1_1 = −1, N^2_1 = N^1_{s0} = N^{s0}_{s0} = N^i_i = N^{i+1}_i = 1, i ∈ [2, s_0 − 1].

2)s_0 > 1, s_0 = 1 (mod 2) :

N^1_1 = N^{s0}_1 = N^i_i = N^{i−1}_1 = 1, i ∈ [2, s_0].

3)s_0 = 1 : N^1_1 = 2. (5)

Po matrice N postroim matricu Ñ ∈ M (s, Z)

Ñ := ( N 0 0 E_{s−s0} ) , s_0 ∈ [1, s); Ñ := E_s, s_0 = 0; Ñ = N, s_0 = s. (6) Legko videt~, qto

det Ñ = (−1)^{s0+1}2 pri s_0 > 0, det Ñ = 1 pri s_0 = 0. (7)

Ot bazisa f prostranstva T_X pereædem k bazisu h = (h_1, . . . , h_s) po formule

h := fÑ . (8)

126 S. E. KOZLOV PrØmaØ proverka, s ispol~zovaniem (16) p. 15.3, daet πh_i ∈ H, i ∈ [1, s]. (9) Teorema. Nabor πh poroßdaet gruppu H.

Dokazatel~stvo. Pust~ x ∈ H. Togda dlØ nekotorogo u ∈ R^s

budet

x = uf^T = u(hÑ^{−1})^T = [u(Ñ^{−1})^T ]h^T = [ u π (Ñ^{−1})^T ] (πh)^T . Iz (16) p. 15.3 sleduet, qto stroka u/π sostoit iz celyh qisel, i summa pervyh s_0 ee fflementov qetna. Legko proverit~, qto pri s_0 > 0 vse fflementy matricy N^{−1} ravny ±^1_2 . Znaqit po opredeleni¸ (5) matricy N budet [_u π (Ñ^{−1})^T ] ∈ R^s. Iz p. 15.3

vytekaet, qto pri s_0 = 0 vse fflementy bazisa f prinadleßat gruppe H. •

DokazannaØ teorema neposredstvenno vleqet

Sledstvie. Gruppa H ØvlØetsØ svobodnoæ abelevoæ gruppoæ s s

obrazu¸wimi, a faktor-gruppa T_X /H diffeomorfna s-mernomu to- ru. 16.3. VernemsØ k diagramme (4). Diffeomorfizm φ induciruet

na tore T_X /H plosku¸ metriku (sm. p. 15.2). Pri fftom otobraßeniØ exp_ω | |_{TX} i Pr stanovØtsØ universal~nymi izometriqeski-

mi nakrytiØmi, a samo mnogoobrazie Φ_X moßno rassmatrivat~ kak ploskiæ, vpolne geodeziqeskiæ tor, vloßennyæ v grassmanovo mnogoobrazie G^+_{p,n}.

Rassmotrim poluzamknutyæ parallelepiped

[πh] := {uh^T |u ∈ [0, π)^s ⊂ R^s}, (10)

natØnutyæ na vektory bazisa h. Tak kak nabor h ØvlØetsØ svobodnym bazisom gruppy H, to otobraßenie Pr | |_{[πh]} , a tem samym

i exp_ω | |_{[πh]} , biektivny. Pofftomu

Vol Φ_X = Vol [πh]. (11)

Iz (8), (11) sleduet

Vol Φ_X = π^s|h_1 ∧ . . . ∧ h_s| = π^s| det Ñ | |f_1 ∧ . . . ∧ f_s|. (12)

GEOMETRI˚ MNOGOOBRAZI` 127 V opredelenii (10) p. 15.2 nabora f bazis ξ prostranstva T_0 ortonormirovan. Iz (7) i [1], p. 1.3, (4), (5) nahodim

Vol Φ_X = 2π^s[det(bb^T )]^{12} pri s_0 > 0,

Vol Φ_X = π^s[det(bb^T )]^{12} pri s_0 = 0.

(13)

Napomnim, qto uslovie s_0 = 0 oznaqaet qetnost~ summy fflementov kaßdoæ stroki v matrice b.

16.4. Kasatel~nyæ vektor X k geodeziqeskoæ γ v bazise f imeet

nabor racional~no nezavisimyh koordinat μ (sm. (11) p. 15.2). Pri perehode k bazisu h po formule (8) stroka koordinat μ pereædet v stroku

ν = μ(Ñ^{−1})^T . (14)

Matrica (Ñ^{−1})^T prinadleßit mnoßestvu Gl(s, Q), pofftomu i nabor koordinat ν budet racional~no nezavisimym.

Teorema. Spravedliva formula

clos γ(R) = Φ_X := Φ(γ). (15)

Dokazatel~stvo. Pust~ toqka x ∈ ΦX . Otobraßenie exp_ω biek-

tivno na parallelepipede [πh] (sm. (10)), pofftomu naædetsØ takaØ stroka koordinat v ∈ [0, 1)^s, qto toqka x̃ = πvh^T nakryvaet toqku x pri otobraßenii exp_ω | |_{TX} . Geodeziqesku¸ γ(t) = exp_ω(tX) na-

kryvaet prØmaØ x̃(t) = tX = tνh^T . Tak kak nabor ν racional~no nezavisim, to iz ([11], VII, 4.4) sleduet, qto dlØ l¸bogo ε > 0 naædutsØ takie t(ε) ∈ R i k(ε) ∈ Z^s, pri kotoryh |ν^it − v^i − k^i| < ε, i ∈ [1, s]. (16) Pust~ x̃(ε) := π(νt(ε) − k(ε))h^T ∈ T_X . Iz (16) vytekaet, qto x̃(ε) → x̃ pri ε → 0. Krome togo, exp_ω x̃(ε) = exp_ω(πνt(ε)h^T ) := x(ε) ∈ γ(R),

exp_ω x̃ = x. Pri izometriqeskom nakrytii exp_ω | |_{TX} rasstoØniØ

meßdu parami toqek ne uveliqiva¸tsØ, znaqit x(ε) → x. •

16.5. Itak, zamykanie l¸boæ geodeziqeskoæ γ v mnogoobrazii

G^+_{p,n} ØvlØetsØ ploskim vpolne geodeziqeskim torom. Ego razmer-

nost~ s ravna rangu koneqno poroßdennoæ abelevlæ gruppy g(λ), postroennoæ po naboru vewestvennyh kofffficientov λ v kanoniqeskom razloßenii kasatel~nogo vektora X k geodeziqeskoæ γ.

128 S. E. KOZLOV Po fftomu ße naboru λ opredelØ¸tsØ celoqislennye matricy b i parametr s_0. Vyraßenie (13) dlØ ob¨ema tora clos γ qerez matricu b zavisit ot ravenstva ili neravenstva s_0 nul¸. Dadim geometriqesku¸ interpretaci¸ fftoæ al~ternative.

Iz dokazatel~stva utverßdeniØ 15.3 sleduet, qto pri s_0 = 0 dlØ l¸byh x_1, x_2 ∈ T_X exp_ω x_1 ≠ − exp_ω x_2, to est~

Φ(γ) ∩ (−Φ(γ)) = ?. (17)

Pust~ s_0 ≠ 0. V (15) p. 15.3 poloßim po opredeleni¸ u_1 = 0, u_2 =

(π, 0, . . . , 0). Togda exp_ω(u_1f^T ) = ω = − exp_ω(u_2f^T ). Po teoreme

16.4 tor Φ_X ne zavisit ot vybora toqki ω ∈ γ. Sledovatel~no

(−γ) ⊂ Φ(γ) i iz (15) vytekaet, qto

Φ(γ) = −Φ(γ), (18)

to est~ tor Φ(γ) central~no simmetriqen.

16.6. Rassmotrim proizvol~nu¸ geodeziqesku¸ γ̃ v mnogoobra-

zii G_{p,n}. Nakryva¸wee mnoßestvo σ^{−1}(γ̃) geodeziqeskoæ γ̃ sostoit iz dvuh geodeziqeskih γ i (−γ) v mnogoobrazii G^+_{p,n}. �ti geodeziqeskie poroßda¸t odnu i tu ße gruppu g(λ), a znaqit odnu i tu ßu celoqislennu¸ matricu b. Esli dlØ matricy b

s_0 = 0, to mnoßestvo σ^{−1}(clos γ̃) raspadaetsØ na dve nepereseka¸-

wiesØ komponenty svØznosti Φ(γ) i Φ(−γ) = −Φ(γ), na kotoryh otobraßenie proekcii σ ØvlØetsØ izometrieæ. Pofftomu ob¨em mnoßestva Φ(γ̃) := clos γ̃ raven (sm. (13))

Vol Φ(γ̃) = Vol Φ(γ) = π^s[det(bb^T )]^{12} . (19)

Pri s_0 > 0 mnoßestvo σ^{−1}(clos γ̃) = Φ(γ) = Φ(−γ) svØzno i central~no simmetriqno po formule (18). V fftom sluqae otobraßenie σ | |_{Φ(γ)} ØvlØetsØ dvuhlistnym izometriqeskim nakrytiem,

pofftomu (sm. (13))

Vol Φ(γ̃) = 1 2 Vol Φ(γ) = π^s[det(bb^T )]^{12} . (20)

Ob¨edinØØ (19), (20), prihodim k formule

Vol Φ(γ̃) = π^s[det(bb^T )]^{12} . (21)

Takim obrazom mnogoobrazie Φ(γ̃) = clos γ̃ ⊂ G_{p,n} ØvlØetsØ vpolne geodeziqeskim podmnogoobraziem grassmanova mnogoobraziØ

G_{p,n}, izometriqnym ploskomu s-mernomu toru s ob¨emom (21).

GEOMETRI˚ MNOGOOBRAZI` 129 Poslednee zameqanie i formula (21) anonsirovany v ([4], T. 14).

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96–01–00681.

Literatura

1. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. Qasti I, II. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997).

2. L. D. Ivanov, Variacii mnoßestv i funkciæ. Nauka, M, 1975. 3. B. A. Rozenfel~d, Mnogomernye prostranstva. Nauka, M, 1966.

4. Y.-C. Wong, Differential geometry of Grassmann manifolds. — Proc. Nat. Acad.

USA 57, No. 3 (1967), 589–594.

5. Y.-C. Wong, Sectional curvatures of Grassmann manifolds. — Proc. Nat. Acad.

USA 60, No. 1 (1968), 75–79.

6. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Vvedenie v rimanovu geometri¸ .

S.-Peterburg, Nauka, 1994.

7. S. E. Kozlov, Ortogonal~no sovmestimye bivektory. — Ukr. geometr.

sb. Vyp. 27 (1984), 68–75.

8. D. K. Faddeev, Lekcii po algebre. M, Nauka, 1984. 9. P. M. Kon, Svobodnye kol~ca i ih svØzi. M, Mir, 1975. 10. S. Helgason, Differencial~naØ geometriØ i simmetriqeskie prostranstva. M, Mir, 1964.

11. B. M. Makarov, M. G. Goluzina i dr., Izbrannye zadaqi po vewestvennomu analizu. M, Nauka, 1992.

Kozlov S. E. A Geometry of real Grassmannian manifolds. Part III. The exponential mapping of the Grassmannian manifold in the Plücker model and its properties.

A canonical decomposition for an element of the tangent fibration of Grassmannian manifold G^+_{p,n} in its Plücker model is constructed. By means of the decomposition a concept of stationary angles between oriented planes is introduced and a connection with stationary angles in a nonoriented case is ascertained. A direct formula allowed to calculate the diameter and the radius of injectiveness of the manifold G^+_{p,n} is given. A problem of the uniqueness of the above canonical decomposition has been reduced to a previously solved by the author similar problem of the decomposition of bivectors which realizes their mass. By virtue of a developed technique a structure of the closure of an arbitrary geodesic in manifolds G^+_{p,n} and G_{p,n} was determined. The last result for manifolds G_{p,n} was earlier announced by Wong without proof.

Postupilo 3 fevralØ 1997 g.

Sankt-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ universitet