S. E. Kozlov O QETYREHUGOL^NIKAH, VPISANNYH V �LLIPS 1.1. RØd rabot (sm., naprimer, [1, 2]) posvØwen voprosu o

vozmoßnosti vpisat~ ploskiæ qetyrehugol~nik, podobnyæ nekotoromu opisannomu qetyrehugol~niku, v zamknutu¸ plosku¸ krivu¸, prinadleßawu¸ kakomu-to zadannomu klassu. Klassiqeskim rezul~tatom ØvlØetsØ teorema Xnirel~mana [1] o vozmoßnosti vpisat~ kvadrat v gladku¸ ßordanovu krivu¸. V [2] sformulirovana gipoteza o vozmoßnosti vpisat~ v proizvol~- nu¸ ßordanovu krivu¸ qetyrehugol~nik, podobnyæ fiksirovannomu opisannomu okrußnost~¸ qetyrehugol~niku, pri sobl¸denii nekotoryh trebovaniæ na gladkost~ i regulØrnost~ zadannoæ krivoæ. V nastoØweæ zametke rassmatrivaetsØ uzkiæ klass krivyh – ffllipsy. Zato qetyrehugol~nik ne predpolagaetsØ opisannym.

1.2. Mnoßestvo strogo vypuklyh qetyrehugol~nikov na plos-

kosti oboznaqim M_0, a mnoßestvo ffllipsov – Γ_0. Pust~ na ploskosti zadany vypuklyæ qetyrehugol~nik M i ffllips Γ. Pod vypuklost~¸ my budem ponimat~ strogu¸ vypuklost~, a okrußnost~ budem sqitat~ ffllipsom s nulevym ffkscentrisitetom. Zapis~ M ∼ Γ oznaqaet, qto qetyrehugol~nik M vpisan v ffllips Γ ili, qto to ße, Γ opisan vokrug M . Oqevidno, vokrug kaßdogo vypuklogo qetyrehugol~nika M moßno opisat~ ffllips s minimal~nym ffkscentrisitetom e_0(M ). DlØ proizvol~nogo qetyrehugol~nika M opredelim mnoßestvo ffllipsov

Γ_0(M ) := {Γ ∈ Γ_0 | M ∼ Γ, e(Γ) = e_0(M )}. (1)

V (1) qerez e(Γ) oboznaqen ffkscentrisitet ffllipsa Γ. Po proizvol~nomu ffllipsu Γ postroim mnoßestvo qetyrehugol~nikov

M_0(Γ) := {M ∈ M_0 | M ∼ Γ, e(Γ) = e_0(M )}. (2)

Legko pokazat~, qto M_0(Γ) ≠ ? dlØ l¸bogo Γ ∈ Γ_0. �llipsy Γ iz mnoßestva Γ_0(M ) budem nazyvat~ ffkstremal~nymi ffllipsami dlØ dannogo qetyrehugol~nika M , a qetyrehugol~niki M iz 130

O QETYREHUGOL^NIKAH, VPISANNYH V �LLIPS 131 M_0(Γ) – ffkstremal~nymi qetyrehugol~nikami dlØ dannogo ffllipsa Γ. Neposredstvenno iz opredeleniæ (1), (2) sleduet ffkvivalentnost~ M ∈ M_0(Γ) ⇐⇒ Γ ∈ Γ_0(M ). (3)

1.3. V nastoØweæ rabote dan otvet (teorema 3.5) na vopros: kak

po harakteristikam qetyrehugol~nika M ∈ M_0 i ffllipsa Γ ∈ Γ_0 opredelit~, moßno li v ffllips Γ vpisat~ qetyrehugol~nik ~M , podobnyæ M ? Naædeno koliqestvo rexeniæ fftoæ zadaqi, kogda e_0(M ) = e(Γ) ((3) p. 5). Sformulirovano naglØdno geometriqeskoe uslovie prinadleßnosti qetyrehugol~nika M k mnoßestvu M_0(Γ) (teorema 4.3).

2.1. Fiksiruem qetyrehugol~nik M ∈ M0. Vyberem kakoæ-

libo ffkstremal~nyæ ffllips Γ ∈ Γ_0(M ). V kanoniqeskoæ dlØ ffllipsa Γ sisteme koordinat (x, y) ego uravnenie imeet vid

m_0x^2 + n_0y^2 = 1, m_0 = a^{−2}, n_0 = b^{−2}, 0 < b 6 a, e(Γ) = e_0(M ). (1)

Cikliqeski zanumeruem storony L_i, i ∈ [1, 4] qetyrehugol~nika M . Vyberem odnu iz dvuh par (L, ~L) protivopoloßnyh storon qetyrehugol~nika M i vypixem ih uravneniØ v sisteme koordinat (x, y) L : ax + by + c = 0, ~L : ~ax + ~by + ~c = 0. (2) Rassmotrim uravnenie puqka krivyh vtorogo porØdka Γ(t), t ∈ R, opisannyh vokrug M

(m_0x^2 + n_0y^2 − 1) + t(ax + by + c)(~ax + ~by + ~c) = 0. (3)

Kofffficienty kvadratiqnoæ formy A = mx^2 + 2rxy + ny^2 v uravnenii (3) zada¸tsØ ravenstvami m(t) = m_0 + a~at, n(t) = n_0 + b~bt, r(t) = 1 2 (a~b + ~ab)t, p := a~a, q := b~b, r := 1 2 (a~b + ~ab). (4) 2.2. Pust~ λ1, λ2 – sobstvennye qisla matricy A = ( m r r n )

132 S. E. KOZLOV kvadratiqnoæ formy A. Togda harakteristiqeskoe uravnenie dlØ sobstvennyh qisel matricy A budet λ^2 − (m + n)λ + mn − r^2 = 0. (5) Primem numeraci¸ tak, qto λ_1 6 λ_2. Pri t = 0 λ_1 = m(0) = m_0, λ_2 = n(0) = n_0. (6) V nekotoroæ okrestnosti nulØ t ∈ (−ε, ε) opredelim dve funkcii x(t) := λ_1(t) \ λ_2(t), s(t) := (λ_1(t) + λ_2(t))^2 \ λ_1(t)λ_2(t), (7)

x(0) = x_0 = m_0 n_0

, s(0) =

(m_0 + n_0)

m_0n_0 . Moßno sqitat~, qto v fftoæ okrestnosti funkciØ x ≠ 0. Iz (7) sleduet s^′_t | t=0 ⇐⇒ x^′_t(x^2 − 1) | t=0 = 0. (8)

2.3. Iz formul (4)–(7) sleduet s^′_t | t=0 = 0 ⇐⇒ (qx_0 − p)(x_0 − 1) = 0. (9)

2.4. �kscentrisitet e0(M ) ffkstremal~nogo ffllipsa Γ ∈ Γ0(M )

sovpadaet s absol¸tnym minimum funkcii e(t) = e(Γ(t)) i dostigaetsØ pri t = 0.

Teorema. DlØ l¸bogo qisla e ∈ [e0(M ), 1) suwestvuet ffllips^~Γ s

ffkscentrsitetom e(~Γ) = e, opisannyæ vokrug M .

Dokazatel~stvo. Rassmotrim uravnenie

D(t) = m(t)n(t) − r^2(t) = 0. (10) Iz (4) sleduet

(10) ⇐⇒ (pq − r^2)t^2 + (pn_0 + qm_0)t + m_0n_0 = 0, (11) pq − r^2 = −(a~b − b~a)^2 6 0. (12) Napomnim (sm. (2)), qto vektora n = (a, b) i ~n = (~a,~b) sut~ normali k storonam L i ~L qetyrehugol~nika M , pofftomu (12) moßno perepisat~ v vide pq − r^2 = −⟨n, ~n^⊥⟩^2 6 0. (13)

O QETYREHUGOL^NIKAH, VPISANNYH V �LLIPS 133 Tak kak D(0) = m_0n_0 > 0, to pri ⟨n, ~n^⊥⟩ ≠ 0 ili pn_0 + qm_0 ≠ 0 iz (11), (13) sleduet, qto uravnenie (10) imeet rexenie. Pust~

⟨n, ~n^⊥⟩ = 0, pn_0 + qm_0 = 0. (14)

V fftom sluqae pri m_0 = n_0 proizvedenie ⟨n, ~n⟩ = p + q = 0, qto protivoreqit (14). �llips Γ(0) = Γ ØvlØetsØ ffkstremal~nym dlØ qetyrehugol~nika M , pofftomu x^′_t | t=0 = 0. Pri m_0 ≠ n_0 iz (8), (9) sleduet pn_0 − qm_0 = 0, qto vmeste s (14) vleqet ravenstva p = q = 0 i ⟨n, ~n⟩ = 0, qto protivoreqit (14). Takim obrazom uravnenie (10) vsegda imeet rexenie v toqke t = t_0. Moßno sqitat~, qto na poluzamknutom promeßutke J (0 ∈ J) ot nulØ do t_0 verno D(t) > 0, λ_1(t) > 0. Dopustim, qto λ_2(t_0) = 0. Togda matrica A obrawaetsØ v nol~ i iz (14) sleduet

m_0n_0 = ab~a~bt^2_0 = −(a~b)^2t^2_0,

qto protivoreqit uslovi¸ m_0, n_0 > 0. Znaqit λ_2(t_0) > 0, funkciØ e^2(t) = 1−x(t) nepreryvna na otrezke J i prinimaet vse znaqeniØ v promeßutke [e_0(M ), 1). �

2.5. Sledstvie. Pust~ na ploskosti zadany ffllips Γ i strogo

vypuklyæ qetyrehugol~nik M . V ffllips Γ moßno vpisat~ qetyrehugol~nik, podobnyæ M togda i tol~ko togda, kogda

e(Γ) > e_0(M ). (15)

Dokazatel~stvo. Pust~ P – proizvol~noe preobrazovanie po-

dobiØ, togda e(Γ) = e(P (Γ)), dlØ l¸bogo ffllipsa Γ. Pofftomu e_0(Γ) = e_0(P (Γ)). Erome togo, dva ffllipsa s odinakovym ffkscentrisitetom podobny. Teper~ naxe utverßdenie sleduet iz teoremy 2.4. �

3.1. V fftom razdele my vyrazim veliqinu e0(M ) qerez harak-

teristiki qetyrehugol~nika M . Esli qetyrehugol~nik M opisannyæ, to e_0(M ) = 0 i, v silu (15), v l¸boæ ffllips moßno vpisat~ qetyrehugol~nik, podobnyæ M . Dalee vezde budem sqitat~, qto 0 < m_0 < n_0 ⇐⇒ 0 < x_0 < 1. (1)

V sisteme koordinat, vybrannoæ v p. 2.1, ediniqnaØ vnexnØØ normal~ n_i k storone L_i qetyrehugol~nika M imeet koordinaty (cos α_i, sin α_i). Vyberem numeraci¸ storon tak, qtoby

0 6 α1 < α2 < α3 < α4 < 2π. (2)

134 S. E. KOZLOV PolagaØ (L, ~L) = (L_1, L_3) i (L, ~L) = (L_2, L_4), perepixem (4) iz 2.1 v vide

p_{ij} = cos α_i cos α_j , q_{ij} = sin α_i sin α_j , (i, j) = (1, 3), (2, 4). (3)

Vvedem oboznaqeniØ

α_{ij} := α_i + α_j , δ_{ij} = α_j − α_i, i, j ∈ [1, 4]. (4)

Iz (3), (4) sleduet p_{ij} = 1 2 (cos α_{ij} + cos δ_{ij} ), q_{ij} = − 1 2 (cos α_{ij} − cos δ_{ij} ). (5)

Tak kak ffllips Γ = Γ(0) ∈ Γ_0(M ), to x^′_t | t=0 = 0. Iz (8), (9) p.2 i (1) sleduet

p_{ij} n_0 − q_{ij} m_0 = 0, (i, j) = (1, 3), (2, 4). (6)

Ots¸da, s ispol~zovaniem (4), (5), (6), nahodim

p_{13}q_{24} − p_{24}q_{13} = 0 ⇐⇒ cos α_{24} cos δ_{13} − cos α_{13} cos δ_{24} = 0. (7)

3.2. V silu (6), parametry pij i qij mogut obrawat~sØ v nol~

lix~ odnovremenno.

Utverßdenie. DlØ l¸bogo vypuklogo qetyrehugol~nika M spra-

vedlivo p^2_{13} + q^2_{13} + p^2_4 + q^2_4 ≠ 0. (8)

Dokazatel~stvo. Dopustim, qto (8) ne vypolneno. Togda iz (5)

sleduet

α_1 + α_3 = πk_1 + π 2 , α_2 + α_4 = πk_2 + π 2 , α_3 − α_1 = πk_3 + π 2 , α_4 − α_2 = πk_4 + π 2 , k_i ∈ Z. (9) Iz (9) nahodim, qto δ_{12} =^π_2 (k_2 +k_3−k_1−k_4), δ_{23} =^π_2 (k_1+k_3−k_2 +1). Tak kak povoroty δ_{12}, δ_{23} ∈ (0, π), to poslednie dva ravenstva protivoreqat uslovi¸ k_i ∈ Z. �

3.3. Rassmotrim ortonormirovannyæ bazis (~e1, ~e2), poluqen-

nyæ iz bazisa (e_1, e_2) ortov sistemy koordinat (x, y) povorotom

O QETYREHUGOL^NIKAH, VPISANNYH V �LLIPS 135 na nekotoryæ ugol φ. Koordinaty ediniqnyh vnexnih normaleæ n_i v fftih bazisah svØzany sootnoxeniØmi n_i = e_1 cos α_i + e_2 sin α_i = ~e_1 cos β_i + ~e_2 sin β_i, α_i = β_i + φ, α_{ij} = β_{ij} + 2φ. (10) Ravenstvo (7) v novom bazise primet vid

cos(β_{24} + 2φ) · cos δ_{13} − cos(β_{13} + 2φ) cos δ_{24} = 0. (11) Zametim, qto esli iznaqal~no vvesti proizvol~nu¸ dekartovu sistemu koordinat (~x, ~y) s ortami oseæ (~e_1, ~e_2), to ravenstvo (11) moßno rassmatrivat~ kak uravnenie s neiszvestnym uglom φ. Vydelim v (11) kofffficienty pri cos 2φ i sin 2φ cos 2φ[cos β_{24} · cos δ_{13} − cos β_{13} cos δ_{24}]+ + sin 2φ[− sin β_{24} · cos δ_{13} + sin β_{13} cos δ_{24}] = A cos 2φ + B sin 2φ.

(12)

Zdes~ qerez A i B oboznaqeny kvadratnye skobki iz (12).

Utverßdenie. DlØ l¸bogo ne opisannogo okrußnost~¸ strogo

vypuklogo qetyrehugol~nika M spravedlivo A^2 + B^2 ≠ 0. (13)

Dokazatel~stvo. Pust~ A = B = 0. Togda

0 = sin β_{13} cos β_{24} − sin β_{24} · β_{13} = sin(β_{13} − β_{24}) = = sin(α_1 + α_3 − α_2 − α_4) = − sin(δ_{12} + δ_{34}), otkuda sleduet, qto M opisannyæ. �

Opredelim vektor d ego koordinatami v bazise (~e_1, ~e_2) d = (A, B) = (cos β_{24} cos δ_{13} − cos β_{13} cos δ_{24}, sin β_{13} cos δ_{13} cos δ_{24} − sin β_{24} cos δ_{13}). (14) V silu (13) vektor d ≠ 0.

Iz (12) sleduet cos 2φ = ± B d , sin 2φ = ∓ A d , (15) gde d = |d| = [cos^2 δ_{13}+cos^2 δ_{24}−2 cos δ_{13} cos δ_{24} cos δ]^{12} , δ = δ_{12}+δ_{34}. (16)

136 S. E. KOZLOV

3.4. Teorema. Pust~ strogo vypuklyæ qetyrehugol~nik M vpisan

v ffllips Γ, zadavaemyæ uravneniem m_0x^2 + n_0y^2 = 1, 0 < m_0 < n_0. (17) Togda, esli parametry α_i, α_{ij} , δ_{ij} , p_{ij} , q_{ij} , δ, α, opredelennye ravenstvami (2)–(4), (16), udovletvorØ¸t sootnoxeniØm p_{ij} n_0 − q_{ij} m_0 = 0, (i, j) = (1, 3), (2, 4), (18) to e(Γ) = 2| sin δ| d + | sin δ| . (19)

Dokazatel~stvo. V p. 3.2 dokazano, qto (p13q13)^2 + (p24q24)^2 ≠ 0.

Ne naruxaØ obwnosti sqitaem, qto p_{13}, q_{13} ≠ 0. Iz (5), (10), (18) sleduet

m_0 n_0 = p_{13} q_{13} = − cos α_{13} + cos δ_{13} cos α_{13} − cos δ_{13} = − cos(β_{13} + 2φ) + cos δ_{13} cos(β_{13} + 2φ) − cos δ_{13}

. (20)

V p. 3.3 pokazano kak iz (10) formal~no sleduet (15). Ispol~zuØ formuly (15) dlØ verhnih znakov, nahodim

d cos(β_{13} + 2φ) = cos β_{13}[sin β_{13} cos δ_{24} − sin β_{24} cos δ_{13}]+

+ sin β_{13}[cos β_{24} cos δ_{13} − cos β_{13} cos δ_{24}] = (21) = cos δ_{13} · sin(β_{13} − β_{24}) = − cos δ_{13} · sin δ.

Tak kak p_{13}, q_{13} ≠ 0, to cos δ_{13} ≠ 0 i sin δ ≠ 0. �to oznaqaet, qto storony L_1 i L_3 qetyrehugol~nika M ne perpendikulØrny, a sam M ne opisannyæ. Pri vybore nißnego znaka v (15) vykladki provodØtsØ analogiqno. PodstavlØØ (21) v (20), poluqaem m_0 n_0 = d ∓ sin δ d ± sin δ . (22)

Tak kak^{m0}_{n0} ∈ (0, 1), to verhniæ znak v (22), a znaqit i v (15), nußno vybirat~, kogda sin δ > 0, a nißniæ – kogda sin δ < 0. Pofftomu cos 2φ = sign (sin δ) B d , sin 2φ = −sign (sin δ) A d , (23)

e(Γ) = 1 − m_0 n_0 = 2| sin δ| d + | sin δ| . �

O QETYREHUGOL^NIKAH, VPISANNYH V �LLIPS 137

3.5 DlØ ffllipsa Γ i qetyrehugol~nika M iz p. 2.1 vypolneny

vse usloviØ teoremy 3.4, pofftomu

e_0(M ) = 2| sin δ| d + | sin δ| , δ ≠ π, e_0(M ) = 0, δ = π. (24) Iz teoremy 2.4 i formul (24) neposredstvenno sleduet

Teorema. Pust~ zadany proizvol~nyæ qetyrehugol~nik M ∈ M0

i ffllips Γ ∈ Γ_0. Esli qetyrehugol~nik M opisan okrußnost~¸, to emu podobnyæ moßno vpisat~ v l¸boæ ffllips (sravni s [2]). Esli ße qetyrehugol~nik M ne opisannyæ, to dlØ togo, qtoby v Γ moßno bylo vpisat~ qetyrehugol~nik, podobnyæ M , neobhodima i dostatoqna spravedlivost~ neravenstva

e(Γ) > 2| sin δ| d + | sin δ| . (25)

Zametim, qto harakteristiki qetyrehugol~nika M , vhodØwie v pravu¸ qast~ (25), odnoznaqno opredeleny uglami M , no ne opredelØ¸t qetyrehugol~nik M s toqnost~¸ do podobiØ.

4.1. Pust~ na ploskosti fiksirovan kakoæ-to ffllips Γ,

e(Γ) > 0. V fftom razdele my sformuliruem geometriqeskoe uslovie, neobhodimoe i dostatoqnoe dlØ togo, qtoby vpisannyæ v ffllips Γ qetyrehugol~nik M prinadleßal mnoßestvu M_0(Γ). SvØßem s ffllipsom Γ ego kanoniqesku¸ sistemu koordinat (x, y). Rassmotrim qetyrehugol~nik M ∈ M_0(Γ).

Pust~ p_{13}, q_{13}, p_{24}, q_{24} ≠ 0 (sm. p. 3). Uslovie (6) p. 3 moßno perepisat~ v vide b^2 a^2 = p_{13} q_{13} = p_{24} q_{24}

= ctgα_1ctgα_3 = ctgα_2ctgα_4. (1)

Uglovoæ kofffficient storony L_i oboznaqim k_i. Tak kak k_i = tg(α_i −^π_2 ) = −ctgα_i, to

k_1k_3 = k_2k_4 = b^2 a^2

. (2) Uslovie soprØßennosti otnositel~no ffllipsa Γ dvuh napravleniæ l i ~l moßet byt~ vyraßeno qerez ih uglovye kofffficienty ravenstvom k~k = − b^2 a^2

. (3)

138 S. E. KOZLOV

4.2. SootnoxeniØ (2), (3) pozvolØ¸t naglØdno geometriqeski

sformulirovat~ uslovie ffkstremal~nosti vpisannogo v dannyæ ffllips qetyrehugol~nika. Pust~ Q_i oboznaqaet seredinu storony L_i qetyrehugol~nika M , a Q^′_i – toqku, simmetriqnu¸ toqke Q otnositel~no bol~xoæ osi ffllipsa Γ. Dopustim, qto toqka Q_i ne sovpadaet s centrom O ffllipsa Γ. Togda iz (2), (3) sleduet

k_ik_i0 = b^2 a^2 ⇐⇒ OQ^′_i || L_i0 , (4) gde i^′ nomer protivopoloßnoæ k L_i storony qetyrehugol~nika M . Iz (4) pri Q_i0 ≠ O poluqaem OQ^′_i || L_i0 ⇐⇒ OQ^′_i0 || L_i . (5) V silu vypuklosti qetyrehugol~nika M toqki Q_i i Q_i0 ne sovpada¸t, pofftomu vsegda v (5) kakoe-libo iz dvuh usloviæ osmysleno.

Opredelenie. Budem govorit~, qto dlØ strogo vypuklogo qety-

rehugol~nika M , vpisannogo v ffllips Γ, vypolneno uslovie S, esli spravedlivo OQ_i || L_i0 (6)

dlØ par indeksov (i, i^′) = (1, 3) ili (3, 1), (i, i^′) = (2, 4) ili (4, 2).

Zametim, qto esli dve protivopoloßnye storony qetyrehugol~nika M parallel~ny osØm simmetrii ffllipsa, to uslovie (2) teoØet smysl, v to vremØ kak korrektnost~ usloviØ S sohranØetsØ. Za isko¸qeniem fftogo sluqaØ usloviØ (2) i S ffkvivalentny.

4.3. Teorema. Vpisannyæ v ffllips Γ, (e(Γ) ≠ 0) strogo vypuklyæ

qetyrehugol~nik M ffkstremalen, esli i tol~ko esli vypolneno uslovie S. Inymi slovami

M ∈ M_0(Γ) ⇐⇒ S(M, Γ). (7)

Dokazatel~stvo. 1) Pust~ M ∈ M0(Γ). Togda, v silu (3) p. 1,

Γ ∈ Γ_0(M ). Pofftomu dlØ pary M , Γ moßno primenit~ konstrukcii vtorogo i tret~ego razdelov. Esli p_{ij} , q_{ij} ≠ 0, to iz (6) p. 3 sleduet (2), kotoroe v fftom sluqae ffkvivalentno uslovi¸ S. Pust~ teper~ p_{13}, q_{13} ≠ 0, p_{24} = q_{24} = 0. V fftom sluqae storony

O QETYREHUGOL^NIKAH, VPISANNYH V �LLIPS 139

L_2 i L_4 parallel~ny osØm simmetrii ffllipsa, pofftomu dlØ indeksov (2,4) ili (4,2) uslovie S trivial~no. DlØ indeksov (1,3) ili (3,1), kak i vyxe, ffto uslovie sleduet iz (6) p. 3.

2) Pust~ vypolneno uslovie S. Iz nego legko sleduet spravedlivost~ usloviØ (18) v teoreme 3.4, pofftomu

e(Γ) = 2| sin δ| d + | sin δ| = e_0(M ).

Togda po opredeleni¸ (2) p. 1 qetyrehugol~nik M ∈ M_0(Γ). �

5.1. Teorema. Vokrug qetyrehugol~nika M ∈ M0 moßno opisat~

edinstvennyæ ffkstremal~nyæ ffllips Γ. Inymi slovami, naædetsØ takoæ ffllips Γ, qto Γ_0(M ) = {Γ}. (1)

Dokazatel~stvo. Esli qetyrehugol~nik M opisannyæ, to ra-

venstvo (1) trivial~no. Pust~ M ne opisannyæ i ffllipsy Γ_1, Γ ∈ Γ_0(M ). �ti ffllipsy podobny, tak kak ime¸t odinakovyæ ffkscetrisitet. Iz (23) p. 3 sleduet, qto bol~xie osi fftih ffllipsov parallel~ny. Znaqit Γ_1 i Γ_2 gomotetiqny, libo ØvlØ- ¸tsØ translØtami. Sledovatel~no, suwestvuet affinnoe preobrazovanie ploskosti, odnovremenno perevodØwee ffti ffllipsy v okrußnost~. �ti okrußnosti ime¸t qetyre razliqnye toqki pereseqeniØ, pofftomu sovpada¸t. PrimenØØ obratnoe preobrazovanie, u~eßdaemsØ, qto Γ_1 = Γ_2. �

5.2. Rassmotrim paru (M, Γ), M ∈ M0, Γ ∈ Γ0. Pust~ e(Γ) =

e_0(M ) ≠ 0. Po teoreme 3.5 v ffllips Γ moßno vpisat~ qetyrehugol~nik ~M , podobnyæ M . SpraxivaetsØ, skol~ko suwestvuet takih qetyrehugol~nikov ~M ?

Podgruppa G(Γ) gruppy dvißeniæ ploskosti, sovmewa¸waØ ffllips Γ sam s soboæ sostoit iz qetyreh fflementov. �to – toßdestvennoe preobrazovanie, zerkal~nye simmetrii f_a i f_b otnositel~no oseæ simmetrii Γ, central~naØ simmetriØ f_0 otnositel~no centra ffllipsa.

Teorema. Pust~ dany ffllips Γ ∈ Γ0, e(Γ) ≠ 0 i dva podobnyh

qetyrehugol~nika ~M_1, ~M_2 ∈ M_0(Γ). Togda suwestvuet dvißenie g ∈ G(Γ) takoe, qto ~M_2 = g( ~M_1). (2)

140 S. E. KOZLOV

Dokazatel~stvo. Rassmotrim preobrazovanie podobiØ g, pere-

vodØwee qetyrehugol~nik ~M_1 v ~M_2. Togda ffllips g(Γ) ∈ Γ_0( ~M_2). Iz (3) p. 1 sleduet, qto Γ ∈ Γ_0( ~M_2). Ots¸da po teoreme 5.1 verno g(Γ) = Γ. Znaqit g ∈ G(Γ). �

Iz teoremy 5.2 neposredstvenno poluqaetsØ

Sledstvie. Pust~ zadany ffllips Γ i podobnye qetyrehugol~niki

M ∈ M_0, ~M ∈ M_0(Γ). Togda nabor {~ M , f_a ( ~M ), f_b( ~M ), f_0( ~M ) } (3) isqerpyvaet mnoßestvo qetyrehugol~nikov, vpisannyh v ffllips Γ i podobnyh M .

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96–01–00681.

Literatura

1. L. G. Xnirel~man, O nekotoryh geometriqeskih svoæstvah zamknutyh krivyh. — UMN vyp. 10 (1944), 39–44.

2. V. V. Makeev, O qetyrehugolnikah, vpisannyh v zamknutu¸ krivu¸. — Mat. zametki 57, No. 1 (1995), 129–134.

Kozlov S. E. On the quadrangles inscribed in an ellips. Some necessary and sufficient conditions ensuring that a quadrangle similar to a given quadrangle can be inscribed in a given ellipse are found. The class of quadrangles for which this problem is solvable is described.

Postupilo 12 dekabrØ 1996 g. S.-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ universitet