S. E. Kozlov TOPOLOGI˚ I LORENC-INVARIANTNA˚ PSEVDORIMANOVA METRIKA MNOGOOBRAZI˚ NAPRAVLENI` V FIZIQESKOM PROSTRANSTVE

1.1. Vvedenie. V qetyrehmernom toqeqnom prostranstve Min-

kovskogo M kaßdaØ vremenipodobnaØ krivaØ

x = x(t), (x^′(t))^2 > 0 (1)

interpretiruetsØ kak qastica vewestvennoæ i poloßitel~noæ massy |x^′(t)| (sm. [1], s. 12). Inercial~noæ qastice x(x^′(t) = a =

const, a^2 > 0) moßno sopostavit~ ee fiziqeskoe prostranstvo M (x) := M/Lin (x^′). KaßdaØ dvumernaØ ploskost~ V , soderßawaØ

inercial~nu¸ qasticu x, zadaet prØmu¸ ℓ = pr_x(V ) v fiziqeskom prostranstve fftoæ qastice. Zdes~ otobraßenie

pr_x : M → M (x) (2)

est~ proekciØ prostranstva M na svoe faktor-prostranstvo. Pofftomu govorØt (sm. [1], s. 13), qto dvumernaØ ploskost~, soderßawaØ lini¸ vewestvennoæ dliny, zadaet odnomernoe napravlenie v fiziqeskom prostranstve.

1.2. L¸baØ inercial~naØ qastica ~x, leßawaØ v ploskosti V i

otliqnaØ ot x, odnoznaqno proektiruetsØ na prØmu¸ ℓ. Esli v vektornom prostranstve Minkovskogo M_0 fiksirovat~ vremenn&u¸ orientaci¸ (sm. [2], §8), to inercial~naØ qastica ~x priobretaet estestvennu¸ vremenn&u¸ orientaci¸. �ta orientaciØ perenositsØ na prØmu¸ ℓ otobraßeniem proekcii (2). Ots¸da vidno, qto zadanie orientacii ploskosti V ffkvivalentno vyboru napravleniØ na prØmoæ ℓ (pri fiksirovannoæ vremenn&oæ orientacii prostranstva M_0). Klass ploskosteæ, parallel~nyh i odinakovo orientirovannyh s V , estestvenno predstavit~ dvumernym podprostranstvom V_0 prostranstva M_0 s sootvetstvu¸weæ orientacieæ. Priqem ploskost~ V_0 soderßit vremenipodobnoe napravlenie, a znaqit ØvlØetsØ dvumernym pro- 141

142 S. E. KOZLOV stranstvom Minkovskogo. Mnoßestvo takih ploskosteæ my oboznaqim G^1. Qerez G^2 oboznaqim mnoßestvo prostranstvennopodobnyh ploskosteæ, a mnoßestvo izotropnyh ploskosteæ oboznaqim G^0. Togda grassmanovo mnogoobrazie G^+_2 (M_0) orientirovannyh 2-ploskosteæ razlagaetsØ v diz¨¸nktnoe ob¨edinenie

G^+_2 (M_0) = G^0 ∪ G^1 ∪ G^2. (3)

Oqevidno, qto podmnoßestva G^1 i G^2 otkryty v mnogoobrazii

G^+_2 (M_0). V p. 2.4 budet pokazano, qto G^0 ØvlØetsØ zamknutym

trehmernym podmnogoobraziem v G^+_2 (M_0).

Skazannoe vyxe pozvolØet interpretirovat~ mnogoobrazie G^1 kak mnogoobrazie odnomernyh napravleniæ v fiziqeskom prostranstve.

NastoØwaØ rabota posvØwena izuqeni¸ topologii i metriqeskoæ geometrii mnogoobraziØ G^1.

2.1. TopologiØ mnogoobraziæ G^0, G^1, G^2. Gruppa ograniqen-

nyh preobrazovaniæ Lorenca L^†_+ tranzitivno deæstvuet na mnogoobraziØh G^i. Napomnim, qto nabor ograniqennyh preobrazovaniæ Lorenca obrazuet komponentu edinicy gruppy Lorenca L. Rassmotrim kaku¸-libo orientirovannu¸ ploskost~ α ∈ G^i. Qerez H_α oboznaqim stacionarnu¸ podgruppu ploskosti α. Togda imeet mesto diffeomorfizm (sm. [4], §30])

G^i ⋍ L^†_+/H_α. (1)

2.2. MnogoobraziØ G^1 i G^2 diffeomorfny. �tot diffeomorfizm

osuwestvlØetsØ perehodom k ortogonal~nomu dopolneni¸

⊥: G^1 → G^2, ⊥ (α) = α^⊥. (2)

Po opredeleni¸ orientaciØ ploskosti α^⊥ vmeste s orientacieæ α daet poloßitel~nu¸ orientaci¸ prostranstva Minkovskogo M_0. StacionarnaØ podgruppa H_α izomorfna proizvedeni¸ gruppy L^†_+(α) giperboliqeskih povorotov ploskosti α na gruppu

SO(α^⊥ ) ortogonal~nyh povorotov ploskosti α^⊥ ([2], §14), poffto-

mu iz (1) sleduet

G^1 ⋍ G^2 ⋍ L^†_+/ ( L^†_+(α) × SO(α^⊥ ) ) ⋍ SO(1, 4)/(R^1 × S^1). (3)

2.3. Kaßdomu klassu smeßnosti [xH], x ∈ Λ^†_+, iz pravoæ qasti

ravenstva (1) vzaimno odnoznaqno sootvetstvuet stacionarnaØ

TOPOLOGI˚ I LORENC–INVARIANTNA˚ METRIKA 143 podgruppa H_{eα} = x^{−1}H_αx orientirovannoæ ploskosti ~α = x^{−1}(α). V modeli Kffli–Kleæna trehmernogo prostranstva Lobaqevskogo (sm. [2]) kaßdoæ dvumernoæ orientirovannoæ ploskosti Minkovskogo prostranstva M_0 vzaimno odnoznaqno sootvetstvuet napravlennaØ horda nekotorogo ediniqnogo evklidova xara D. Mnoßestvo takih hord zadaetsØ uporØdoqennoæ paroæ toqek na sfere

S^2 = ∂D. Pofftomu

G^1 ⋍ G^2 ⋍ (S^2 × S^2) \ diag (S^2 × S^2). (4)

Iz (4) sleduet, qto mnogoobrazie G^1 svØzno.

2.4. Pust~ orientirovannaØ ploskost~ α ∈ G^0. Na sfere S^2, vve-

dennoæ v p. 2.3, takoæ ploskosti vzaimno odnoznaqno sootvetstvuet para x, ℓ, gde x ∈ S^2, a ℓ – napravlennaØ prØmaØ v kasatel~noæ ploskosti T_xS^2. Sledovatel~no,

G^0 ⋍ S^1(S^2) ⊂ T S^2. (5)

V (5) qerez S^1(S^2) oboznaqeno sferiqeskoe rassloenie okrußnosteæ nad dvumernoæ sferoæ.

3.1. Lorenc-invariantnoe skalØrnoe proizvedenie na vnexneæ algebre Λ(M^{n+1}_0 ). SkalØrnoe proizvedenie v prostranstve

Minkovskogo M^{n+1}_0 kanoniqeski rasprostranØetsØ na vs¸ vnexn¸¸ algebru Λ(M^{n+1}_0 ) (sm. [3], p. 1.5). Pri fftom (sm. (3)) gruppa Lorenca L deæstvuet na fftoæ algebre izometriØmi. Kaßdoæ tetrade Minkovskogo e = { e_0, e_i }_n i=1, e^2_0 = −e^2_i = 1, ⟨ e_0, e_i ⟩ = ⟨ e_i, e_j ⟩ = 0, i ≠ j, (1)

sootvetstvuet bazis {e_λ}, λ = (i_1, . . . , i_p) ∈ Λ(n + 1, p) = { (i_1, . . . , i_p)|0 ⩽ ⩽ i_1 < . . . < i_p ⩽ n } , e_λ = e_{i1} ∧ . . . ∧ e_{ip} (2)

prostranstva p-vektorov Λ_p(M_0). Tak kak dlØ l¸bogo prostogo polivektora ω = f_1 ∧ . . . ∧ f_p spravedlivo

ω^2 = ⟨ ω, ω ⟩ = det(⟨ f_i, f_j ⟩), (3)

to bazis {e_λ} v (2) ortonormirovannyæ. Pri n = 3, p = 2 verno

e^2_{01} = e^2_{02} = e^2_{03} = −e^2_{12} = −e^2_{13} = −e^2_3 = 1, ⟨ e_λ, e_μ ⟩ = 0 λ ≠ μ. (4)

144 S. E. KOZLOV

Takim obrazom, prostranstvo bivektorov Λ_2(M^4_0 ) ØvlØetsØ psevdoevklidovym prostranstvom s signaturoæ (+ + + − −−).

3.2. OperaciØ vnutrennogo umnoßeniØ. Bilineænoe otobraße- nie ⌞: Λ_p(M_0) × Λ_q(M_0) → Λ_{p−q}(M_0), p ⩾ q ⩾ 0 (5)

nazyvaetsØ operacieæ vnutrennego umnoßeniØ, esli dlØ l¸byh

ω ∈ Λ_p(M_0), τ ∈ Λ_q(M_0), φ ∈ Λ_{p−q}(M_0) spravedlivo ⟨ ω⌞τ, φ ⟩ = ⟨ ω, τ ∧ φ ⟩. (6) RazlagaØ polivektor ω⌞τ po bazisu, opredelennomu v (2), prihodim k formule ω ⌞ τ = ∑ λ∈Λ(n+1,p−q) ( e^2_λ⟨ ω, τ ∧ e_λ ⟩e_λ ) . (7)

Iz (7) legko sleduet suwestvovanie i edinstvennost~ operacii (5).

3.3. Operator Hodßa. Dalee my budem rassmatrivat~ qety-

rehmernoe prostranstvo Minkovskogo c raz i navsegda fiksirovannoæ vremenn&oæ orientacieæ i sootvetstvu¸weæ funkcieæ vremenn&oæ orientacii Ψ_T (sm. [2], §10). V odnomernom prostranstve Λ_4(M_0) vyberem odin iz dvuh vozmoßnyh ediniqnyh 4- vektorov E, E^2 = −1. Pri fiksirovannoæ vremenn&oæ orientacii

Ψ_T fftot vybor ffkvivalenten vyboru prostranstvennoæ orienta-

cii Ψ ([2], §10). Rassmotrim kaku¸-nibud~ tetradu Minkovskogo

e = (e_0, e_i)^3_{i=1}, dlØ kotoroæ Ψ_T (e) = Ψ_T (e_0) = Ψ(e) = 1. Togda

E = e_0 ∧ e_1 ∧ e_2 ∧ e_3. (8)

Lineænyæ operator

⊛ : Λ_2(M_0) → Λ_2(M_0), ⊛ ω := E ⌞ ω (9)

nazyvaetsØ operatorom Hodßa.

Utverßdenie. DlØ l¸byh ω, ~ω ∈ Λ2(M0) imeet mesto ravenstvo ⟨ ⊛ ω, ⊛ ~ω ⟩ = −⟨ ω, ~ω ⟩. (10) Dokazatel~stvo. Iz formul (7) i (9) sleduet, qto dlØ bivekto-

rov iz bazisa (2) verny ravenstva

⊛ e_{01} = −e_{23}, ⊛ e_{02} = e_{13}, ⊛ e_{03} = −e_{12},

TOPOLOGI˚ I LORENC–INVARIANTNA˚ METRIKA 145

⊛ e_{12} = e_{03}, ⊛ e_{13} = −e_{02}, ⊛ e_{23} = e_{01}. (11)

Iz (11) i (4) sleduet (10). □

Iz (10), (11) vytekaet, qto

⊛ ⊛ = −id , (12) ⟨ ⊛ ω, τ ⟩ = ⟨ ω, ⊛ τ ⟩, ω, τ ∈ Λ_2(M_0), (13) tr ⊛ = 0. (14)

3.4. Konus prostyh bivektorov oboznaqim K2. Utverßdenie. Spravedliva ffkvivalentnost~ ω ∈ K_2 ⇐⇒ ⟨ ⊛ ω, ω ⟩ = 0. (15) Dokazatel~stvo. Razloßim bivektory ω i ⊛ ω po bazisu {eλ} ω = ( ω^{01}e_{01} + ω^{23}e_{23} ) + ( ω^{02}e_{02} + ω^{13}e_{13} ) + ( ω^{03}e_{03} + ω^{12}e_{12} ) , ⊛ ω = ( −ω^{01}e_{23}+ω^{23}e_{01} ) + ( ω^{02}e_{13}−ω^{13}e_{02} ) + ( −ω^{03}e_{12}+ω^{12}e_{03} ) . (16)

Togda ⟨ ⊛ ω, ω ⟩ = 2 ( ω^{01}ω^{23} + ω^{02}ω^{13} − ω^{03}ω^{12} ) . (17)

Bivektor ω prost togda i tol~ko togda, kogda ω ∧ ω = 0 (sm. [3], 7.2), qto vmeste s (17) vleqet (15). □

4.1. Model~ mnogoobraziØ G^1 v prostranstve bivektorov

Λ(M0). Rassmotrim orientirovannu¸ ploskost~ α ∈ G^1. V fftoæ

ploskosti moßno vybrat~ takoæ bazis e = {e_0, e_1}, qto

e^2_0 = −e^2_1 = Ψ_T (e_0) = Ψ^α(e) = 1. (1)

Zdes~ Ψ^α oznaqaet funkci¸ prostranstvennoæ orientacii ploskosti α. L¸boæ drugoæ bazis ~e = {~e_0, ~e_1}, udovletvorØ¸wiæ sootnoxeniØm (1), poluqaetsØ iz bazisa e giperboliqeskim povorotom

~e_0 = ch te_0 + sh te_1, ~e_1 = sh te_0 + ch te_1. (2)

Togda

~e_0 ∧ ~e_1 = e_0 ∧ e_1 := ω, ω^2 = −1. (3)

146 S. E. KOZLOV Znaqit kaßdomu fflementu α ∈ G^1 odnoznaqno sopostavlen prostoæ mnimoediniqnyæ bivektor P (α) := ω. Tem samym postroeno otobraßenie

P : G^1 → K_2 ∩ S^− := G^1, (4) gde S^− = { ω ∈ Λ_2(M_0) | ω^2 = −1 } . (5)

Toqno tak ße kak i v [3, p. 6.2] ustanavlivaetsØ, qto otobraßenie P est~ diffeomorfizm mnogoobraziØ G^1 na podmnogoobrazie

G^1 ⊂ Λ_2(M_0). Iz (15) p. 3.4 i (4), (5) sleduet, qto spravedliva

Teorema. Podmnogoobrazie G^1 prostranstva Λ2(M0) moßno za-

dat~ sistemoæ iz dvuh uravneniæ ⟨ ω, ω ⟩ = −1, ⟨ ⊛ ω, ω ⟩ = 0. (6) Otobraßenie P (sm. (4)) osuwestvlØet kanoniqeskiæ diffeomorfizm meßdu mnogoobraziØmi G^1 i G^1, qto pozvolØet otoßdestvit~ ffti mnogoobraziØ.

4.2. Mnogoobrazie G^1 (otoßdestvlennoe s G^1) leßit v psevdo-

evklidovom prostranstve Λ_2(M_0), pofftomu ono neset na sebe inducirovannu¸ psevdorimanovu metriku. Kaßdoe preobrazovanie

h ∈ L^†_+, kak lineænoe preobrazovanie prostranstva Λ_2(M_0), moß-

no otoßdestvit~ so svoim differencialom dh. Tak kak preobrazovanie Lorenca h ne menØet skalØrnoe proizvedenie v Λ_2(M_0) (sm. (3) p. 3.1), to gruppa L^†_+ deæstvuet na mnogoobrazie G^1 izometriØmi. Tem samym inducirovannaØ psevdorimanova metrika na G^1 ⊂ Λ_2(M_0) ØvlØetsØ Lorenc-invariantnoæ.

4.3. Rassmotrim bivektor ω ∈ G^1. Tetrady Minkovskogo e, udo-

vletvorØ¸wie uslovi¸ Ψ_T (e) = Ψ_T (e_0) = 1, budem nazyvat~ dopustimymi. Pust~ dlØ nekotoroæ dopustimoæ tetrady e verno ω = e_0 ∧ e_1. Togda bivektory { e_{02}, e_{03}, e_{12}, e_{13} } (7) sostavlØ¸t ortonormirovannyæ bazis kasatel~nogo prostranstva T_ωG^1. Deæstvitel~no, dlØ krivyh na G^1, t.e. ω(t) = e_0 ∧

(cos te_1 + sin te_i), i = 2, 3 verno ω(0) = ω, ω^′(0) = e_0 ∧ e_i. A dlØ kri-

vyh ω(t) = (ch te_0 −sh te_i)∧e_1, i = 2, 3 budet ω(0) = ω, ω^′(0) = e_1 ∧e_i. Iz (4) p. 3.1 vytekaet, qto psevdorimanova metrika mnogoobraziØ G^1 imeet signaturu (+ + −−).

TOPOLOGI˚ I LORENC–INVARIANTNA˚ METRIKA 147

5.1. Kanoniqeskoe predstavlenie fflementa (!, X) 2 TG^1. Ras-

smotrim prostoæ nenulevoæ bivektor ω = f_1 ∧ f_2. Opredelim ploskost~

V_ω := Lin ({f_1, f_2}). (1)

Lemma. Pust~ dany bivektory ω ∈ G^1, X ∈ (Tω G^1 ∩ K2), X ≠ 0.

Togda suwestvuet takoæ vektor f ∈ M_0, f ≠ 0, qto V_ω ∩ V_X = Lin (f). (2)

Dokazatelstvo. Razloßim prostoæ bivektor X po bazisu (8)

p. 4.3

X = X^{02}e_{02} + X^{03}e_{03} + X^{12}e_{12} + X^{13}e_{13} = e_0 ∧ a + e_1 ∧ b, ω = e_{01}.

Tak kak bivektor X prostoæ, to vektora a i b kollinearny, znaqit naædutsØ takie λ, μ ∈ R i vektor c ∈ Lin (e_2, e_3), kollinearnyæ a i b, qto

X = (λe_0 + μe_1) ∧ c = f ∧ c. □ (3)

Iz (3) sleduet, qto X^2 = f^2 · c^2 = −f^2|c^2|. Pofftomu

sign X^2 = −sign f^2. (4)

5.2. Mnoßestvo

K_0 := { x ∈ Λ_2(M_0) | x^2 = 0 } (5) nazovem izotropnym konusom.

Teorema. Pust~ dany bivektory ω ∈ G^1, X ∈ Tx G^1 i

X /∈ K_0 ∩ K_2. (6) Togda suwestvuet, priqem edinstvennyæ nabor poparno ortogonal~nyh vektorov e_0, e_1, f_0, f_1 takoæ, qto

Ψ_T (e_0) = 1, e^2_0 = −e^2_1 = 1, e_0 ∧ e_1 = ω, f^2_0 , f^2_1 < 0, (7) X = e_0 ∧ f_0 + f_1 ∧ e_1. (8)

Dokazatel~stvo. V silu (7) p. 4.3, dlØ proizvol~noæ dopusti-

moæ tetrady Minkovskogo ~e, udovletvorØ¸weæ usloviØm (7),

148 S. E. KOZLOV spravedlivo razloßenie (8), no ne obØzatel~no budet ⟨ ~f_0, ~f_1 ⟩ = 0. Povernem paru (~e_0, ~e_1) na ugol t po pravilu ~e_0 = e_0ch t + e_1sh t,

~e_1 = e_0sh t + e_1ch t. Togda budet

e_0 ∧ e_1 = ~e_0 ∧ ~e_1 = ω,

X = ~e_0 ∧ ~f_0 + ~f_1 ∧ ~e_1 = e_0 ∧ ( ~f_0ch t − ~f_1sh t) + (− ~f_0sh t + ~f_1ch t) ∧ e_1 =

e_0 ∧ f_0(t) + f_1(t) ∧ e_1.

VyqislØØ skalØrnoe proizvedenie ⟨ f_0(t), f_1(t) ⟩, ubeßdaemsØ, qto

⟨ f_0, f_1 ⟩ = 0 ⇐⇒ ⟨ ~f_0, ~f_1 ⟩z^2 − ( ~f^2_0 + ~f^2_1 )z + ⟨ ~f_0, ~f_1 ⟩ = 0, z = th t. (9)

Tak kak vektor X ≠ 0, to ~f^2_0 + ~f^2_1 ≠ 0. Esli ⟨ ~f_0, ~f_1 ⟩ = 0, to (9) imeet edinstvennoe rexenie i teorema dokazana. Diskriminant uravneniØ (9) D = ( ~f^2_0 + ~f^2_1 )^2 − 4⟨ ~f_0, ~f_1 ⟩^2 = ( ~f_0 + ~f_1)^2( ~f_0 − ~f_1)^2 ⩾ 0, pofftomu ffto uravnenie otnositel~no z vsegda imeet dva rexeniØ z i z^{−1}. Iz neravenstva |z| = |th t| < 1 sleduet, qto uravnenie (9) otnositel~no t vsegda imeet edinstvennoe rexenie, za iskl¸qeniem varianta, kogda

D = 0 ⇐⇒ ~f_0 = ± ~f_1. (10)

No (10) protivoreqit trebovani¸ (6). □

Sledstvie. Esli dlØ pary (ω, X) ∈ T G^1 vypolneno uslovie (6),

to naædutsØ takaØ dopustimaØ tetrada Minkovskogo e i qisla α_0, α_1 ∈ R, qto

ω = e_{01}, X = α_0e_{02} + α_1e_{31}. (11)

5.3. Rassmotrim paru (ω, X) ∈ T G^1 pri uslovii

X ∈ (K_0 ∩ K_2). (12)

Po lemme 5.1 i formulam (3), (4) vektor X moßno predstavit~ v vide X = f ∧ c, gde f^2 = 0, c^2 < 0, ⟨ f, c ⟩ = 0. Sledovatel~no, suwestvuet dopustimaØ tetrada Minkovskogo e, takaØ qto

ω = e_{01}, X = λ(e_0 ± e_1) ∧ e_3, λ ≠ 0. (13)

6.1. Geodeziqeskie na mnogoobrazii G^1. Pust~ (ω, X) ∈ T G^1

i X /∈ (K_0 ∩ K_2). DlØ pary (ω, X) imeet mesto razloßenie (11) p. 5.2. Opredelim vektora

e_0(t) := e_0ch (α_1t) + e_3sh (α_1t), e_1(t) := e_1 cos(α_0t) + e_2 sin(α_0t),

TOPOLOGI˚ I LORENC–INVARIANTNA˚ METRIKA 149 e_3(t) := e_0sh (α_1t)+e_3 ch (α_1t), e_2(t) := −e_1 sin(α_0t)+e_2 cos(α_0t). (1)

Iz (1) vytekaet, qto pri l¸bom t ∈ R tetrada e(t) = (e_0(t),

e_i(t))^3_{i=1} ØvlØetsØ dopustimoæ tetradoæ Minkovskogo. Pofftomu

ω(t) = e_0(t) ∧ e_1(t) ⊂ G^1. (2)

Iz (6) p. 5.2 sleduet

ω(0) = ω, ω^′(0) = X. (3)

Teorema. KrivaØ ω(t) ØvlØetsØ geodeziqeskoæ na mnogoobrazii G^1. Dokazatel~stvo. Iz (1), (2) sleduet

ω^2(t) = −1, ω(t)^′ = α_1e_{31}(t) + α_0e_{02}(t), (ω^′(t))^2 = α^2_1 − α^2_0. (4)

ω^{′′}(t) = (α^2_1 − α^2_0)ω(t) − 2α_0α_1e_{23}(t). (5)

V silu (7) p. 4.3 bivektor ω^{′′}(t) ortogonalen kasatel~nomu prostranstvu T_{ω(t)} G^1. Znaqit krivaØ ω(t) – geodeziqeskaØ. □

Teorema. Pust~ dlØ pary (ω, X) ∈ Tω G^1, X ≠ 0 vypolneno uslovie

X ∈ (K_0 ∩ K_2). (6)

Togda prØmaØ ω(t) = ω + tX (7)

leßit v mnogoobrazii G^1 i, tem samym, ØvlØetsØ geodeziqeskoæ, na fftom mnogoobrazii.

Dokazatel~stvo. Iz (13) p. 5.3 sleduet, qto ( ω(t) )_2 = ω^2 = −1, ⟨ ⊛ ω(t), ω(t) ⟩ = 0. Po teoreme 4.1 bivektor ω(t) ∈ G^1 □.

7.1. Indikatrisa napravleniæ fiziqeskoæ qasticy. V qety-

rehmernom toqeqnom prostranstve Minkovskogo M kaßdaØ vremenipodobnaØ krivaØ

x = x(s), ẋ^2(s) = 1 (1)

interpretiruetsØ kak fiziqeskaØ qastica. Esli qastica inercial~na, to est~ ẍ(s) = 0, to vse odnomernye napravleniØ ee fiziqeskogo prostranstva M (x) = M/Lin (ẋ) ravnopravny.

150 S. E. KOZLOV

7.2. Pust~ fiziqeskaØ qastica x imeet nenulevoe uskore-

nie ẍ(s) ≠ 0. Orientirovannoe soprikasa¸weesØ prostranstvo

V (s) = Lin (ẋ(s), ẍ(s)) ⊂ M nazovem odnomernym napravleniem fiziqeskogo prostranstva qasticy x v sobytii x(s). OrientaciØ ploskosti V (s) zadaetsØ bazisom (ẋ(s), ẍ(s)).

Kak pokazano v p. 4.1 takie ploskosti moßno otoßdestvit~ s bivektorami mnogoobraziØ G^1 ω(s) = ẋ(s) ∧ ẍ(s) |ẋ(s) ∧ ẍ(s)| . (2)

Krivu¸ ω = ω(s) ⊂ G^1 budem nazyvat~ indikatrisoæ napravleniæ fiziqeskoæ qasticy x. Iz (2) sleduet, qto ω̇ = ẋ ∧ a, a ∈ M_0. Znaqit libo ω̇ = 0, libo ploskost~ V_{ω̇} soderßit vremenipodobnoe napravlenie, togda ω̇^2 < 0.

Integral

Ψ(x, s_1, s_2) = s2∫ s1 [ − (ω̇(t))^2

] 1_2 dt, s_1 ≤ s_2 (3)

nazovem povorotom napravleniØ fiziqeskogo prostranstva qasticy x ot sobytiØ x(s_1) do sobytiØ x(s_2).

Rabota qastiqno podderßana grantom RFFI 96–01–00681.

Literatura

1. R. I. Pimenov, Prostranstva kinematiqeskogo tipa (matematiqeskaØ teoriØ prostranstva-vremeni). — Zap. nauqn. semin. LOMI 6 (1968), 1–496.

2. S. E. Kozlov, Matematiqeskie osnovy special~noæ teorii otnositel~- nosti i prostranstvo Lobaqevskogo. Izd. SPbGU, SPb. (1995).

3. S. E. Kozlov, GeometriØ vewestvennyh grassmanovyh mnogoobraziæ. Qasti I, II. — Zap. nauqn. semin. POMI 246 (1997).

4. ı. D. Burago, V. A. Zalgaller, Vvedenie v rimanovu geometri¸. Nauka, SPb. (1994).

Kozlov S. E. The topology and the Lorentz-invariant pseudo-Rieman-nian metric of the manifold of directions in the physical space.

In the mathematical model of the special theory of relativity the twodimensional Minkowski subspace is interpreted as a one-dimensional direction of the physical space. The manifold of such planes is naturally provided with the structure of a pseudoriemann manifold, the group of

TOPOLOGI˚ I LORENC–INVARIANTNA˚ METRIKA 151 isochronous Lorentz transformations on which acts by isometries transitively. The present paper is dedicated to the study of the topology and metric geometry of this manifold.

Postupilo 11 dekabrØ 1996 g. S.-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ universitet