V. R. Krym

LINE`NYE PROSTRANSTVA KINEMATIQESKOGO TIPA

§1. Vvedenie 1.1. ProdolßaØ izuqenie myslimyh modeleæ prostranstvenno-

vremennyh struktur, razvitoe Buzemanom [1] i Pimenovym [2], rassmotrim stroenie prostranstv, oblada¸wih odnovremenno tremØ strukturami: strukturoæ koneqnomernogo lineænogo prostranstva nad polem R, topologiqeskoæ strukturoæ (sistemoæ Δ otkrytyh mnoßestv) i qastiqnym uporØdoqeniem. V fizike poslednee traktu¸t kak predxestvovanie ili otnoxenie priqinnosti. Nas interesu¸t svoæstva, vyteka¸wie iz sledu¸weæ sistemy aksiom.

Opredelenie. Troæku (L, Δ, <) nazovem lineænoæ kinematikoæ,

esli ona udovletvorØet sledu¸wim trem gruppam aksiom.

1.2. PervaØ gruppa aksiom.

N_1. Otobraßenie sloßeniØ + : L × L → L nepreryvno. N_2. Pri l¸bom α ∈ R otobraßenie umnoßeniØ na α nepreryv- no. Ots¸da legko vyvesti, qto pri l¸bom a ∈ L translØt a + U otkrytogo mnoßestva U ∈ Δ otkryt, translØt zamknutogo mnoßestva zamknut, gomotetiØ a → αa s nenulevym kofffficientom perevodit otkrytye mnoßestva v otkrytye i zamknutye v zamknutye.

1.3. VtoraØ gruppa aksiom.

O_1. Otnoxenie porØdka tranzitivno: iz a < b i b < c sleduet, qto a < c.

O_2. Otnoxenie porØdka strogoe: nevozmoßno a < a.

1.4. Tret~Ø gruppa aksiom. LK_1. ∀ a, b ∈ L a < b ⇒ ∀ u ∈ L a + u < b + u. LK_2. ∀ a, b ∈ L a < b ⇒ ∀ α ∈ R_+ αa < αb, gde R_+ = (0, +∞). 152

LINE`NYE PROSTRANSTVA KINEMATIQESKOGO TIPA 153 LK_3. ∀ a ∈ L ∀ U ∈ Δ a ∈ U ⇒ ∃ b ∈ U a < b, t.e. vo vsØkoæ okrestnosti U l¸boæ toqki a suwestvuet hot~ odna toqka, sledu¸waØ za a.

LK_4. Proxloe nulevoæ toqki Q^−_0 := {u ∈ L | u < 0} otkryto. Aksiomy LK_1–LK_4 analogiqny aksiomam VK_1–VK_4 raboty [2], str. 15, no v otliqie ot fftoæ raboty my ne predpolagaem, qto topologiØ v prostranstve L obØzatel~no evklidova. V svØzi s fftim voznika¸t dve zadaqi. 1. VyØsnit~, kakie topologii sovmestimy s dannoæ sistemoæ aksiom. 2. Opredelit~, kakie iz struktur, postroennyh v [2], sohranØ¸tsØ pri perehode k dannoæ sisteme aksiom.

§2. Prosteæxie sledstviØ iz aksiom 2.1. Iz LK3 sleduet, qto topologiØ v L ne ØvlØetsØ diskret-

noæ. Inaqe v odnotoqeqnoæ okrestnosti ne budet sledu¸weæ toqki. Iz LK_4 sleduet, qto topologiØ v L ne antidiskretna. 2.2. ∀ a, b ∈ L a < b ⇒ ∀α ∈ R− αa > αb, gde R− = (−∞, 0). Dokazatel~stvo. a < b ⇒ a − b < 0 ⇒ −b < −a ⇒ ∀ β ∈ R+ β(−b) < β(−a), t.e. −βa > −βb. 2.3. ∀ a ∈ L ∀ U ∈ Δ a ∈ U ⇒ ∃ c ∈ U c < a, t.e. vo vsØkoæ

okrestnosti U l¸boæ toqki a suwestvuet hotØ by odna predxestvu¸waØ toqka.

Dokazatel~stvo. Snaqala dokaßem, qto vo vsØkoæ okrestnosti

V nulevoæ toqki est~ toqka, predxestvu¸waØ nulevoæ. Oboznaqim W := (−1)V , 0 ∈ W . Po LK_3 v W naædetsØ e > 0, togda −e – iskomaØ toqka. Pust~ teper~ a ∈ L i U – okrestnost~ toqki a. Togda −a + U otkryto i soderßit nulevu¸ toqku. NaædetsØ d ∈ −a + U , d < 0, sledovatel~no, d + a ∈ U i d + a < a.

2.4. DlØ l¸boæ toqki a ∈ L ee proxloe Q^−_a := {u ∈ L | u < a}

i ee buduwee Q^+_a := {u ∈ L | u > a} otkryty.

Dokazatel~stvo. DlØ nulevoæ toqki Q^−_0 otkryto po LK4, a

Q^+_0 = (−1)Q^−_0 otkryto po N_2. DlØ l¸bogo a ∈ L imeem, qto Q^+_a = a + Q^+_0 , Q^−_a = a + Q^−_0 – otkryty po N_1.

2.5. ∀ a, b ∈ L a < b ⇒ Q^+_a ⊃ Q^+_b , Q^−_a ⊂ Q^−_b . �to sleduet iz

tranzitivnosti porØdka.

2.6. DlØ l¸bogo a ∈ L mnoßestva Q^+_a , Q^−_a vypukly.

154 V. R. KRYM

Dokazatel~stvo. Zametim, qto iz a > 0, b > 0 sleduet, qto a +

b > b > 0. Tak kak vypuklost~ sohranØetsØ pri translØciØh i gomotetii, nam dostatoqno proverit~, qto Q^+_0 vypuklo. Pust~ u, v ∈ Q^+_0 i w = (1 − λ)u + λv, 0 < λ < 1. Togda (1 − λ)u > 0 i λv > 0, otkuda w > 0.

2.7. DlØ l¸bogo a ∈ L mnoßestva Q^+_a , Q^−_a – konusy s verxi-

noæ a. �to sleduet iz legko proverØemogo fakta, qto Q^+_0 – konus s verxinoæ v nule. Iz aksiomy O_2 sleduet, qto verxiny konusam ne prinadleßat.

§3. Vozmoßnye topologii 3.1. Pristupim k voprosu, kakie topologii sovmestimy s

dannoæ sistemoæ aksiom. ZnaØ, qto vypuklye konusy Q^+_0 i Q^−_0 = −Q^+_0 otkryty i qto otkrytost~ mnoßestv sohranØetsØ pri translØciØh, netrudno naæti v lineænom prostranstve L slabeæxu¸ topologi¸, sovmestimu¸ s fftimi dvumØ faktami. Oqevidno, qto slabeæxaØ topologiØ v L tesno svØzana s vidom konusa Q^+_0 . Naqnem so sledu¸wego zameqaniØ.

3.2. Esli aff Q^+_0 ≠ L, to vse prostranstvo L estestvenno raz-

loßit~ v prØmoe proizvedenie podprostranstv L^′ = aff Q^+_0 i M = L/L^′. Pri fftom porØdok i slabeæxaØ topologiØ v L^′ opredelØetsØ konusom Q^+_0 , samo L^′ i vse ego translØty otkryty, tak qto topologiØ v M diskretna. Pofftomu otvet na postavlennyæ v 3.1 vopros dostatoqno naæti dlØ sluqaØ aff Q^+_0 = L.

Rassmotrim snaqala prostranstva malyh razmernosteæ.

3.3. Pust~ L = R^1. Predstavim R^1 toqkami qislovoæ osi R^1,

Q^+_0 – otkrytyæ luq. Togda luq Q^−_0 toße otkryt. Otkryty i pereseqeniØ l¸byh dvuh ih translØtov, t.e. vse otrezki vida a < t < b. Znaqit, slabeæxaØ topologiØ – evklidova. �to sovmestimo s aksiomami §1.

3.4. Pust~ L = R^2. Predstavim R^2 toqkami dekartovoæ plos-

kosti R^2 (s sohraneniem lineænoæ struktury). Rassmotrim 5 vozmoßnosteæ.

1. Q^+_0 – otkrytyæ v ploskosti R^2 ostryæ (t.e. ne soderßawiæ prØmyh) vypuklyæ sektor (ego ugol men~xe π).

2. Q^+_0 – otkrytyæ v ploskosti R^2 vypuklyæ sektor, soderßawiæ prØmye, t.e. otkrytaØ poluploskost~.

3. Q^+_0 – analogiqnyæ (2) sektor s vkl¸qeniem odnogo iz ego kraænih luqeæ.

LINE`NYE PROSTRANSTVA KINEMATIQESKOGO TIPA 155 4. Q^+_0 – analogiqnyæ (1) sektor s vkl¸qeniem odnogo iz ego kraænih luqeæ.

5. Q^+_0 – analogiqnyæ (1) sektor s vkl¸qeniem oboih kraænih luqeæ. V sluqae (2) vkl¸qenie oboih luqeæ nevozmoßno v silu aksiomy O_2.

3.4.1. V sluqae (1) slabeæxaØ topologiØ evklidova. Esli na

dekartovoæ ploskosti R^2 vvesti koordinaty (x, t), napraviv os~ t po bissektrise konusa Q^+_0 , to vidno, qto ffto – model~ dvumernogo prostranstva-vremeni special~noæ teorii otnositel~nosti. Aksiomy §1 vypolneny.

3.4.2. V sluqae (2) vvedem na R^2 koordinaty, napraviv os~ x

po kra¸ poluploskosti Q^+_0 . Slabeæxu¸ topologi¸ moßno opredelit~, prinØv za bazu vse polosy a < t < b. TopologiØ otliqna ot evklidovoæ, L = R^1 ×R^1_a, gde R^1_a – qislovaØ prØmaØ s antidiskretnoæ topologieæ na neæ. �to – model~ dvumernogo galileeva prostranstva-vremeni. Aksiomy §1 vypolneny.

3.4.3. V sluqae (3) vvedem na R^2 koordinaty (x1, x2), napraviv

os~ x_2 po kra¸ poluploskosti Q^+_0 , priqem v napravlenii togo kraænego luqa, kotoryæ vkl¸qen v sostav Q^+_0 = Q^+_{(0,0)}, ris. 1. PorØdok, vvodimyæ takim konusom, sootvetstvuet strogomu lingvistiqeskomu uporØdoqeni¸: (x_1, x_2) < (y_1, y_2) ⇔ (x_1 < y_1 ili (x_1 = y_1 i x_2 < y_2)). V fftom sluqae iz otkrytosti konusov Q^+_{(0,a)} i Q^−_{(0,b)} sleduet, qto otkryto ih pereseqenie, t.e. otrezok a < x_2 < b na osi x_2. Pofftomu sama os~ x_2 i vse prØmye x_1 = const sut~ otkrytye mnoßestva. Sledovatel~no, slabeæxaØ topologiØ R^2 est~ topologiØ proizvedeniØ osi x_2 (s evklidovoæ topologieæ na neæ) na os~ x_1 s diskretnoæ topologieæ, R^2 = R^1 × R^1_d. Aksiomy §1 vypolneny.

3.4.4. V sluqae (4), ris. 2, uporØdoqivanie otliqno ot lin-

gvistiqeskogo, t.k. ffto lix~ qastiqnoe uporØdoqivanie. No po tem ße priqinam, qto i v sluqae (3), vse prØmye x_1 = const – otkrytye mnoßestva, i R^2 imeet topologi¸ proizvedeniØ osi x_2 s evklidovoæ topologieæ na os~ x_1 s diskretnoæ topologieæ. Aksiomy §1 vypolneny.

3.4.5. V sluqae (5) vvedem na R^2 kosougol~nye koordinaty,

napraviv osi x, y po dvum kraænim luqam konusa Q^+_0 . Po tem ße soobraßeniØm, qto i v 3.4.3., kaßdaØ prØmaØ, parallel~naØ osØm, dolßna byt~ otkrytym mnoßestvom. No togda i ih pereseqenie – toqka – otkryta, i topologiØ v R^2 diskretnaØ. �to

156 V. R. KRYM

Ris. 1. Ris. 2

nesovmestimo s aksiomoæ LK_3. Pofftomu sluqaæ (5) dlØ lineænoæ kinematiki nevozmoßen.

3.5. DlØ proizvol~noæ koneqnoæ razmernosti n izobrazim

L = R^n, sohranØØ lineænu¸ strukturu, toqkami evklidova pro-

stranstva R^n i vydelim sluqaæ, kogda konus Q^+_0 otkryt ne tol~- ko v R^n, no i v R^n. Otkrytyæ vypuklyæ konus Q^+_0 ⊂ R^n, ne soderßawiæ svoeæ verxiny i potomu otliqnyæ ot vsego R^n, vsegda moßno predstavit~ v vide Q^+_0 = C × R^k, gde C – ostryæ (t.e. ne soderßawiæ prØmyh) konus, i 0 6 k < n. V svØzi s fftim vse prostranstvo moßno predstavit~ kak dekartovo proizvedenie lineænyh prostranstv R^n = R^{n−k} × R^k. Vypuklyæ ostryæ konus C otkryt v evklidovom prostranstve R^{n−k} i sledovatel~- no, slabeæxaØ topologiØ, kotoru¸ on induciruet v R^{n−k}, ØvlØetsØ evklidovoæ. Pofftomu v R^{n−k} za bazu topologii moßno prinØt~ vse (n − k)-mernye otkrytye xary B. Sootvetstvenno v R^n bazoæ topologii budut “trubqatye” okrestnosti B ×R^k podprostranstva R^k i ih translØty. Sledovatel~no, topologiqeskoe prostranstvo R^n dopuskaet razloßenie R^n = R^{n−k} × R^k_a, gde R^k_a est~ k-mernoe lineænoe prostranstvo s antidiskretnoæ topologieæ. Vse aksiomy §1 vypolneny. Podqerknem, odnako, qto vs¸du v fftom razdele req~ idet o slabeæxeæ topologii, sovmestimoæ s fftimi aksiomami.

3.6. Dopustim, qto pri izobraßenii R^n v vide R^n k konusu

Q^+_0 priqislen hotØ by odin luq, iduwiæ po granice ∂Q^+_0 (granica v smysle evklidovoæ topologii v R^n). NaædetsØ opornaØ k Q^+_0 giperploskost~ P v R^n, kotoroæ fftot luq prinadleßit. TranslØciØ otkrytyh v R^n n-mernyh konusov Q^+_0 i Q^−_0 pozvolØ-

LINE`NYE PROSTRANSTVA KINEMATIQESKOGO TIPA 157 ¸t ubedit~sØ, qto otkryty oba zamknutyh (v evlidovoæ topologii) poluprostranstva, na kotorye giperploskost~ P delit R^n. Sledovatel~no, otkryta sama giperploskost~ P i vse ee translØty. Pofftomu R^n razlagaetsØ v proizvedenie prØmoæ R_d s diskretnoæ topologieæ i giperploskosti P , priqem topologiØ v P opredelØetsØ konusom Q^+_0 ∩ P . PovtorØØ s R^{n−1} = P tot ße process, my, ponißaØ razmernost~, pridem k sluqa¸ 3.5, ibo polnaØ diskretnost~ topologii iskl¸qena.

Itak, dokazana sledu¸waØ teorema.

3.7. Teorema 1. Pust~ v lineænoæ kinematike (L, Δ, <) razmer-

nost~ konusa Q^+_0 ravna dim L, i pust~ Δ – slabeæxaØ topologiØ lineænoæ kinematiki. Togda L razlagaetsØ v dekartovo proizvedenie treh lineænyh topologiqeskih prostranstv, L = L^′ × A × D, priqem na L^′ realizuetsØ evklidova topologiØ, na A – antidiskretnaØ i na D – diskretnaØ. Esli konus buduwego Q^+_0 soderßit prØmye ili emu prinadleßit hotØ by odin luq, iduwiæ po ego granice (granice v smysle evklidovoæ topologii v L), to ffto razloßenie ØvlØetsØ netrivial~nym, priqem v pervom sluqae dim A > 0, a vo vtorom dim D > 0.

3.8. Naliqie diskretnoæ komponenty ill¸striruet koncep-

ci¸ “parallel~nyh mirov” [3]. Pust~, naprimer, dim D > 0. Togda ne suwestvuet puti (nepreryvnogo otobraßeniØ, otrezka), soedinØ¸wego toqki (x_1, d_1) i (x_2, d_2), d_1 ≠ d_2, iz razliqnyh sloev. V to ße vremØ otnoxenie priqinnosti ØvlØetsØ obwim dlØ vseh sloev, t.e. priqinnaØ svØz~ meßdu “mirami” (sloØmi prostranstva-vremeni) sohranØetsØ.

3.9. Esli dim Q^+_0 < dim L, to v razloßenii L = L^′ ×A×D doba-

vitsØ ewe odin somnoßitel~ D^′ (kak i D, s diskretnoæ topologieæ), na kotoryæ ne rasprostranØetsØ otnoxenie priqinnosti.

3.10. Povtorim, qto vse rezul~taty fftogo paragrafa otno-

sØtsØ k slabeæxeæ topologii, sovmestimoæ s zadannym otnoxeniem porØdka. RazumeetsØ, fftu topologi¸ moßno usilit~ tak, qto topologiqeskoe prostranstvo L uße ne budet dekartovym proizvedeniem svoih podprostranstv (naprimer, k rassloeni¸

L = R^n×R^k_a moßno dobavit~ dopolneniØ vseh koneqnyh mnoßestv,

ob¨Øviv ih otkrytymi).

Pereædem s drugim algebraiqeskim strukturam, svØzannym s lineænymi kinematikami.

158 V. R. KRYM

§4. PredporØdok i prostranstvo sloev odnovremennosti

4.1. Opredelenie. Vvedem otnoxenie predporØdka 6, opredelØØ

ego usloviem ∀ a, b ∈ L a 6 b ⇔ a ∈ Cl Q^−_b .

Otnoxenie 6 deæstvitel~no ØvlØetsØ otnoxeniem predporØdka, t.e. refleksivno i tranzitivno. Otmetim snaqala svoæstva konusov Q^+_a , Q^−_a .

4.1.1. ∀ a ∈ L Q^+_a = a + Q^+_0 , Q^−_a = a + Q^−_0 .

4.1.2. ∀ α ∈ R+ αQ^+_0 = Q^+_0 , αQ^−_0 = Q^−_0 , αCl Q^+_0 = Cl Q^+_0 , αCl Q^−_0 =

Cl Q^−_0 (samopodobie).

Ots¸da sleduet, qto otnoxenie 6 ustoæqivo k sloßeni¸ i umnoßeni¸ na skalØry iz R_+. 4.1.3. ∀ a, b ∈ L a 6 b ⇒ ∀ u ∈ L a + u 6 b + u. 4.1.4. ∀ a, b ∈ L a 6 b ⇒ ∀ α ∈ R+ αa 6 αb. Refleksivnost~ 6 sleduet iz 2.3.

4.1.5. ∀ a ∈ L a 6 a.

Pered dokazatel~stvom tranzitivnosti otmetim dva poleznyh svoæstva. 4.1.6. ∀ a, b, c ∈ L a < b & b 6 c ⇒ a < c; ∀ a, b, c ∈ L a 6 b & b < c ⇒ a < c. 4.1.7. ∀ a, b, c ∈ L a 6 b & b 6 c ⇒ a 6 c (tranzitivnost~).

Dokazatel~stvo. Pust~ a ∈ Cl Q^−_b , b ∈ Cl Q^−_c , U – l¸baØ okrest-

nost~ toqki a. Togda suwestvuet u ∈ U ∩ Q^−_b ≠ ?, i po svoæstvu (6) imeem u < b 6 c ⇒ u < c ⇒ u ∈ Q^−_c ⇒ U ∩ Q^−_b ⊂ Q^−_c ⇒ U ∩ Q^−_c ≠ ?, t.e. vsØkaØ okrestnost~ toqki a peresekaetsØ s Q^−_c . Sledovatel~no, a ∈ Cl Q^−_c , t.e. a 6 c.

4.1.8. DlØ l¸bogo a ∈ L mnoßestva Cl Q^+_a , Cl Q^−_a sut~ vypuklye

konusy s verxinoæ a (verxina prinadleßit konusu po svoæstvu (5)).

Dokazatel~stvo vpolne analogiqno dokazatel~stvam svoæstv 2.6 i 2.7 s zamenoæ < na 6.

4.1.9. ∀ a ∈ L Int Cl Q^+_a = Q^+_a , Int Cl Q^−_a = Q^−_a .

Dokazatel~stvo. Proverim dlØ primera pervoe utverßdenie.

Oqevidno, qto Int Cl Q^+_a ⊃ Q^+_a . Dokaßem, qto ni odna toqka u ∈ Cl Q^+_a , u /∈ Q^+_a ne moßet prinadleßat~ Int Cl Q^+_a . L¸baØ takaØ toqka u ∈ ∂Q^+_a . Po aksiome LK_3 vo vsØkoæ okrestnosti U toqki u naædetsØ toqka v < u. Esli v ∈ Cl Q^+_a , to a 6 v < u, qto protivoreqit u /∈ Q^+_a . Znaqit, v kaßdoæ okrestnosti toqki u est~ toqki,

LINE`NYE PROSTRANSTVA KINEMATIQESKOGO TIPA 159 ne prinadleßawie Cl Q^+_a , t.e. u /∈ Int Cl Q^+_a . (My vospol~zovalis~ legko proverØemym faktom, qto a ∈ Cl Q^−_v ⇔ v ∈ Cl Q^+_a ).

4.2. Opredelenie. Otnoxenie predporØdka 6 poroßdaet na L

otnoxenie ffkvivalentnosti: ∀ a, b ∈ L a ∼ b ⇔ a 6 b & b 6 a.

V fizike ffto otnoxenie nazyva¸t otnoxeniem absol¸tnoæ odnovremennosti. Ono simmetriqno po opredeleni¸, a takße refleksivno i tranzitivno po 4.1.5 i 4.1.7.

4.3. Opredelenie. Klass ffkvivalentnosti toqki a ∈ L po otno-

xeni¸ ∼ oboznaqim ~a := {b ∈ L | a ∼ b}. �to mnoßestvo estestvenno nazvat~ sloem odnovremennosti toqki a.

Srazu ße otmetim svØz~ fftogo ponØtiØ s rezul~tatami §3. Pust~ L razlagaetsØ v dekartovo proizvedenie treh lineænyh topologiqeskih prostranstv, L = L^′ × A × D s evklidovoæ, antidiskretnoæ i diskretnoæ topologieæ, sootvetstvenno. Togda klass ffkvivalentnosti toqki a = (a_L0 , a_A, a_D) est~ ~a = a_L0 ×A×a_D , t.e. esli konus Q^+_0 soderßit prØmye, to sloæ odnovremennosti ~a sostoit v toqnosti iz ob¨edineniØ vseh translØtov fftih prØmyh, prohodØwih qerez toqku a. Deæstvitel~no, naliqie operacii zamykaniØ v opredelenii 4.1 privodit k tomu, qto vse A (toqnee, ego translØt) popadaet v ~a. S drugoæ storony, sloæ odnovremennosti ne moßet byt~ xire, tak kak konus Q^+_0 ∩L^′ ØvlØetsØ ostrym.

4.3.1. DlØ ∀ a ∈ L mnoßestva Q^+_a , Q^−_a , Cl Q^+_a , Cl Q^−_a sostoØt iz

polnyh klassov ffkvivalentnosti.

4.3.2. Klass^~0 est~ lineænoe podprostranstvo v L. (V usloviØh

teoremy 1 ~0 sovpadaet s A).

4.3.3. DlØ ∀ a ∈ L ~a = a +^~0.

4.3.4. DlØ ∀ a ∈ L mnoßestvo ~a zamknuto (~a = Cl Q^+_a ∩ Cl Q^−_a ). 4.3.5. DlØ ∀ a ∈ L Int ~a = ?. (Sledstvie 4.3.4 i 4.1.9). (V

usloviØh teoremy 1 ffto oznaqaet, qto dim L^′ ¿ 1).

4.4. Prostranstvo sloev odnovremennosti.

Opredelenie. Mnoßestvo klassov po otnoxeni¸ ffkvivalent-

nosti ∼ oboznaqim ~L, ~L := L/ ∼.

Poskol~ku vse klassy ffkvivalentnosti ØvlØ¸tsØ translØtami podprostranstva ~0 (pp. 4.3.2, 4.3.3), mnoßestvo ~L nasleduet ot

160 V. R. KRYM L lineænu¸ strukturu, pri kotoroæ L est~ prØmoe proizvedenie lineænyh prostranstv L = ~L × ~0.

Kak faktor-prostranstvo ~L obyqnym obrazom nasleduet ot L topologiqesku¸ strukturu ( ~Δ). Oboznaqim π : L → ~L otobraßenie proekcii pri faktorizacii. Togda A ⊂ ~L otkryto v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda π^{−1}(A) otkryto v L.

V silu teoremy 1 §3 sledu¸wee utverßdenie oqevidno: prostranstvo ~L hausdorfovo.

Deæstvitel~no, faktorprostranstvo hausdorfovo daße v slabeæxeæ topologii lineænoæ kinematiki L.

4.4.1. Lemma. π : L →^~L – otkrytoe otobraßenie, t.e. esli A ⊂ L

otkryto, to i π(A) ⊂ ~L otkryto.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno dopolnit~ A do polnyh klassov

vseh fflementov iz A i ubedit~sØ, qto tak rasxirennoe mnoßestvo B := π^{−1}(π(A)) otkryto.

Pust~ b ∈ B, togda ∃a ∈ A takoæ, qto a ∼ b i naædetsØ otkrytoe mnoßestvo U takoe, qto a ∈ U ⊂ A. Rassmotrim otkrytoe (po aksiome H_1) mnoßestvo V := (b − a) + U , b ∈ V . My utverßdaem, qto V ⊂ B. Deæstvitel~no, dlØ l¸bogo v ∈ V ∃u ∈ U v = b−a+u. No a ∼ b ⇒ a − b ∼ 0 ⇒ v ∼ u, qto vmeste s u ∈ A daet v ∈ B. Itak, kaßdaØ toqka b ∈ B prinadleßit B vmeste s nekotoroæ svoeæ okrestnost~¸, znaqit, B otkryto.

4.4.2. My uße otmeqali, qto ffkvivalentnost~ ∼ ustoæqiva

k sloßeni¸ vektorov i k umnoßeni¸ na skalØry. Krome togo, otnoxenie porØdka < takße ustoæqivo k ffkvivalentnosti. �to nemedlenno sleduet iz 4.1.6. 1. ∀ a, b, c ∈ L a < b & b ∼ c ⇒ a < c. 2. ∀ a, b, c ∈ L a ∼ b & b < c ⇒ a < c. Sledovatel~no, faktorprostranstvo ~L nasleduet otnoxenie priqinnosti iz L.

Teorema 2. Prostranstvo^~L s otnoxeniem porØdka ~< i faktor-

topologieæ ~Δ ØvlØetsØ lineænoæ kinematikoæ.

Dokazatel~stvo. Proverim, qto vse aksiomy lineænoæ kinema-

tiki vypolneny.

LINE`NYE PROSTRANSTVA KINEMATIQESKOGO TIPA 161 Nepreryvnost~ sloßeniØ sleduet iz kommutativnosti diagrammy L×L^+−−−−→ L (π,π) π ~L× ~L^+−−−−→ ~L ∀ a, b ∈ L π(a) + π(b) = π(a + b).

Pust~ A ⊂ ~L otkryto. Togda π^{−1}(A) ⊂ L takße otkryto. Sloßenie v L nepreryvno, sledovatel~no, proobraz B mnoßestva π^{−1}(A) pri otobraßenii + : L × L → L otkryt v L × L. π : L → ~L – otkrytoe otobraßenie, sledovatel~no, (π, π) : L × L → ~L × ~L – takße otkrytoe otobraßenie. Znaqit, obraz C := (π, π)(B) pri fftom otobraßenii otkryt v ~L × ~L. V silu kommutativnosti diagrammy mnoßestvo C sovpadaet s proobrazom mnoßestva A pri otobraßenii + : ~L × ~L → ~L. Sledovatel~no, fftot proobraz otkryt, i sloßenie v faktorprostranstve ~L nepreryvno.

Proverim aksiomu N_2: dlØ ∀ α ∈ R otobraßenie α_0 : ~L → ~L: ~a → α~a nepreryvno. Esli α = 0, to ffto otobraßenie postoØnnoe i, sledovatel~no, nepreryvnoe. Pust~ α ≠ 0. Sootvetstvu¸waØ diagramma kommutativna: L^α0−−−−→ L π π ~L^α0−−−−→ ~L π ∘ α_0 = α_0 ∘ π.

Te ße rassußdeniØ, qto i v predyduwem sluqae, dokazyva¸t utverßdenie.

Proverka ostal~nyh aksiom trivial~na.

4.4.3. Otmetim, qto sloi odnovremennosti mogut poØvlØtsØ v

lineænyh kinematikah v silu raznyh fiziqeskih obstoØtel~stv. Tak, v primere galileevoæ kinematiki R^3×t, gde konus buduwego – poluprostranstvo t > 0, sloem odnovremennosti ØvlØetsØ R^3. V primere kinematiki R^4_1 ×R (prostranstvo Minkovskogo so sloem

R nad kaßdoæ toqkoæ, ispol~zuemom v [2], str. 399, dlØ mode-

lirovaniØ fflektromagnetizma) sloem odnovremennosti ØvlØetsØ R.

162 V. R. KRYM

§5. Metriqeskie lineænye kinematiki 5.1. Osnovnye opredeleniØ. V §1 my snaqala vveli otnoxenie

porØdka, a zatem po nemu postroili konus buduwego Q^+_0 . Zdes~ nam budet udobnee postupit~ naoborot.

Opredelenie. Pust~ L – lineænoe prostranstvo nad polem R,

Q^+_0 – vypuklyæ konus v L s verxinoæ v toqke 0, 0 /∈ Q^+_0 . Oboznaqim Q^−_0 := (−1)Q^+_0 , F := Q^+_0 ∪Q^−_0 ∪{0}. My budem rassmatrivat~ tol~ko takie konusy, dlØ kotoryh vypolnØetsØ sledu¸waØ aksioma:

M_1. ∀ a ∈ Q^+_0 ∀ b ∈ L ∃α ∈ R_+ a + αb ∈ Q^+_0 .

VsØkiæ vypuklyæ konus zadaet otnoxenie qastiqnogo porØdka na L: pust~ a, b ∈ L, polagaem a < b ⇔ b − a ∈ Q^+_0 .

Otnoxenie < tranzitivno (∀ a, b ∈ L a < b & b < c ⇒ b − a ∈ Q^+_0 & c − b ∈ Q^+_0 ⇒ c − a ∈ Q^+_0 ⇒ a < c) i antirefleksivno (0 /∈ Q^+_0 ⇒ ∀ a ∈ L ¬(a < a)). T.o., vypolneny aksiomy O_1 i O_2 iz §1.

Opredelenie. Funkci¸ f : F → R, strogo poloßitel~nu¸ na

Q^+_0 , nazovem vremenipodobnoæ normoæ (ili psevdonormoæ) v F , esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie dve aksiomy:

M_2. ∀ a, b ∈ L a > 0 & b > 0 ⇒ f(a + b) ¿ f(a) + f(b) (neravenstvo �ænxteæna, ili neravenstvo vremeni).

M_3. ∀ a ∈ F ∀ α ∈ R f(αa) = αf(a) (odnorodnost~).

Poskol~ku Q^+_0 – vypuklyæ konus, formulirovka M_2 korrektna (a ∈ Q^+_0 & b ∈ Q^+_0 ⇒ a+b ∈ Q^+_0 ). Korrektnost~ M_3 sleduet iz togo, qto F – konus, simmetriqnyæ otnositel~no nulØ. Krome togo, tak kak konus Q^+_0 nepust, to f(0) = f(0x) = 0f(x) = 0 (x ∈ Q^+_0 ).

Poskol~ku f strogo poloßitel~na tol~ko na Q^+_0 , moßno dat~ drugoe opredelenie qastiqnogo porØdka, ffkvivalentnoe pervomu: ∀ a, b ∈ L a < b ⇔ b − a ∈ F & f(b − a) > 0. Pri takom opredelenii tranzitivnost~ otnoxeniØ < sleduet iz neravenstva �ænxteæna, antirefleksivnost~ – iz togo, qto f(0) = 0. S uqetom vsego skazannogo, aksioma M_1 moßet byt~ sformulirovana qisto funkcional~no: M^′_1. ∀ a ∈ F f(a) > 0 ⇒ ∀ b ∈ L ∃ α ∈R_+ a + αb ∈ F & f(a + αb) > 0.

LINE`NYE PROSTRANSTVA KINEMATIQESKOGO TIPA 163

Opredelenie. Oboznaqim W := {(a, b) | a, b ∈ L, b − a ∈ F } ⊂

L × L. Vremenipodobnoæ metrikoæ (ili psevdometrikoæ) v W nazovem funkci¸ ρ : W → R, ρ(x, y) := f(x − y). (V fizike psevdometrika imeet smysl orientirovannogo rasstoØniØ meßdu dvumØ sobytiØmi, interval meßdu kotorymi vremenipodoben).

Neravenstvo �ænxteæna dlØ vremenipodobnoæ metriki imeet vid M^′_2. ∀ a, b, c ∈ L a > b & b > c ⇒ ρ(a, c) ¿ ρ(a, b) + ρ(b, c) . Buzeman ([1], str. 5) pisal, qto metrika, udovletvorØ¸waØ neravenstvu �ænxteæna, ne opredelØet topologii na prostranstve L. My dokaßem, qto pri naliqii dopolnitel~nyh aksiom M_1 i M_3 psevdometrika opredelØet na prostranstve L topologi¸, priqem ffta topologiØ sil~no otliqaetsØ ot evklidovoæ. My takße naædem dopolnitel~noe uslovie, pri kotorom lineænoe prostranstvo L s zadannoæ na nekotorom konuse v nem psevdonormoæ ØvlØetsØ lineænoæ kinematikoæ.

5.2. SledstviØ iz aksiom 5.2.1. ∀ a ∈ Q^+_0 ∀ b ∈ L ∀ α ∈ R+ a + αb ∈ Q^+_0 ⇒ (∀ β ∈ R+

β < α ⇒ a + βb ∈ Q^+_0 ).

�to utverßdenie nemedlenno sleduet iz vypuklosti konusa Q^+_0 . Ono dopuskaet takße funkcional~nu¸ formulirovku. Pust~ a ∈ F , b ∈ L, f(a) > 0, α ∈ R_+, a + αb ∈ F , f(a + αb) > 0. Togda ∀ β ∈ R_+ β < α ⇒ a + βb ∈ F & f(a + βb) > 0. 5.2.2. ∀ a∈F ∀ ε∈R+ f(a)>ε ⇒ ∀ b∈L ∃α∈R+ a+αb∈F & f(a+αb)>ε. Dokazatel~stvo. Voz~mem δ > 0 i zapixem a = a − δa + δa. Po

M_1, ∃ β ∈ R_+ takoe, qto f(δa + βb) > 0. Sledovatel~no, f(a + βb) ¿ f(a − δa) + f(δa + βb) > (1 − δ)f(a) > (1 − δ)ε. LevaØ qast~ fftogo neravenstva ot δ ne zavisit. BerØ sup_{δ∈}R + , poluqaem, qto f(a+βb) ¿

ε. Teper~ voz~mem α ∈ R_+, α < β. Togda f(a + αb) = f ( α β ( β α a + βb )) = α β f ( a + βb + ( β α − 1 ) a ) ¿ ¿^α_β^(f(a + βb) +^{( β}_α − 1^) f(a)^) ¿^α_β ε +^(1 −^α_β^) f(a) > ε,

poskol~ku pri α = β v poslednem utverßdenii imeet mesto ravenstvo, i v levoæ qasti fftogo utverßdeniØ stoit lineænaØ funkciØ ot α, kotoraØ vozrastaet, esli α ubyvaet.

164 V. R. KRYM

5.2.3. Pust~ a ∈ F , b ∈ L, ε ∈ R+, f(a) > ε, α ∈ R+, a+αb ∈ F , f(a+αb) > ε. Togda ∀ β ∈ R_+ β < α ⇒ a+βb ∈ F & f(a+βb) > ε. (Imenno ffto bylo dokazano pri dokazatel~stve predyduwego sledstviØ).

5.3. Postroenie topologii s pomow~¸ psevdometriki. 5.3.1. Opredelenie. Nazovem ffkstraxarom radiusa ε mnoßestvo B_ε(a) := {x ∈ L | x − a ∈ F & ρ(x, a) > ε}. Teorema 3. �kstraxary {Bε(a) | a ∈ L, ε ∈ R+} sostavlØ¸t bazu

nekotoroæ topologii na L.

Dokazatel~stvo. 1. Mnoßestva {Bε(a) | a ∈ L, ε ∈ R+} pokry-

va¸t vse L. Deæstvitel~no, voz~mem proizvol~nu¸ toqku x ∈ L. Po opredeleni¸ normy, naædetsØ toqka u ∈ Q^−_0 . Togda x + u < x, tak kak f(x + u − x) = f(u) < 0. Oboznaqim f(u) =: −2ε, ε ∈ R_+. Togda x ∈ B_ε(x + u).

2. Pereseqenie dvuh mnoßestv bazy predstavimo kak ob¨edinenie mnoßestv bazy. Deæstvitel~no, pust~ c ∈ B_ε(a) ∩ B_δ (b). Proverim, qto ∃ h ∈ L ∃ α ∈ R_+ takie, qto c ∈ B_α(h) ⊂ B_ε(a) ∩ B_δ (b). Po uslovi¸, f(c − a) > ε & f(c − b) > δ. Pust~ u ∈ Q^−_0 . Iz 5.2.2 sleduet, qto suwestvuet r_1 ∈ R_+ f(c + r_1u − a) > ε, i suwestvuet r_2 ∈ R_+ f(c + r_2u − b) > δ. Oboznaqim r := min{r_1, r_2}, h := c + ru. Teper~ f(h − a) > ε & f(h − b) > δ, t.e. h ∈ B_ε(a) ∩ B_δ(b). Oqevidno, qto h < c, t.k. f(h−c) = rf(u) < 0. Oboznaqim f(h−c) =: −2α, α ∈ R_+. Teper~ c ∈ B_α(h). Dalee, B_α(h) ⊂ B_ε(a) ∩ B_δ (b). Deæstvitel~no, esli x ∈ B_α(h), to f(x − a) ¿ f(x − h) + f(h − a) > ε i f(x − b) ¿ f(x − h) + f(h − b) > δ. Opredelenie. Topologi¸ na prostranstve L, bazoæ kotoroæ Øv-

lØetsØ semeæstvo mnoßestv Γ := {B_ε(a) | a ∈ L, ε ∈ R_+}, nazovem vremenipodobnoæ topologieæ, poroßdennoæ psevdonormoæ f.

5.3.2. Izvestno, qto v koneqnomernom lineænom prostranstve

vse normy zada¸t odnu i tu ße topologi¸. Dokaßem (bez ispol~zovaniØ usloviØ koneqnomernosti), qto vremenipodobnaØ topologiØ, poroßdennaØ psevdonormoæ f, faktiqeski zavisit tol~- ko ot oblasti ee zadaniØ (dom f). Oboznaqim Q^+_a = a + Q^+_0 , Γ^′ := {Q^+_a | a ∈ L}.

Lemma 1. Konusy iz Γ^′ sostavlØ¸t bazu nekotoroæ topologii

na L.

Dokazatel~stvo. 1. Mnoßestva iz Γ^′ pokryva¸t vse L (oqevid-

no).

LINE`NYE PROSTRANSTVA KINEMATIQESKOGO TIPA 165 2. Pereseqenie dvuh mnoßestv bazy predstavimo kak ob¨edinenie mnoßestv bazy. Deæstvitel~no, pust~ c ∈ Q^+_a ∩ Q^+_b . Voz~- mem u ∈ Q^−_0 . Tak kak c ∈ Q^+_a , to po M_1 suwestvuet α ∈ R_+ takoe, qto c + αu ∈ Q^+_a . Tak kak c ∈ Q^+_b , to suwestvuet β ∈ R_+ takoe, qto c + βu ∈ Q^+_b . Oboznaqiv γ := min{α, β}, poluqim, qto c ∈ Q^+_{c+γu} ⊂ Q^+_a ∩ Q^+_b .

Lemma 2. V topologii s bazoæ iz ffkstraxarov Γ vse konusy iz Γ^′

otkryty.

Dokazatel~stvo. Proverim, qto Q^+_0 =^⋃_{ε>0} Bε(0). Deæstvitel~no,

esli u ∈ ⋃ ε>0 B_ε(0), to suwestvuet ε ∈ R_+ takoe, qto u ∈ B_ε(0),

sledovatel~no, u > 0. Obratno, esli u > 0, to suwestvuet ε ∈ R_+ takoe, qto ρ(u, 0) > ε > 0 ⇒ u ∈ B_ε(0) ⇒ u ∈ ⋃ ε>0 B_ε(0). Tak kak

Q^+_a = a + Q^+_0 i otobraßenie sloßeniØ nepreryvno (dokazatel~- stvo sm. p. 5.4.2), to vse dokazano.

Lemma 3. V topologii s bazoæ iz konusov Γ^′ vse ffkstraxary iz Γ

otkryty.

Dokazatel~stvo. Pust~ x ∈ Bε(a). Tak ße, kak i vyxe, proverØ-

etsØ (s ispol~zovaniem 5.2.2), qto suwestvuet y ∈ B_ε(a) takoæ, qto x > y. Sledovatel~no, B_ε(a) est~ ob¨edinenie vseh konusov Q^+_y .

Itak, dokazana

Teorema 4. Topologii s bazoæ Γ i s bazoæ Γ^′ sovpada¸t.

5.3.3. PostroennaØ topologiØ sil~no otliqaetsØ ot topologii

klassiqeskogo metriqeskogo prostranstva. V qastnosti, ona ne moßet byt~ hausdorfovoæ. Naprimer, esli a < b i a ∈ B_r (x), to b ∈ B_r(x). Deæstvitel~no, a < b & a ∈ B_r (x) ⇒ f(b − x) ¿ f(b − a) + f(a − x) > r ⇒ b ∈ B_r (x). Krome togo, operaciØ umnoßeniØ na −1 v fftoæ topologii ne ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem. �to svØzano s tem, qto vse mnoßestva bazy napravleny v storonu “uveliqeniØ vremeni” Q^+_0 i ograniqeny s drugoæ storony.

5.4. Usilenie topologii i postroenie lineænoæ kinematiki.

DlØ postroeniØ lineænoæ kinematiki vremenipodobnu¸ topologi¸ neobhodimo usilit~. Oboznaqim Δ := {U ∩ (−V ) | U, V ∈ Γ}.

166 V. R. KRYM

5.4.1. Lemma. Semeæstvo mnoßestv Δ ØvlØetsØ bazoæ nekotoroæ

topologii na L, priqem ffta topologiØ sil~nee, qem vremenipodobnaØ topologiØ.

Dokazatel~stvo. 1. Pereseqenie dvuh mnoßestv bazy predsta-

vimo kak ob¨edinenie mnoßestv bazy. Deæstvitel~no, dlØ l¸- byh U, V, U_1, V_1 ∈ Γ

(U ∩ −V ) ∩ (U_1 ∩ −V_1) = (U ∩ U_1) ∩ −(V ∩ V_1) = = ( ⋃ i U^′_i ) ∩ − ⋃ j V^′_j = ( ⋃ i U^′_i ) ∩ ⋃ j −V^′_j = ⋃ i,j U^′_i ∩ −V^′_j (my pol~zovalis~ tem, qto Γ – baza).

2. TopologiØ s bazoæ Δ sil~nee, qem topologiØ s bazoæ Γ. Voz~mem proizvol~noe U ∈ Γ i vospol~zuemsØ tem, qto mnoßestva iz Γ pokryva¸t vse prostranstvo: U = U ∩ L = U ∩ ( ⋃ V ∈Γ V ) = U ∩ (− ⋃ V ∈Γ V ) = U ∩ ( ⋃ V ∈Γ −V ) = ⋃ V ∈Γ (U ∩ −V ). Sledovatel~no, U

otkryto v topologii s bazoæ Δ. Analogiqno proverØetsØ, qto −U takße otkryto v topologii s bazoæ Δ.

3. Mnoßestva iz Δ pokryva¸t vse prostranstvo L. �to nemedlenno sleduet iz p. 2.

Primer. V kaqestve lineænogo prostranstva voz~mem R, a v ka-

qestve psevdonormy f = idR. Togda vremenipodobnaØ topologiØ

na R – ffto topologiØ s bazoæ iz luqeæ {(x, +∞) | x ∈ R}, a topo-

logiØ s bazoæ Δ – evklidova topologiØ na R.

Opredelenie. Topologi¸ na prostranstve L s bazoæ Δ nazovem

topologieæ, poroßdennoæ psevdonormoæ f.

5.4.2. Teorema 5. Lineænoe prostranstvo f s topologieæ, poro-

ßdennoæ psevdonormoæ f, i otnoxeniem porØdka, poroßdennym toæ ße psevdonormoæ, ØvlØetsØ lineænoæ kinematikoæ.

Dokazatel~stvo. Aksiomy O1, O2 uße provereny pri opredele-

nii otnoxeniØ porØdka na L. Proverim aksiomu N_1.

LINE`NYE PROSTRANSTVA KINEMATIQESKOGO TIPA 167

Lemma. Vvedem oboznaqenie Br,q (a, b) := Br (a) ∩ −Bq (b), gde a, b ∈ L, r, q ∈ R_+. Utverßdaem, qto ∀ a, b, c, d ∈ L ∀ r, q, p, t ∈ R_+ B_{r,q} (a, b) + B_{p,t}(c, d) ⊂ B_{r+p,q+t} (a + c, b + d). Dokazatel~stvo lemmy. Oboznaqim mnoßestvo v levoæ qasti

poslednego vkl¸qeniØ qerez S. s ∈ S ⇔ ∃ x, y ∈ L s = x + y, ρ(x, a) > r, ρ(−x, b) > q, ρ(y, c) > p, ρ(−y, d) > t. Naædem ρ(x + y, a + c) = f(x − a + y − c) ¿ f(x − a) + (y − c) > r + p. Analogiqno, ρ(−(x + y), b + d) = f(−x − b − y − d) ¿ f(−x − b) + f(−y − d) > q + t. �to v toqnosti oznaqaet, qto x + y ∈ B_{r+p}(a + c) ∩ −B_{q+t}(b + d). Lemma dokazana.

Prodolßim dokazatel~stvo teoremy. Pust~ mnoßestvo U ⊂ L otkryto. Nado proverit~, qto ego proobraz pri otobraßenii + : L×L → L otkryt v L×L, t.e. qto ∀ (x, y) ∈ L×L x+y ∈ U ⇒ ∃V , W⊂L – otkrytye mnoßestva takie, qto x ∈ V , y ∈ W , V +W ⊂ U . Moßno sqitat~, qto U , V , W – mnoßestva bazy. Pust~ U = B_{α,β} (u, v). Voz~mem e ∈ Q^+_0 i γ ∈ R_+ i rassmotrim ρ(x, x − γe) = γf(e) > 0. Vyberem γ_1 ∈ R_+ tak, qtoby f(γ_1e) < α i budem sqitat~, qto γ < γ_1. Togda x ∈ B_r (x − γe), gde oboznaqeno f(γe) =: 2r < 2α. Rassmotrim ρ(y, u−(x−γe)) = f(x+y −u−γe), priqem po uslovi¸ f(x + y − u) > α. Po 5.2.2 suwestvuet γ_2 ∈ R_+ takoe, qto f(x + y − u − γ_2e) > α. Vyberem γ = min{γ_1, γ_2} i oboznaqim a := x − γe. Togda x ∈ B_r (a) i y ∈ B_{α−r}(c), gde c := u − a.

Analogiqno, naædutsØ q < β i b ∈ L takie, qto x ∈ −B_q (b) i y ∈ −B_{β−q} (d), gde d := v − b. Teper~ vkl¸qenie B_{r,q} (a, b) + B_{α−r,β−q} (c, d) ⊂ B_{α,β}(u, v) garantirovano po lemme.

Proverim aksiomu N_2. Poskol~ku umnoßenie na skalØr α ∈ R pri α ≠ 0 ØvlØetsØ vzaimno-odnoznaqnym otobraßeniem, nepreryvnosti umnoßeniØ ffkvivalentno sledu¸wee utverßdenie: esli U ⊂ L otkryto, to dlØ l¸bogo α ∈ R (α ≠ 0) αU ⊂ L takße otkryto. �to utverßdenie dostatoqno proverit~ dlØ mnoßestv bazy. Pust~ U = B_r (a)∩−B_q(b). Esli α∈R_+, to αB_r(a) = {αx|ρ(x, a)> r} = {αx|ρ(αx, αa) > αr} = B_{αr}(αa). Esli α ∈ R_−, to analogiq- no αB_r(a) = −B_{|α|r} (|α|a). Sledovatel~no, αU otkryto dlØ vseh α ∈ R\ {0}. Ustoæqivost~ otnoxeniØ porØdka < k sloßeni¸ (aksioma LK_1) sleduet neposredstvenno iz opredeleniØ. Ustoæqivost~ k umnoßeni¸ na skalØry (LK_2) sleduet iz aksiomy M_3.

Proverim aksiomu LK_3: vo vsØkoæ okrestnosti l¸bogo vektora suwestvuet sledu¸wiæ vektor. �to utverßdenie dostatoqno

168 V. R. KRYM proverit~ dlØ mnoßestv bazy. Pust~ a ∈ B_{r,q} (u, v), t.e. ρ(a, u) > r, ρ(−a, v) > q. Voz~mem b ∈ Q^+_0 . Togda dlØ l¸bogo α ∈ R_+ a + αb > a i ρ(a + αb, u) > r. Iz p. 5.2.2 sleduet, qto suwestvuet α_1 ∈ R_+ takoe, qto ρ(−a − α_1b, v) > q. Togda a + α_1b ∈ B_{r,q} (u, v). �to i est~ sledu¸wiæ vektor, prinadleßawiæ toæ ße okrestnosti.

Aksioma LK_4 faktiqeski uße byla proverena v dokazatel~- stve lemmy 2 p. 5.3.2. Tam bylo dokazano, qto Q^+_0 otkryto. No Q^−_0 = −Q^+_0 , i umnoßenie na -1 nepreryvno. Teorema dokazana.

Sledstvie. Pust~ L – lineænoe prostranstvo, f : F → R – psev-

donorma v F , F := Q^+_0 ∪Q^−_0 ∪{0}. Togda topologiØ v L, poroßdennaØ psevdonormoæ, sovpadaet so slabeæxeæ topologieæ lineænoæ kinematiki (L, Δ, <) s konusom buduwego Q^+_0 .

Deæstvitel~no, lineænaØ kinematika s konusom buduwego Q^+_0 dolßna imet~ bazu topologii vida {Q^+_a ∩ Q^−_b | a, b ∈ L}. Iz 5.3.2 sleduet, qto topologii s fftoæ bazoæ i s bazoæ iz pereseqeniæ ffkstraxarov {B_r (a) ∩ −B_q (b) | a, b ∈ L, r, q ∈ R_+} sovpada¸t.

5.5. Nepreryvnost~ psevdonormy.

Teorema 6. FunkciØ f : F → R nepreryvna.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno rassmotret~ prooobrazy lu-

qeæ (ε, +∞) i (−∞, ε) (gde ε ∈ R) i pokazat~, qto oni otkryty. Esli ε ∈ R_+, to f^{−1}((ε, +∞)) = B_ε(0). Esli ε ∈ R_−, to f^{−1}((−∞, ε)) = −B_{|ε|}(0). Ostalos~ rassmotret~ sluqaæ, kogda luq soderßit toqku nol~. Voz~mem ε ∈ R_+ i proverim formulu f^{−1}((−∞, ε)) ∩ F = F \ Cl B_ε(0). (Esli ona verna, to iz nee srazu sleduet otkrytost~ f^{−1}((−∞, ε)) v F ). DlØ fftogo dostatoqno dokazat~ dva utverßdeniØ:

1. F ⊂ f^{−1}((−∞, ε)) ∪ Cl B_ε(0). 2. �to ob¨edinenie – diz¨¸nktnoe.

Proverim (1). Esli x ∈ F , to vozmoßny tri sluqaØ: f(x) < ε, f(x) = ε, f(x) > ε. Oqevidno, qto v pervom sluqae x ∈ f^{−1}((−∞, ε)), a v tret~em x ∈ B_ε(0) ⊂ Cl B_ε(0). Utverßdaem, qto f(x) = ε ⇒ x ∈ Cl B_ε(0). Rassmotrim proizvol~nu¸ okrestnost~ (iz mnoßestv bazy) U toqki x, x ∈ U := B_r (a) ∩ −B_q (b). Proverim, qto U ∩ B_ε(0) ≠ ?. Voz~mem y > 0 i α ∈ R_+. Togda f(x + αy) ¿ f(x) + f(αy) > ε ⇒ x + αy ∈ B_ε(0). Tak kak ρ(−x, b) > q, to v silu 5.2.2 suwestvuet α_1 ∈ R_+ takoe, qto ρ(−(x + α_1y), b) > q. Krome togo, ρ(x + α_1y, a) ¿ f(x − a) + f(α_1y) > r. Sledovatel~no,

LINE`NYE PROSTRANSTVA KINEMATIQESKOGO TIPA 169

x + α_1y ∈ U . Itak, my naxli toqku x + α_1y ∈ U ∩ B_ε(0), t.e. ffto pereseqenie ne pusto.

Proverim (2). Voz~mem x ∈ f^{−1}((−∞, ε)) i pokaßem, qto x /∈ Cl B_ε(0). Esli f(x) 6 0, to x ∈ Q^−_y , gde y ∈ f^{−1}((0, ε)), i sledovatel~no, otdelen okrestnost~¸ ot B_ε(0). Pust~ 0 < f(x) < ε. Togda ∃α ∈ R_+ takoe, qto f((1 + α)x) < ε. Oboznaqim 2β := ρ((1 + α)x, x), β > 0. Sledovatel~no, x ∈ −B_β (−(1 + α)x). Itak, toqka x soderßitsØ v f^{−1}((0, ε)) vmeste s celoæ okrestnost~¸ F ∩ −B_β (−(1 + α)x), t.e. otdelena ot B_ε(0).

Poskol~ku Buzeman ([1], str. 7) i Pimenov ([2], str. 257) sqitali, qto psevdometrika ne opredelØet topologi¸ na L, oba oni byli vynußdeny vvodit~ topologi¸ na L nezavisimo, priqem nepreryvnost~ psevdometriki ρ postulirovalas~. Nax podhod svoboden ot fftih nedostatkov.

5.6. Prostranstvo sloev odnovremennosti.

Opredelenie. LineænaØ kinematika (L, Δ, <) nazyvaetsØ me-

triqeskoæ, esli suwestvuet psevdonorma f : F → R takaØ, qto topologiØ Δ poroßdaetsØ psevdonormoæ f i otnoxenie porØdka < soglasovano s f (t.e. {x ∈ L | x > 0} = {x ∈ L | f(x) > 0}).

5.6.1. Teorema. Pust~ (L, f) – metriqeskaØ lineænaØ kinematika.

Togda faktorprostranstvo ~L – toße metriqeskaØ lineænaØ kinematika, priqem suwestvuet topologiqeskoe vloßenie ~L → L. DlØ l¸bogo topologiqeskogo vloßeniØ ϕ : ~L → L suwestvuet gomeomorfizm L ∼= ϕ(~L) × ~0, gde ~0 ⊂ L imeet antidiskretnu¸ topologi¸, a topologiØ v ϕ(~L) hausdorfova.

Dokazatel~stvo. Pust~ (L, f) – metriqeskaØ lineænaØ kinema-

tika, ~L – sootvetstvu¸waØ faktorkinematika. Pokaßem, qto ~L – toße metriqeskaØ kinematika s psevdonormoæ, opredelennoæ po sledu¸wemu pravilu. Oboznaqim π : L → ~L – proekciØ pri faktorizacii. Opredelim ~f : ~F → R. Pust~ ~a ∈ ~F := π(F ). Togda poloßim ~f (~a) := f(a).

�to opredelenie korrektno: esli a ∼ b, to ~f (~a) = ~f (~b). Predpoloßim, naprotiv, qto a ∼ b, no f(a) ≠ f(b). Pust~ dlØ opredelennosti f(a) > f(b) > 0 (esli by f(a) i f(b) imeli raznye znaki, poluqilos~ by nemedlennoe protivoreqie s ustoæqivost~ otnoxeniØ porØdka < k ffkvivalentnosti ∼). Togda suwestvuet

170 V. R. KRYM

ε ∈ R+ takoe, qto f(a) > ε > f(b) > 0. Sledovatel~no, suwestvuet α ∈ R takoe, qto f(αa) = ε. Pofftomu f(a) > f(αa) ⇒ (1 − α)f(a) >

0 ⇒ f(a − αa) > 0. No a − αa ∼ b − αa i otnoxenie porØdka ustoæqivo k ffkvivalentnosti, sledovatel~no, f(b − αa) > 0. Pofftomu f(b) = f(b − αa + αa) ¿ f(b − αa) + f(αa), no f(αa) > f(b) – proti- voreqie.

Prodolßim dokazatel~stvo teoremy. Oboznaqim ~Q^+_0 := π(Q^+_0 ), ~Q^−_0 := π(Q^−_0 ). Otobraßenie proekcii π lineæno (sledstvie 4.3.2 i 4.3.3), pofftomu ~Q^+_0 – vypuklyæ konus v L s verxinoæ v toqke ~0, ~0 /∈ ~Q^+_0 . Proverim aksiomu M_1. Pust~ ~a ∈ ~Q^+_0 , ~b ∈ ~L. Togda dlØ l¸byh predstaviteleæ v fftih klassah ∃α ∈ R_+ a + αb ∈ Q^+_0 . ProektiruØ ffto v L, poluqaem ~a + α~b ∈ ~Q^+_0 , qto i trebovalos~.

My opredelili funkci¸ ~f : ~F → R_+ tak, qto f = ~f ∘π. Oqevidno, qto ona strogo poloßitel~na tol~ko na ~Q^+_0 , sledovatel~no, otnoxenie porØdka^∼< soglasovano s ~f . Proverim aksiomu M_2. Pust~ ~a > ~0 i ~b > ~0. Togda a > 0, b > 0 i f(a + b) ¿ f(a) + f(b). Pol~zuØs~ tem, qto f = ~f ∘ π i lineænost~¸ π, poluqaem neravenstvo �ænxteæna v faktorkinematike ~f (~a + ~b) ¿ ~f (~a) + ~f (~b). Proverka aksiomy M_3 osuwestvlØetsØ analogiqno. Itak, funkciØ ~f – psevdonorma.

Psevdonorma ~f zadaet na faktorprostranstve ~L topologi¸, kotoraØ sovpadaet s faktortopologieæ L/∼. Deæstvitel~no, baza faktortopologii π(B_ε(a) ∩ −B_δ (b)) = ~B_ε(~a) ∩ − ~B_δ (~b) sovpadaet s bazoæ topologii, poroßdennoæ psevdometrikoæ ~f . Itak, (~L, ~Δ,^∼<) – metriqeskaØ lineænaØ kinematika.

Postroim vloßenie ϕ : ~L → L. DlØ fftogo fiksiruem kakoænibud~ vybor predstaviteleæ ~a → a =: ϕ(~a). In¨ektivnost~ oqevidna. Nepreryvnost~ otobraßeniØ ϕ sleduet iz formuly ϕ^{−1}(B_ε(a) ∩−B_δ(b)) = ~B_ε(~a) ∩− ~B_δ (~b). Rassmotrim privedenie otobraßeniØ ϕ i pokaßem, qto obratnoe k nemu ϕ^{−1} : im ϕ → L nepreryvno. �to sleduet iz ravenstva ϕ^{−1} = π|im ϕ i iz nepreryvnosti π. Itak, ϕ – topologiqeskoe vloßenie.

Pust~ teper~ ϕ : ~L → L – proizvol~noe topologiqeskoe vloßenie. Togda gomeomorfizm ϕ : L → ϕ(~L)×~0 moßno zadat~ formuloæ ψ(a) := (ϕ(~a), a − ϕ(~a)), a ∈ L. Baza topologii v L sovpadaet s bazoæ topologii v ϕ(~L) ×~0. Analogiqno, suwestvuet gomeomorfizm L → ~L × ~0. Ego moßno zadat~ formuloæ a → (~a, a − ϕ(~a)).

LINE`NYE PROSTRANSTVA KINEMATIQESKOGO TIPA 171 Iz 4.3.1 sleduet, qto vse otkrytye (i zamknutye) mnoßestva topologii metriqeskoæ kinematiki sostoØt iz polnyh klassov ffkvivalentnosti. V qastnosti, na podmnoßestve ~0 ⊂ L realizuetsØ antidiskretnaØ topologiØ. Deæstvitel~no, ffto mnoßestvo zamknuto (svoæstvo 4.3.4) i sostoit iz edinstvennogo klassa ffkvivalentnosti. Sledovatel~no, v nem net netrivial~nyh zamknutyh podmnoßestv. Dokazatel~stvo teoremy zakonqeno.

Iz dokazatel~stva teoremy vidno, qto otobraßenie ϕ : ~L → L, osuwestvlØ¸wee vloßenie, ØvlØetsØ proizvol~nym. Pri dokazatel~stve sledstviØ nam budet udobno vybrat~ lineænoe vloßenie, no ffto soverxenno ne obØzatel~no. DlØ fiziqeskih priloßeniæ moßet okazat~sØ estestvennym vloßenie evklidova prostranstva Minkovskogo v lineænoe prostranstvo nekotoroæ bol~xeæ razmernosti kak podmnogoobraziØ. �tot metod primenØetsØ pri postroenii teoriæ ob¨edinennyh vzaimodeæstviæ, vkl¸qa¸wih gravitaci¸ [4].

5.6.2. Sledstvie. Pust~ (L, f) – metriqeskaØ lineænaØ kinema-

tika. Togda L razlagaetsØ v dekartovo proizvedenie dvuh lineænyh topologiqeskih prostranstv, L = E × A, priqem A imeet antidiskretnu¸ topologi¸, a topologiØ na E evklidova.

Dokazatel~stvo. Iz predyduweæ teoremy i p. 4.4 neposred-

stvenno sleduet, qto L = H × A, gde H, A – lineænye prostranstva, topologiØ na H hausdorfova, na A = ~0 – antidiskretna. V silu teoremy 1 §3 slabeæxaØ topologiØ na L dopuskaet razloßenie L = E×D×A, gde E, D, A – lineænye prostranstva s evklidovoæ, diskretnoæ i antidiskretnoæ topologieæ, sootvetstvenno. S uqetom sledstviØ iz teoremy 5 (p. 5.4.2) ots¸da sleduet, qto H = E × D. Odnako v silu aksiomy M_1 diskretnoe prostranstvo D ne moßet vhodit~ v ffto razloßenie, t.e. dim D = 0. Predpoloßim protivnoe: pust~ dim D > 0. Togda libo suwestvuet mnoßestvo bazy takoe, qto aff (B_ε(a) ∩ −B_δ (b)) ≠ L, libo konus Q^+_0 soderßit hotØ by odin luq, iduwiæ po ego granice. Vo vtorom sluqae protivoreqie s M_1 oqevidno. V pervom sluqae voz~mem toqki x ∈ B_{ε,δ}(a, b), y ∈ L \ aff B_{ε,δ}(a, b) i rassmotrim vektor y − x. Po p.5.2.2, ∃α ∈ R_+ x−a+α(y−x) ∈ F &ρ(x+α(y−x), a) > ε. Analo- giqno, ∃β ∈ R_+ −x − b − β(y − x) ∈ F &ρ(−(x + β(y − x)), b) > δ. Obo- znaqim γ := min{α, β}. Iz 5.2.3 sleduet, qto x+γ(y −x) ∈ B_{ε,δ} (a, b) – protivoreqie (y /∈ aff B_{ε,δ}(a, b)).

172 V. R. KRYM

Takim obrazom, faktortopologiØ metriqeskoæ lineænoæ kinematiki vsegda okazyvaetsØ evklidovoæ. Evklidovy prostranstva s zadannym v nih otnoxeniem porØdka byli izuqeny Aleksandrovym [5, 6].

5.6.3. Sluqaæ “mnoßestvennosti mirov” moßet byt~ qastiq-

no opisan s pomox~¸ metriqeskoæ lineænoæ kinematiki, esli oslabit~ formulirovku aksiomy M_1:

M_4. ∀ a ∈ Q^+_0 ∀ b ∈ F ∃α ∈ R_+ a + αb ∈ Q^+_0 ,

ili v funkcional~noæ formulirovke M^′_4. ∀ a ∈ F f(a) > 0 ⇒ ∀ b ∈ F ∃α ∈ R_+ a+αb ∈ F & f(a+αb) > 0. V fftoæ formulirovke uslovie ∀ b ∈ L zameneno na bolee slaboe ∀ b ∈ F . Prosteæxie sledstviØ iz aksiom, privedennye v razdele 5.2, legko pereformulirovat~ s uqetom fftogo izmeneniØ, zamenØØ b ∈ L na b ∈ F . Formulirovka sledstviØ iz p. 5.6.2 izmenitsØ:

Sledstvie. Pust~ (L, f) – metriqeskaØ lineænaØ kinematika,

udovletvorØ¸waØ aksiomam M_4, M_2, M_3. Togda L razlagaetsØ v dekartovo proizvedenie treh lineænyh topologiqeskih prostranstv, L = E × A × D, priqem A imeet antidiskretnu¸ topologi¸, D – diskretnu¸, a topologiØ na E evklidova.

Zametim, qto sloi E × A ne svØzany otnoxeniem priqinnosti. Ostal~nye utverßdeniØ §5 sohranØ¸tsØ bez izmeneniæ.

5.6.4. Samyæ rasprostranennyæ primer metriqeskoæ kine-

matiki – prostranstvo Minkovskogo. Rassmotrim prostranstvo

L = R^4 i funkci¸ f(x, y, z, t) = sgn t·^√t^2 − x^2 − y^2 − z^2 (sgn 0 := 0).

Oboznaqim F := Supp f ∪ {0}. �to konus, i funkciØ f est~ vremenipodobnaØ norma (aksiomy M_{1−3} vypolneny). FunkciØ f zadaet v L obyqnu¸ evklidovu topologi¸.

Avtor priznatelen V. A. Zalgalleru za poleznye obsußdeniØ.

Literatura

1. H. Busemann, Timelike spaces. — Rozpr. Mat. No. 53 (1967).

2. R. I. Pimenov, Prostranstva kinematiqeskogo tipa (matematiqeskaØ

teoriØ prostranstva-vremeni). — Zap. nauqn. semin. LOMI 6 (1968). 3. H. Everett, “Relative state” formulation of quantum mechanics. — Rev. Mod.

Phys. 29 (1957), 454.

LINE`NYE PROSTRANSTVA KINEMATIQESKOGO TIPA 173

4. T. Isse, Unification of gravity, gauge and Higgs fields by confined quantum fields.

— Progr. Theor. Phys. Suppl. No. 114 (1993), 109.

5. A. D. Aleksandrov, A contribution to chronogeometry. — Canad. J. Math. 19 (1967), 1119.

6. A. D. Aleksandrov, Konusy s tranzitivnoæ gruppoæ. — DAN SSSR 189,

No. 4 (1969), 695.

Krym V. R. Linear spaces of kinematic type.

Linear topological spaces with partial ordering are studied. It is assumed that the above-mentioned three structures are related to each other by a set of 8 axioms. Most of the results are valid for both the finite-dimensional and the infinite-dimensional case. In applications to physics, partial ordering is interpreted as the causal structure. Both the Newtonian and the special relativity causal structure are studied, and some other possible types of causality are discussed.

Postupilo 29 maØ 1996 g.

Biblioteka Akademii Nauk