V. V. Makeev O P˚TIUGOL^NIKAH, VPISANNYH V ZAMKNUTUı VYPUKLUı KRIVUı

Vs¸du v dal~neæxem pod vypukloæ figuroæ ponimaem nepustoe kompaktnoe vypukloe mnoßestvo na ploskosti. Govorim, qto mnogougol~nik vpisan (affinno vpisan) v vypuklu¸ figuru K, esli ego verxiny (verxiny nekotorogo ego affinnogo obraza) leßat na granice ∂K figury K. V [1, 2] dokazano, qto v l¸bu¸ vypuklu¸ figuru K moßno vpisat~ affinnyæ obraz pravil~nogo pØtiugol~nika s verxinoæ v napered zadannoæ toqke granicy ∂K. Neqnem s teoremy, kotoraØ obobwaet sformulirovannoe utverßdenie, a takße teoremu 1 raboty [3].

Teorema 1. Pust~ summa l¸byh dvuh sosednih uglov vypuklogo pØ-

tiugol~nika A_1A_2A_3A_4A_5 bol~xe π, a A_0 – fiksirovannaØ toqka granicy ∂K vypukloæ figury K ⊂ R^2. Togda suwestvuet affinnyæ obraz pØtiugol~nika, vpisannyæ v K tak, qto verxina A_1 leßit v toqke A_0.

Oboznaqim Aff^+_2 gruppu sohranØ¸wih orientaci¸ affinnyh preobrazovaniæ ploskosti. Rassmotrim mnoßestva A = � (a(A_1), a(A_2), a(A_3), a(A_4), a(A_5)) ∈ R^{2×5} | a ∈ Aff^+_2 � i B = (∂K)^5 ⊂ R^{2×5}. Pust~ π : B = (∂K)^5 → ∂K proekciØ na pervyæ somnoßitel~. My dolßny dokazat~, qto π(A ∩ B) = ∂K.

Dokaßem ffto snaqala dlØ nekotorogo plotnogo v C^1-topologii mnoßestva vypuklyh figur K s gladkoæ graniceæ ∂K. DlØ vypukloæ figury K s gladkoæ graniceæ ∂K mnoßestvo B est~ gladko vloßennnyæ v R^{2×5} pØtimernyæ tor T^5. Mnoßestvo A est~ gladko vloßennyæ v R^{2×5} obraz gruppy Aff^+_2 . DlØ plotnogo v

C^1-topologii mnoßestva vypuklyh figur K s gladkoæ grani-

ceæ, kotorye my budem nazyvat~ figurami obwego poloßeniØ, podmnogoobraziØ A i B transversal~ny, i, esli A ∩ B nepusto, to ono ØvlØetsØ odnomernym orientirovannym i, kak my uvidim niße, kompaktnym mnogoobraziem. Dokaßem, qto fflement grup- 184

O P˚TIUGOL^NIKAH 185 py gomologiæ H_1(B; Z), kotoryæ realizuetsØ podmnogoobraziem

A ∩ B, ne zavisit ot vybora figury K obwego poloßeniØ.

L¸bye dve vypuklye figury K_0, K_1 ⊂ R^2 obwego poloßeniØ gladko izotopny i pust~ {K_t | 0 ⩽ t ⩽ 1} sootvetstvu¸waØ izotopiØ v klasse vypuklyh figur s gladkoæ graniceæ, i pust~

F : T^5 × [0, 1] → R^{2×5} sootvetstvu¸waØ izotopiØ pØtimernogo

tora. Malym vozmuweniem izotopii {K_t | 0 ⩽ t ⩽ 1}, toßdestvennym vblizi kraev K_0 i K_1, privedem izotopi¸ F v obwee poloßenie s podmnogoobraziem A. Togda F^{−1}(A) est~ orientirovannaØ dvumernaØ plenka, soograniqiva¸waØ F^{−1}(A) ∩ (T^5 × 0) i F^{−1}(A) ∩ (T^5 × 1). Pokaßem, qto mnoßestvo F^{−1}(A) kompaktno. DlØ fftogo nam ponadobitsØ

Lemma. Pust~ summa l¸byh dvuh sosednih uglov vypuklogo pØti-

ugol~nika A_1 . . . A_5 bol~xe π. Togda suwestvuet takoe C > 0, qto dlØ vsØkoæ vypukloæ figury K, v kotoru¸ fftot pØtiugol~nik vpisan, vypolnØetsØ S ⩾ CS(K), gde S – plowad~ pØtiugol~ka, a S(K) – plowad~ figury K.

Deæstvitel~no, esli pØtiugol~nik vpisan v vypuklu¸ figuru K, to K soderßitsØ v nevypuklom desØtiugol~nike, poluqennom prodolßeniem storon pØtiugol~nika (ris. 1)

Ris. 1.

Rassmatrivaemyæ desØtiugol~nik budet ograniqennym v silu togo, qto summa l¸byh sosednih uglov ishodnogo pØtiugol~nika bol~xe π. Togda v kaqestve C moßno vzØt~ S/S_1, gde S_1 – plowal~ desØtiugol~nika na ris. 1.

186 V. V. MAKEEV

Iz lemmy sleduet, qto mnoßestvo affinnyh obrazov pØtiugol~nika A_1 . . . A_5, vpisannyh v kompaktnoe semeæstvo vypuklyh figur, samo kompaktno, tak kak ono zamknuto i diametry fftih pØtiugol~nikov ravnomerno ograniqeny sverhu, a plowadi po lemme ravnomerno ograniqeny snizu poloßitel~nym qislom.

Dokaßem, qto gomologiqeskiæ klass, realizuemyæ A ∩ B v

H_1(B; Z), raven klassu diagonali tora (∂K)^5 dlØ figury K ob-

wego poloßeniØ.

KrivaØ vtorogo porØdka, prohodØwaØ qerez toqki A_1, . . . , A_5, ØvlØetsØ ffllipsom, Deæstvitel~no v silu vypuklosti pØtiugol~nika vse pØt~ toqek dolßny leßat~ na odnoæ vetvi krivoæ, esli ffto giperbola. Pust~ toqki zanumerovany v porØdke ih sledovaniØ na krivoæ, togda ∠ A_1 + ∠ A_5 < π, esli krivaØ est~ parabola ili giperbola, qto protivoreqit uslovi¸ teoremy 1.

Pust~ toqki A_1, . . . , A_5, leßat na granice ∂K ffllipsa K. Esli ffllips K – krug, to mnoßestvo preobrazovaniæ iz Aff^+_2 , vpisyva¸wih pØtiugol~nik A_1 . . . A_5, v K, est~ gruppa povorotov K vokrug ego centra. Pust~ a ∈ Aff^+_2 – preobrazovanie, perevodØwee ffllips K v krug K^′. Togda mnoßestvo preobrazovaniæ iz

Aff^+_2 , vpisyva¸wih A_1 . . . A_5 v ffllips K, est~ podgruppa Aff^+_2 , so-

prØßennaØ s gruppoæ povorotov vokrug centra kruga K^′ posredstvom preobrazovaniØ a. DeformaciØ preobrazovaniØ a v toßdestvennoe preobrazovanie daet izotopi¸ pary ((∂K)^5, (∂K)^5 ∩A) v

R^{2×5} v sootvetstvu¸wu¸ paru dlØ kruga K. StØgivaØ verxiny A_1, . . . , A_5 k verxine A_1 po okrußnosti ∂K kruga K, poluqaem

izotopi¸ pary ((∂K)^5, (∂K)^5 ∩ A) v paru ((∂K)^5, Δ), gde Δ – diagonal~ proizvedeniØ (∂K)^5.

�llips K ØvlØetsØ figuroæ obwego poloßeniØ. �to sleduet iz vozmoßnosti nezavisimo sdvigat~ verxiny pØtiugol~nika transversal~no k granice ffllipsa K posredstvom maloæ deformacii affinnogo preobrazovaniØ, vpisyva¸wego pØtiugol~nik v ffllips. �ta vozmoßnost~ ravnosil~na vozmoßnosti sdvigat~ l¸bu¸ verxinu pØtiugol~nika transversal~no k granice ffllipsa maloæ deformacieæ samogo ffllipsa, qto sleduet iz togo, qto qerez l¸bu¸ dostatoqno blizku¸ k A_1, . . . , A_5 pØterku toqek ploskosti prohodit edinstvennyæ ffllips.

Iz dokazannogo nami sleduet, qto proekciØ π : (A ∩ B) → ∂K dlØ figury K obwego poloßeniØ induciruet netrivial~nyæ gomomorfizm v odnomernyh gomologiØh, pofftomu π(A ∩ B) = ∂K.

O P˚TIUGOL^NIKAH 187 Pust~ K – proizvol~naØ vypuklaØ figura s vydelennoæ graniqnoæ toqkoæ A. Pust~ (K_n, B_n) – posledovatel~nost~ figur obwego poloßeniØ s vydelennymi graniqnymi toqkami B_n, shodØwaØsØ k pare (K, A_0). Pust~ a_n – affinnyæ obraz pØtiugol~nika

A_1 . . . A_5, vpisannyæ v figuru K_n s obrazom verxiny A_1 v toq-

ke B_n. Tak kak diametry pØtiugol~nikov a_n ravnomerno ograniqeny sverhu, a plowadi v silu lemmy 1 ravnomerno ograniqeny snizu poloßitel~nym qislom, to iz posledovatel~nosti pØtiugol~nikov a_n moßno vydelit~ podposledovatel~nost~, shodØwu- ¸sØ k nekotoromu affinnomu obrazu a pØtiugol~nika A_1 . . . A_5, vpisannomu v figuru K s obrazom verxiny A_1 v toqke A_0. Teorema 1 dokazana.

Zameqanie. Oqevidno, qto dlØ togo, qtoby pØtiugol~nik A1. . .A5

mog byt~ affinno vpisan v l¸bu¸ vypuklu¸ figuru neobhodimo, qtoby toqki A_1, . . . , A_5 leßali na nekotorom ffllipse. Odnako teorema 1 ne obobwaetsØ na proizvol~nyæ vpisannyæ v ffllips pØtiugol~nik A_1 . . . A_5. Dokaßem ffto.

Rassmotrim toqki A_1, . . . , A_5, leßawie na okrußnosti v porØdke sledovaniØ protiv qasovoæ strelki, priqem A_1A_2 = A_4A_5,

A_2A_3 = A_3A_4, ∠ A_5A_1A_2 <^π_2 i ∠ A_3CA_4 >^π_2 , gde C – toqka pe-

reseqeniØ prØmyh A_2A_3 i A_4A_5 (ris. 2). Zametim, qto togda

A_3C < A_4A_3 = A_2A_3.

Ris. 2.

V fftom sluqae affinnyæ obraz A_1 . . . A_5 ne moßet byt~ tak vpisan v treugol~nik T , qto verxina A_3 pereædet v seredinu storony treugol~nika T . Esli by ffto udalos~ sdelat~, qto vmeste s verxinoæ A_3 na storonu T dolßna popast~ ewe odna ver-

188 V. V. MAKEEV xina pØtiugol~nika, tak kak v protivnom sluqae otrezki A_1A_2 i

A_4A_5 dolßny leßat~ na dvuh drugih storonah treugol~nika T ,

qego ne moßet byt~, tak kak luqi s naqalom v toqkah A_2 i A_4 i prohodØwie qerez toqki A_1 i A_5 sootvetstvenno ne pereseka¸tsØ v silu vybora pØtiugol~nika. Itak, vmeste s verxinoæ A_3 na storone T leßit verxina A_2 ili A_4 pØtiugol~nika, qto bezrazliqno v silu simmetrii pØtiugol~nika A_1 . . . A_5. Pust~ verxiny

A_2 i A_3 leßat na odnoæ storone treugol~nika. Togda na nekoto-

roæ drugoæ storone treugol~nika T leßat verxiny A_1 i A_5 ili verxiny A_4 i A_5 (ris. 3). Bukvami A, B, C

(a) (b)

Ris. 3.

oboznaqeny verxiny treugol~nika T . Na ris. 3(b) imeem A_2A_3 >

A_3C po postroeni¸ pØtiugol~nika, pofftomu toqka A_3 ne seredi-

na storony AC. Analogiqno na ris. 3(a) A_2A_3 > A_3C^′ > A_3C, gde

C^′ – toqka pereseqeniØ AC i A_5A_4, pofftomu toqka A_3 takße ne

seredina storony AC.

Odnako imeet mesto teorema, anonsirovannaØ v [4].

Teorema 2. Pust~ toqki A1, . . . , A5 leßat na nekotorom fflli-

pse, a K – vypuklaØ figura s C^4-gladkoæ graniceæ ∂K poloßitel~- noæ krivizny s vydelennoæ toqkoæ A ∈ ∂K. Togda nekotoryæ affinnyæ obraz pØtiugol~nika A_1 . . . A_5 tak vpisan v figuru K, qto toqka A_1 perehodit v toqku A.

Dokazatel~stvo teoremy 2 v toqnosti sleduet dokazatel~stvu teoremy 1 za iskl¸qeniem obosnovaniØ kompaktnosti mnoßestva vpisannyh affinnyh obrazov pØtiugol~nika, tak kak lemma 1

O P˚TIUGOL^NIKAH 189 dlØ proizvol~nogo vpisannogo v ffllips pØtiugol~nika A_1 . . . A_5 ne vypolnØetsØ.

Pust~ {K_t | 0 ⩽ t ⩽ 1} – gladkaØ klassa C^4 deformaciØ figury K_0 v klasse figur s C^4-gladkoæ graniceæ s poloßitel~noæ gaussovoæ kriviznoæ. Dokaßem, qto mnoßestvo affinnyh obrazov pØtiugol~nika A_1 . . . A_5, vpisannyh v figury {K_t | 0 ⩽ t ⩽ 1}, kompaktno. Oqevidno, qto diametry fftih pØtiugol~nikov ravnomerno ograniqeny i dostatoqno dokazat~, qto ih plowadi ograniqeny snizu poloßitel~nym qislom. Esli ffto ne tak, to iz rassmatrivaemyh affinnyh obrazov pØtiugol~nika A_1 . . . A_5 moßno vydelit~ podposledovatel~nost~, shodØwu¸sØ k nekotoromu vyroßdennomu lineænomu obrazu pØtiugol~nika, to est~ otrezku ili toqke. Esli lineænyæ obraz pØtiugol~nika A_1 . . . A_5, vpisannyæ v nekotoru¸ figuru K_t est~ otrezok, to odna iz verxin pØtiugol~nika perehodit vnutr~ fftogo otrezka, qto protivoreqit tomu, qto granica figury K_t imeet poloßitel~nu¸ kriviznu. Esli ße posledovatel~nost~ a_n affinnyh obrazov pØtiugol~nika A_1 . . . A_5 shoditsØ k nekotoroæ toqke a ∈ ∂K_t, to, kak izvestno, posledovatel~nost~ γ_n krivyh vtorogo porØdka, prohodØwih qerez verxiny a_n shoditsØ k krivoæ vtorogo porØdka, ime¸weæ qetyrehkratnyæ kontakt s ∂K_t v toqke a. �to protivoreqit tomu, qto prohodØwie qerez verxiny pØtiugol~nika a_n krivye vtorogo porØdka sut~ ffllipsy so stremØwimisØ k nul¸ diametrami.

Zameqanie. Teoremy 1 i 2 dannoæ raboty bez trudy pereno-

sØtsØ na opisannye pØtiugol~niki, qto qastiqno sdelano v [3]. Avtoru ne izvestno obobwa¸tsØ li ffti teoremy na nevypuklye nesamopereseka¸wiesØ zamknutye krivye.

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke grantom RFFI 96–01–00681.

Literatura

1. W. Böhme,, Ein satz über ebene konvexe figuren. — Math. Phys. Semesterber 6 (1958), 153–156.

2. B. Günbaum,, Affineregular polygons inscribed in plane convex sets. — Riveon Lematematika 13 (1959), 20–24.

3. V. Makeev,, Applications of topology to some problems in combinatorial geometry.

— Amer. Math. Soc. Transl. (2) 174 (1996), 223–228.

4. V. Makeev,, Polygons inscribed in a convex body. Abstracts. Convex and discrete geometry. Institut Mathematyki i Fizyki ATR Budgoszcz, Poland, June 27–July

190 V. V. MAKEEV

2, 1994.

Makeev V. V. On pentagons incribed in closed convex curve. The following two theorems are proved in the paper. 1. Suppose that the sum of any two neighbouring angles of a pentagon A_1 . . . A_5 exceeds π. Let A_0 be any point on the boundary ∂K of a convex set K ⊂ R^2. Then there is an affine image of that pentagon such that this image is inscribe in K and A_0 is the image of A_1.

2. The above theorem does not admit generalization to all pentagons inscribed in an ellipse.

3. Let A_1, . . . , A_5 be points of some ellipse, let K ⊂ R^2 be a convex set with C^4-smooth boundary ∂K of positive curvature, and let A_0 ∈ ∂K be a distinguished point of the boundary. Then there is an affine image of the pentagon A_1 . . . A_5 such that this image is inscribed in K and A_0 is the image of A_1.

Postupilo 2 i¸nØ 1996 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet