V. V. Makeev OB AFFINNYH OBRAZAH ROMBODODEKA�DRA, OPISANNYH VOKRUG TREHMERNOGO VYPUKLOGO TELA

Vs¸du v dal~neæxem pod vypuklym telom ponimaem kompaktnoe vypukloe mnoßestvo s nepustoæ vnutrennost~¸. V [1] dokazano, qto vo vsØkoe vypukloe telo K ⊂ R^3, krome nißepereqislennyh, moßno vpisat~ affinnyæ obraz kubooktaffdra. Kubooktaffdr est~ vypuklaØ oboloqka seredin reber kuba. Vozmoßnye iskl¸- qeniØ sostavlØ¸t vypuklye tela, soderßawie parallelogram P i soderßawiesØ v cilindre s napravlØ¸wim mnoßestvom P . V dannoæ rabote dokazyvaetsØ dvoæstvennoe utverßdenie. Rombododekaffdrom nazyvaetsØ mnogogrannik dvoæstvennyæ k kubooktaffdru.

Teorema. Vokrug vsØkogo vypuklogo tela v R^3, krome niße uka-

zannyh, moßet byt~ opisan affinnyæ obraz rombododekaffdra. Vozmoßnye iskl¸qeniØ predstavlØ¸t soboæ tela, soderßawie parallelogram P i soderßawiesØ v cilindre s napravlØ¸wim mnoßestvom P .

Poskol~ku dokazatel~stvo fftoæ teoremy analogiqno dokazatel~stvu upomØnutoæ vyxe teoremy 5 [1], my nametim lix~ ego osnovnye fftapy.

Pust~ A – rombododekaffdr s granØmi Γ_1, . . . , Γ_{12} i s qislovymi osØmi l_1, . . . , l_{12}, provedennymi iz ego centra perpendikulØrno k granØm Γ_1, . . . , Γ_{12} sootvetstvenno. Oboznaqim Aff^+_3 gruppu sohranØ¸wih orientaci¸ affinnyh preobrazovaniæ evklidova prostranstva R^3, a H ⊂ Aff^+_3 ee podgruppu, sostoØwu¸ iz preobrazovaniæ, perevodØwih rombododekaffdr A v sebØ. DlØ vsØkogo ograniqennogo vypuklogo K ⊂R^3 s gladkoæ opornoæ funkcieæ opredelim gladkoe otobraßenie F : Aff^+_3 → R^{12}. DlØ vsØkogo

a ∈ Aff^+_3 i 1 6 i 6 12 oboznaqim x_i toqku pereseqeniØ osi a(l_i)

s gran~¸ a(Γ_i), a y_i – pravu¸ iz toqek pereseqeniØ osi a(l_i) s opornymi k telu K ploskostØmi, parallel~nymi grani a(Γ_i). Poloßim F (a) = (x_1 − y_1, . . . , x_{12} − y_{12}). Oqevidno, qto mnogo- 191

192 V. V. MAKEEV grannik a(A) opisan vokrug K ⊂ R^3 togda i tol~ko togda, kogda

a(A) = (0, 0, . . . , 0) = 0 ∈ R^{12}. Nazovem ograniqennoe vypukloe te-

lo K ⊂R^3 s gladkoæ opornoæ funkcieæ telom obwego poloßeniØ, esli 0 ∈ R^{12} ØvlØetsØ regulØrnym znaqeniem dlØ otobraßeniØ F . Tela obwego poloßeniØ sostavlØ¸t otkrytoe plotnoe mnoßestvo v C^1-topologii vo mnoßestve C^1-gladkih vypuklyh tel v R^3. Oqevidno, qto F �^1(0) est~ H-invariantnoe podmnoßestvo v gruppe Aff^+_3 . DlØ tel obwego poloßeniØ mnoßestvo F �^1(0)/H koneqno, to est~ koliqestvo razliqnyh affinnyh obrazov A, opisannyh vokrug K koneqno. Po standartnym topologiqeskim soobraßeniØm vyqet po modul¸ 2 qisla fflementov mnoßestva F �^1(0)/H ne zavisit ot vybora tela K obwego poloßeniØ. Dokaßem, qto fftot vyqet raven edinice.

V [1] dokazano, qto vo vsØkoe C^1-gladkoe telo K, dostatoqno blizkoe v C^1-topologii k sglaßennomu v malyh okrestnostØh reber tetraffdru, moßno vpisat~ rovno pØt~ affinnyh obrazov kubooktaffdra. Pri umen~xenii vozmuweniØ tetraffdra ffti vpisannye affinnye obrazy kubooktaffdra shodØtsØ k izobraßennym na Ris. 1 a) i b) affinnym obrazam kubooktaffdra, vpisannyh v tetraffdr K. Na oboih risunkah verxiny vpisannyh affinnyh obrazov kubooktaffdra leßat v treh parallel~nyh ploskostØh, nißnØØ iz kotoryh sovpadaet s ploskost~¸ grani tetraffdra K, v kotoroæ soderßitsØ treugol~naØ gran~ obraza kubooktaffdra. VerhnØØ ploskost~ peresekaet tetraffdr po treugol~niku, serediny storon (verxiny) kotorogo sovpada¸t s tremØ verxinami vpisannogo affinnogo obraza kubooktaffdra na Ris. a) (Ris. b)). SrednØØ ploskost~ peresekaet tetraffdr po treugol~niku, kaßdu¸ storonu kotorogo delØt na tri ravnye qasti dve verxiny affinno vpisannogo v tetraffdr kubooktaffdra. Baricentriqeskie koordinaty centra affinno vpisannogo kubooktaffdra Ris. 1 a) est~ (^1_4 ,^1_4 ,^1_4 ,^1_4 ) i sootvetstvenno (^2_5 ,^1_5 ,^1_5 ,^1_5 ) s toqnost~¸ do perestanovki koordinat na Ris. 1 b). Takim obrazom, imeetsØ edinstvennyæ vpisannyæ v tetraffdr, affinnyæ obraz kubooktaffdra, izobraßennyæ na Ris. 1 a) i qetyre tipa Ris. 1 b).

Esli affinnyæ obraz A kubooktaffdra s centrom v toqke O vpisan v blizkoe k tetraffdru telo T s gladkoæ opornoæ i luqevoæ funkcieæ otnositel~no toqki O, to polØrnye im otnositel~no ediniqnogo xara s centrom v toqke O tela A0 i T 0 predstavlØ¸t soboæ affinnyæ obraz rombododekaffdra, opisannyæ

OB AFFINNYH OBRAZAH ROMBODODEKA�DRA 193

Ris. 1.

vokrug blizkogo k tetraffdru tela T 0 s gladkoæ opornoæ i luqevoæ funkcieæ otnositel~no toqki O i naoborot. Pri fftom, T 0 ØvlØetsØ telom obwego poloßeniØ po otnoxeni¸ k_A0 togda i tol~ko togda, kogda T ØvlØetsØ telom obwego poloßeniØ po otnoxeni¸ k A. Deæstvitel~no, vozmoßnost~ otodvigat~ odnu iz graneæ A0 ot granicy T 0 malym vozmuweniem affinnogo obraza A0 ravnosil~na vozmoßnosti sdvigat~ odnu iz verxin A s granicy T malym vozmuweniem affinnogo obraza A. Tak bez truda proverØetsØ, qto vokrug tela T 0, polØrnogo otnositel~no ediniqnogo xara s centrom O pravil~nomu tetraffdru T s tem ße centrom O, sglaßennomu vyxeopisannym sposobom v malyh okrestnostØh reber, moßno opisat~ rovno pØt~ affinnyh obrazov rombododekaffdra, priqem T 0 ØvlØetsØ telom obwego poloßeniØ. Oqevidno, qto pri umen~xenii vozmuweniØ T telo T 0 priblißaetsØ v obyqnoæ metrike Hausdorfa k pravil~nomu tetraffdru, a ego affinno-opisannye rombododekaffdry k pØti affinno-opisannym rombododekaffdram, ime¸wim s T 0 qetyre obwie verxiny, priqem v qetyreh verxinah odnogo shodØtsØ po tri grani, a v treh verxinah ostal~nyh shodØtsØ po qetyre grani, a v odnoæ tri grani rombododekaffdra. Takim obrazom, vokrug vsØkogo tela obwego poloßeniØ opisano neqetnoe qislo razliqnyh affinnyh obrazov rombododekaffdra.

Nam ponadobitsØ sledu¸wee dvoæstvennoe k lemme 3 [1] utverßdenie.

Lemma. Pust~ K – kompaktnoe mnoßestvo vypuklyh tel v R^3.

Esli semeæstvo vsevozmoßnyh affinnyh obrazov rombododekaffdra, opisannyh vokrug tel iz K, ne kompaktno, to v K naædetsØ vypukloe telo K, soderßawee nekotoryæ parallelogram P i samo soderßaweesØ v cilindre s napravlØ¸wim mnoßestvom P .

194 V. V. MAKEEV

Zaverxim teper~ dokazatel~stvo teoremy. Pust~ K – vypukloe trehmernoe telo, ne ØvlØ¸weesØ iskl¸qitel~nym. Pust~ {K_n} – posledovatel~nost~ C^1-gladkih tel obwego poloßeniØ, shodØwihsØ v obyqnoæ metrike Hausdorfa k telu K, i A_n – affinnyæ obraz rombododekaffdra, opisannyæ vokrug K_n. Po lemme mnoßestvo affinnyh obrazov rombododekaffdra, opisannyh vokrug K ili odnogo iz K_n, kompaktno. Pofftomu iz posledovatel~- nosti {A_n} moßno vydelit~ podposledovatel~nost~, shodØwu¸sØ k affinnomu obrazu rombododekaffdra, opisannomu vokrug K.

Zameqanie. Avtoru neizvestno, suwestvuet li trehmernoe vy-

pukloe telo, vokrug kotorogo ne opisan nikakoæ affinnyæ obraz rombododekaffdra.

Sledstvie 1. VsØkoe podmnoßestvo K ⊂ R^3 diametra d soder-

ßitsØ v rombododekaffdre s rasstoØniem d meßdu protivoleßawimi granØmi.

Deæstvitel~no, vsØkoe mnoßestvo K ⊂ R^3 diametra d soderßitsØ v nekotorom podmnoßestve K_1 ⊂ R^3 postoØnnoæ xiriny d, kotoroe zavedomo ne ØvlØetsØ iskl¸qitel~nym. Po dokazannoæ teoreme vokrug K_1 moßno opisat~ affinnyæ obraz rombododekaffdra, kotoryæ i budet iskomym, tak kak rasstoØnie meßdu ego protivoleßawimi granØmi ravno d.

Sledstvie 2. VsØkoe podmnoßestvo K ⊂ R^3 diametra d soder-

ßitsØ v rombododekaffdre s rasstoØniem d meßdu protivoleßawimi granØmi, useqennom tremØ vzaimno perpendikulØrnymi ploskostØmi, prohodØwimi na rasstoØnii^d_2 ot centra rombododekaffdra i otseka¸wimi ot nego pravil~nye qetyrehugol~nye piramidy s verxinami v verxinah rombododekaffdra.

Rassmotrim xest~ ploskosteæ, provedennyh na rasstoØnii^d_2 ot centra rombododekaffdra i otseka¸wih ot nego xest~ pravil~nyh qetyrehugol~nyh piramid s verxinami v verxinah rombododekaffdra. L¸boe soderßaweesØ v rombododekaffdre. Telo K ⊂R^3 diametra d ne imeet obwih vnutrennih toqek s odnoæ iz l¸byh dvuh simmetriqnyh otnositel~no centra rombododekaffdra piramid, udalennyh drug ot druga na rasstoØnie d, a znaqit soderßitsØ v trebuemom mnogogrannike.

�lementarnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto ob¨em postroennogo useqennogo rombododekaffdra raven (3.5 − 2 √ 2)d^3 < 0.672d^3.

OB AFFINNYH OBRAZAH ROMBODODEKA�DRA 195 L. Evdokimov s pomow~¸ komp~¸tera naxel razbienie postroennogo useqennogo mnogogrannika na 4 qasti, diametr kotoryh men~xe 0.98d. �to uluqxaet rekordnu¸ ranee ocenku Gr¸nbauma [2], kotoraØ byla ravna 0.9887d.

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke grantom RFFI 96–01–00681.

Literatura

1. V. Makeev, Affinno vpisannye i opisannye mnogougol~niki i mnogogran-

niki. — Zap. nauqn. semin. POMI 231 (1996), 286–298. 2. B. Grünbaum, A simple proof of Borsuk’s conjecture in three dimensions. — Proc. Cambridge Phylos. Soc. 53 (1957), 776–778.

Makeev V. V. Of affine images of a rhombododecaedron circumscribed about a convex body in R^3.

The main result of the paper is dual to an earlier theorem by the author concerning affine images of a cubeoctahedron inscribed in a threedimensional convex body. The rhombododecaedron is the polytope dual to the cubeoctahedron; the latter is the convex hull of the midpoints of the edges of a cube.

Theorem. Every convex body in R^3 except for those mentioned below admits an affine-circumscribed rhombododecaedron. A possible exception is a body containing a parallelogram P and contained in a cylinder over P . The author does not know whether there is a three-dimensional convex body exceptional on the sense of the above theorem.

Postupilo 24 fevralØ 1997 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet