Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 248, 1998 g.

L. ı. Kolotilina

OBOBWENIE NERAVENSTV VE`L˚ I NEKOTORYE SLEDSTVI˚ IZ NEGO

§1. Vvedenie

Kak horoxo izvestno (sm., naprimer, [4, teorema 3.3.16]), additivnye neravenstva VeælØ v svoem obwem vide ustanavliva¸t sootnoxeniØ meßdu singulØrnymi znaqeniØmi dvuh proizvol~- nyh prØmougol~nyh matric s kompleksnymi fflementami, razmery kotoryh sovpada¸t. DlØ polnoty izloßeniØ my privodim fftot rezul~tat v vide teoremy 1.

Teorema 1. Additivnye neravenstva VeælØ. Pust~ A, B ∈

C^{n×m} , n, m > 1, i pust~ q = min{m, n}. SingulØrnye znaqeniØ σ_k(A), σ_k(B) i σ_k(A − B) matric A, B i A − B, sootvetstvenno, uporØdoqennye po nevozrastani¸, udovletvorØ¸t neravenstvam

σ_{i+j−1}(A) 6 σ_i(B) + σ_j(A − B), 1 6 i, j 6 q, i + j 6 q + 1. (1.1)

V qastnosti, | σ_i(A) − σ_i(B) | 6 ‖A − B‖2, 1 6 i 6 q. (1.2) Neravenstva (1.1) moßno rassmatrivat~ kak obobwenie neravenstv VeælØ dlØ singulØrnyh znaqeniæ kvadratnyh matric odinakovogo razmera (m = n), kotorye ime¸t vid

σ_{i+j−1}(A) 6 σ_i(B) + σ_j(A − B), 1 6 i, j 6 n, i + j 6 n + 1, (1.3)

gde A, B ∈ C^{n×n} .

V dannoæ rabote, osnovyvaØs~ na teoreme 1, my ustanavlivaem drugoe obobwenie neravenstv (1.3), a imenno, my obobwaem ih na sluqaæ dvuh kvadratnyh matric razliqnyh porØdkov (sm. teoremu 2, § 2). Sootvetstvu¸wie neravenstva, kotorye my nazyvaem obobwennymi additivnymi neravenstvami VeælØ, opisyva¸t

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke INTASa, grant INTAS-93-

377 EXT. 49

50 L. ı. KOLOTILINA vzaimosvØz~ meßdu singulØrnymi znaqeniØmi matric A ∈ C^{n×n} i B ∈ C^{k×k} , 1 6 k 6 n, i vyglØdØt sledu¸wim obrazom:

σ_{n−k+i+j−1}(A) 6 σ_i(B) + σ_j(R), 1 6 i, j 6 k, i + j 6 k + 1, (1.4)

gde R = AX − XB – matrica nevØzki, X ∈ C^{n×k} i X^∗X = I_k. V (1.4), kak i vyxe, predpolagaetsØ, qto singulØrnye znaqeniØ matric A, B i R uporØdoqeny po nevozrastani¸.

V kaqestve sledstviØ iz obobwennyh additivnyh neravenstv VeælØ my vyvodim teoremu 3, kasa¸wu¸sØ sobstvennyh znaqeniæ ffrmitovyh matric, i pokazyvaem, kak iz fftoæ teoremy moßno poluqit~ teoremu Kahana o klasterizovannyh sobstvennyh znaqeniØh (sm. teoremu 4, §2). Dalee, na osnove obobwennyh neravenstv VeælØ my dokazyvaem obobwenie osnovnogo rezul~tata raboty [3] (sm. teoremu 5, §2). V zakl¸qenie stat~i my ustanavlivaem sootnoxenie meßdu teoremami 3, 4 i 5, otnosØwimisØ k ffrmitovomu sluqa¸.

Na protØßenii vseæ stat~i ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ:

• H_n(C ) – mnoßestvo ffrmitovyh matric porØdka n; • σ_i(A) (i = 1, . . . , min{m, n}) – singulØrnye znaqeniØ matricy A ∈ C^{m×n} , priqem vsegda predpolagaetsØ, qto singulØrnye znaqeniØ zanumerovany v porØdke nevozrastaniØ, t.e., qto

σ_1(A) > σ_2(A) > · · · > σ_{min{m,n}}(A);

• ‖A‖ = ‖A‖_2 = σ_1(A), gde A ∈ C^{m×n} ;

• λ_i(A) (i = 1, . . . , n) – sobstvennye znaqeniØ kvadratnoæ matricy A ∈ C^{n×n} , i esli vse ffti sobstvennye znaqeniØ vewestvenny, to predpolagaetsØ, qto

λ_1(A) > λ_2(A) > · · · > λ_n(A);

• I_n – ediniqnaØ matrica porØdka n.

§2. Rezul~taty

Sperva my dokaßem, qto additivnye neravenstva VeælØ (1.3) dopuska¸t sledu¸wee obobwenie na sluqaæ kvadratnyh matric razliqnyh porØdkov.

OBOBWENIE NERAVENSTV VE`L˚ 51

Teorema 2. Obobwennye additivnye neravenstva VeælØ.

Pust~ A ∈ C^{n×n} , n > 2; B ∈ C^{k×k} , 1 6 k 6 n, i pust~ matrica X ∈ C^{n×k} sostoit iz ortonormirovannyh stolbcov, t.e. X^∗X = I_k. Togda

σ_{n−k+i+j−1}(A) 6 σ_i(B) + σ_j(R), 1 6 i, j 6 k, i + j 6 k + 1, (2.1)

gde R = AX − XB. V qastnosti, σ_{n−k+i}(A) 6 σ_i(B) + ‖R‖. (2.2) Dokazatel~stvo. Pust~ sperva k = n. V fftom sluqae matrica X

unitarna, a poskol~ku R = (A − XBX^∗ )X, to σ_i(A − XBX^∗ ) = σ_i(R), i = 1, . . . , k. (2.3) V silu sootnoxeniæ (2.3) i neravenstv VeælØ (1.3) my imeem

σ_{i+j−1}(A) 6 σ_i(XBX^∗ ) + σ_j(A − XBX^∗ ) = σ_i(B) + σ_j(R),

1 6 i, j 6 n, i + j 6 n + 1,

qto sovpadaet s (2.1) v sluqae k = n.

Esli k < n, to, poskol~ku stolbcy X ortonormal~ny, suwestvuet matrica Y ∈ C^{n×(n−k)} , takaØ qto matrica Q = [X Y ] unitarna. Oboznaqim C = Q^∗AQ = [ X^∗AX X^∗AY Y^∗AX Y^∗AY ] . Oqevidno, σ_i(A) = σ_i(C), i = 1, . . . , n. (2.4) Dalee, pust~ S = [ X^∗AX − B Y^∗AX ] . (2.5)

Kak legko videt~, matrica S moßet byt~ takße predstavlena v vide S = Q^∗R, (2.6) otkuda sleduet, qto σ_i(S) = σ_i(R), i = 1, . . . , k. (2.7)

52 L. ı. KOLOTILINA S drugoæ storony, vvidu teoremy 1 my imeem σ_{n−k+p}(A)^{(2.4)}= σ_{n−k+p}(C) 6 σ_p ([ X^∗AX 0 Y^∗AX 0 ])

+σ_{n−k+1} ([ 0 X^∗AY 0 Y^∗AY ]) = σ_p ([ X^∗AX Y^∗AX ]) , 1 6 p 6 k, (2.8)

i, analogiqno, σ_{i+j−1} ([ X^∗AX Y^∗AX ])

6 σi^{([ B}_0^{])} + σj(S)^{(2.7)}= σi(B) + σj (R),

1 6 i, j 6 k, i + j 6 k + 1. (2.9)

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva nam ostalos~ lix~ zametit~, qto neravenstva (2.1) sledu¸t iz neravenstv (2.8) i (2.9), esli poloßit~ p = i + j − 1. �

PrimenØØ teoremu 2 k matricam A − tI_n i B − tI_k, gde t ∈ C – proizvol~noe kompleksnoe qislo, my nemedlenno poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Sledstvie 1. V predpoloßeniØh teoremy 2 spravedlivy nera-

venstva σ_{n−k+i+j−1}(A − tI_n) 6 σ_i(B − tI_k) + σ_j(R), 1 6 i, j 6 k, i + j 6 k + 1, t ∈ C . (2.10)

Ispol~zuØ sledstvie 1, dlØ ffrmitovyh matric A i B my dokaßem sledu¸wiæ osnovnoæ rezul~tat.

Teorema 3. Pust~ A ∈ Hn(C ), n > 2; B ∈ Hk(C ), 1 6 k 6 n, i

pust~ X^∗X = I_k, gde X ∈ C^{n×k} . Togda kaßdyæ interval vida

[λ_s(B) − σ_j(R), λ_r(B) + σ_j(R)] , 1 6 r 6 s 6 k, j 6 s − r + 1,

gde R = AX −XB, soderßit po kraæneæ mere s−r −j +2 sobstvennyh znaqeniØ matricy A.

Dokazatel~stvo. Poloßim t = λ_r (B) + λ_s(B) 2 , δ = λ_r (B) − λ_s(B) 2 . (2.11)

Togda, oqevidno, | λ_p(B) − t | 6 δ, p = r, . . . , s. (2.12)

OBOBWENIE NERAVENSTV VE`L˚ 53 Poskol~ku dlØ ffrmitovoæ matricy B − tI_k my imeem

|λ_q (B − tI_k)| = σ_{π(q)}(B − tI_k), 1 6 q 6 k, (2.13)

gde π – nekotoraØ perestanovka na mnoßestve {1, . . . , k}, to iz (2.12) s neobhodimost~¸ vytekaet, qto σ_{k−s+r}(B − tI_k) 6 δ. (2.14) PrimenØØ sledstvie 1 s i = k − s + r, my teper~ imeem

σ_{n−s+r+j−1}(A − tI_n) 6 δ + σ_j (R), s − r − j + 1 > 0. (2.15)

Neravenstvo (2.15) oznaqaet, qto po kraæneæ mere s − r − j + 2 mladxih singulØrnyh znaqeniØ matricy A − tI_n ne prevoshodØt δ + σ_j(R). V silu sootnoxeniæ meßdu sobstvennymi i singulØrnymi znaqeniØmi ffrmitovoæ matricy A − tI_n, analogiqnyh (2.13), ots¸da sleduet, qto po kraæneæ mere s − r − j + 2 blißaæxih k t sobstvennyh znaqeniØ A leßat v intervale

[t − δ − σ_j (R), t + δ + σ_j (R)] = [λ_s(B) − σ_j(R), λ_r (B) + σ_j (R)] ,

qto i trebovalos~ dokazat~. �

Naxa sledu¸waØ cel~ sostoit v tom, qtoby pokazat~, qto teorema Kahana o klasterizovannyh sobstvennyh znaqeniØh moßet byt~ poluqena kak sledstvie iz teoremy 3. DlØ fftogo my vospol~zuemsØ sledu¸wim rezul~tatom obwego haraktera.

Lemma 1. Pust~ = α1 > α2 > · · · > αk, k > 1, i β1 > β2 > · · · > βn, n > k, – zadannye posledovatel~nosti vewestvennyh qisel. DlØ

l¸bogo qisla γ > 0 sledu¸wie dva utverßdeniØ ravnosil~ny:

(i) suwestvu¸t k razliqnyh indeksov s_1 < s_2 < · · · < s_k, takih qto |β_{si} − α_i| 6 γ, i = 1, . . . , k; (ii) dlØ l¸byh i i j, udovletvorØ¸wih usloviØm 1 6 i 6 j 6 k, suwestvu¸t j − i + 1 razliqnyh indeksov s_i < s_{i+1} < · · · < s_j , takih qto β_{sp} ∈ [α_j − γ, α_i + γ], p = i, . . . , j. Dokazatel~stvo. Poskol~ku (ii) trivial~no sleduet iz (i), nam

neobhodimo lix~ ubedit~sØ, qto (ii) vleqet (i). S fftoæ cel~¸ my primenim indukci¸ po k. V sluqae k = 1, usloviØ (i) i (ii)

54 L. ı. KOLOTILINA oqevidno ravnosil~ny, qto daet bazu dlØ indukcii. Pofftomu predpoloßim, qto implikaciØ (ii) =⇒ (i) uße dokazana v sluqae

1 6 k 6 r − 1, i rassmotrim sluqaæ k = r. Po indukcionnomu

predpoloßeni¸ naædutsØ takie indeksy s_2 < · · · < s_r , qto |β_{si} − α_i| 6 γ, i = 2, . . . , r. (2.16) Vozmoßny dva sluqaØ. Libo pri nekotorom i_∗ imeet mesto neravenstvo | |β_{si}� − α_i�_{−1}| > γ, 2 6 i_∗ 6 r, (2.17)

libo |β_{si} − α_{i−1}| 6 γ, i = 2, . . . , r. (2.18) Esli vypolneno (2.17), to, v silu predpoloßeniØ indukcii, naædutsØ takie razliqnye indeksy t_1 < · · · < t_i�_{−1}, qto | β_{tj} − α_j | 6 γ, j = 1, . . . , i∗ − 1. (2.19) Iz (2.16) pri i = i_∗, (2.17) i (2.19) pri j = i_∗ − 1 sleduet neravenstvo β_{si}� < β_{ti}�1 , na osnovanii kotorogo my zakl¸qaem, qto

s_i� > t_i�_{−1}. (2.20)

Tem samym naædeno r razliqnyh indeksov t_1, . . . , t_i�_{−1}, s_i� , . . . , s_r , dlØ kotoryh ime¸t mesto neravenstva (2.19) i (2.16), qto i trebovalos~.

S drugoæ storony, pust~ vypolneno uslovie (2.18). V fftom sluqae, v silu (ii), v intervale

[α_r − γ, α_1 + γ]

soderßitsØ po kraæneæ mere r razliqnyh fflementov iz mnoßestva {β_i}^n_{i=1}. Sledovatel~no, naædetsØ takoæ indeks s, qto s ≠ s_i, i = 2, . . . , r, i α_r − γ 6 β_s 6 α_1 + γ.

Teper~ sleduet rassmotret~ tri sluqaØ: libo

∃ i_∗ : s_i� < s < s_i�_{+1}, 2 6 i_∗ 6 r − 1, (2.21)

OBOBWENIE NERAVENSTV VE`L˚ 55 libo s < s_2, (2.22)

libo s > s_r . (2.23)

Esli imeet mesto (2.21), to

β_{si}�+1 6 β_s 6 β_{si}� ,

a togda, v silu (2.16) s i = i_∗ i (2.18) s i = i_∗ + 1, vypolneno i neravenstvo |β_s − α_i�| 6 γ. �to neravenstvo, narØdu s (2.16) i (2.18), pokazyvaet, qto nabor indeksov {s_2, . . . , s_i�, s, s_i�_{+1}, . . . , s_r} obladaet trebuemymi svoæstvami.

V sluqaØh (2.22) i (2.23) iskomymi naborami mogut slußit~ s < s_2 < · · · < s_r i s_2 < s_3 < · · · < s_r < s, sootvetstvenno. Nußnye svoæstva fftih naborov obespeqiva¸tsØ usloviØmi (2.18) dlØ i = 2 i (2.16) dlØ i = 2, . . . , r v sluqae neravenstva (2.22) ili usloviØmi (2.16) dlØ i = r i (2.18) dlØ i = 2, . . . , r v sluqae neravenstva (2.23). �

Pust~ teper~ vypolneny usloviØ teoremy 3. Togda, polagaØ j = 1, imeem, qto l¸boæ interval vida

[λ_s(B) − γ, λ_r(B) + γ], 1 6 r 6 s 6 k,

gde γ = ‖R‖, R = AX −XB, soderßit po kraæneæ mere s−r+1 sobstvennoe znaqenie matricy A, i primenenie lemmy 1 nemedlenno privodit nas k teoreme Kahana o klasterizovannyh sobstvennyh znaqeniØh.

Teorema 4 [6] (sm. takße [2]). Pust~ A ∈ Hn(C ), n > 2; B ∈ Hk(C ), 1 6 k 6 n, i pust~ X ∈ C^{n×k} , priqem X^∗X = Ik. Togda naædutsØ

indeksy i_1 < · · · < i_k, takie qto |λ_{ij} (A) − λ_j(B)| 6 ‖AX − XB‖, j = 1, . . . , k. Zameqanie 1. Kak bylo otmeqeno vyxe, teorema 4 ØvlØetsØ sled-

stviem qastnogo sluqaØ teoremy 3, sootvetstvu¸wego j = 1. S drugoæ storony, oqevidno, qto fftot qastnyæ sluqaæ teoremy 3

56 L. ı. KOLOTILINA trivial~no sleduet iz teoremy Kahana. Takim obrazom, teorema Kahana v deæstvitel~nosti ffkvivalentna qastnomu sluqa¸ teoremy 3. Krome togo, teorema Kahana moßet rassmatrivat~sØ kak obobwenie neravenstv (1.2) v sluqae m = n, vyteka¸wih iz neravenstv (1.3).

Zameqanie 2. Teorema 4 v deæstvitel~nosti dopuskaet obob-

wenie na sluqaæ proizvol~noæ n × k-matricy X polnogo stolbcovogo ranga. Kak bylo ustanovleno v [1] (i v sootvetstvii s gipotezoæ, vydvinutoæ v [2]), v fftom sluqae ime¸t mesto neravenstva |λ_{ij} (A) − λ_j (B)| 6 ‖AX − XB‖ σ_k(X) , j = 1, . . . , k, gde vse indeksy i_j razliqny. Popytki poluqit~ fftot bolee obwiæ rezul~tat, baziruØs~ na neravenstvah VeælØ, poka ostalis~ bezrezul~tatnymi.

Pokaßem teper~, qto iz sledstviØ 1 netrudno vyvesti obobwenie teoremy o rasxirennyh intervalah qeredovaniØ, ustanovlennoæ v [3]. Dokazatel~stvo fftoæ teoremy, predstavlennoe v [3], suwestvenno opiraetsØ na soobraßeniØ razmernosti, analogiqnye podhodu, predloßennomu v [5] (sm. takße [7]). Po zameqani¸ avtorov [3], dokazatel~stva, osnovannogo neposredstvenno na primenenii klassiqeskoæ teorii vozmuweniØ i qeredovaniØ, im naæti ne udalos~. Dokazatel~stvo, predlagaemoe v dannoæ rabote i osnovannoe na additivnyh neravenstvah VeælØ, kak raz i ØvlØetsØ dokazatel~stvom takogo tipa. Otliqie predstavlennoæ niße teoremy 5 ot ishodnoæ teoremy 1 raboty [3] sostoit lix~ v zamene glavnoæ podmatricy dannoæ ffrmitovoæ matricy A na bloqnoe otnoxenie RffleØ, kotoroe ØvlØetsØ glavnoæ podmatriceæ matricy, soprØßennoæ s A s pomow~¸ nekotoroæ unitarnoæ matricy.

Teorema 5. Pust~ A ∈ Hn(C ), n > 2, i pust~ stolbcy matricy

X ∈ C^{n×k} ortonormal~ny, t.e. X^∗X = I_k. Fiksiruem r i s, 1 6 r 6

s 6 k, poloßim t = λ_r (X^∗AX) + λ_s(X^∗AX) 2 , δ = λ_r(X^∗AX) − λ_s(X^∗AX) 2 , (2.24)

i opredelim interval I(r, s, j) = [ t − √ δ^2 + σ^2_j (R), t + √ δ^2 + σ^2_j (R) ] , 1 6 j 6 k,

OBOBWENIE NERAVENSTV VE`L˚ 57 gde R = AX − XX^∗AX. Togda interval I(r, s, j) soderßit po kraæneæ mere s − r − j + 2 sobstvennyh znaqeniØ matricy A.

Dokazatel~stvo. Sledstvie 1 (pri B = tIk, i = 1 i j = p) garan-

tiruet vypolnenie neravenstv σ_{n−k+p}(A − tI_n) 6 σ_p[(A − tI_n)X], 1 6 p 6 k, t ∈ C . (2.25) V fftom sluqae matrica S, opredelennaØ v (2.5), imeet vid S = [ X^∗AX −tI_k Y^∗AX ] , gde Y^∗X = 0 i Y^∗Y = I_{n−k},

a v silu sootnoxeniæ (2.7) singulØrnye znaqeniØ matric (A − tI_n)X i S sovpada¸t. Sledovatel~no,

σ^2_{i+j−1} [(A − tI_n)X] = σ^2_{i+j−1}(S) = λ_{i+j−1} [(X^∗AX − tI_k)^∗(X^∗AX − tI_k) + X^∗AY Y^∗AX]

6 λi [(X^∗AX − tIk)^∗(X^∗AX − tIk)] + λj (X^∗AY Y^∗AX)

= σ^2_i (X^∗AX − tI_k) + σ^2_j (Y^∗AX),

1 6 i, j 6 k, i + j 6 k + 1.

(2.26)

Zdes~ my vospol~zovalis~ neravenstvami VeælØ (1.3), kotorye v sluqae ffrmitovyh neotricatel~no opredelennyh matric A, B i A − B stanovØtsØ neravenstvami dlØ sobstvennyh znaqeniæ.

Iz sootnoxeniæ (2.7), sootvetstvu¸wih sluqa¸, kogda v (2.5) vzØta matrica B = X^∗AX, legko sleduet, qto

σ_j(Y^∗AX) = σ_j(AX − XX^∗AX) = σ_j(R), 1 6 j 6 k. (2.27) UqityvaØ (2.26) i (2.27), iz neravenstv (2.25) pri p = i + j − 1 my poluqaem neravenstva σ_{n−k+i+j−1}(A − tI_n) 6 [ σ^2_i (X^∗AX − tI_k) + σ^2_j (R) ]_{1/2} , 1 6 i, j 6 k, i + j 6 k + 1. (2.28)

Esli teper~ t i δ opredeleny v sootvetstvii s (2.24), to, oqevidno, |λ_p(X^∗AX) − t| 6 δ, p = r, . . . , s. Znaqit, poskol~ku singulØrnye znaqeniØ ffrmitovoæ matricy X^∗AX − tI_k sovpada¸t s absol¸tnymi veliqinami ee sobstvennyh znaqeniæ, σ_i(X^∗AX − tI_k) 6 δ, i = k, . . . , k − s + r. (2.29)

58 L. ı. KOLOTILINA Vospol~zovavxis~ (2.29) i poloßiv v (2.28) i = k − s + r, my prihodim k zakl¸qeni¸, qto σ_{n−s+r+j−1}(A − tI_n) 6 [ δ^2 + σ^2_j (R) ]_{1/2} , j 6 s − r + 1. No ffto neravenstvo kak raz i oznaqaet, qto po kraæneæ mere s − r − j + 2 blißaæxih k t sobstvennyh znaqeniØ matricy A soderßatsØ v intervale I(r, s, j). �

V zakl¸qenie my ukaßem sootnoxeniØ meßdu teoremami 3, 4 i 5, opisyva¸wimi raspoloßenie sobstvennyh znaqeniæ ffrmitovyh matric. Teoremy 3 i 5 odnotipny, i obe garantiru¸t, qto pri nekotorom znaqenii γ_j , gde γ_j est~ funkciØ ot σ_j(R), kaßdyæ interval vida [λ_s(B) − γ_j , λ_r(B) + γ_j ], 1 6 r 6 s 6 k, soderßit po kraæneæ mere s − r − j + 2 sobstvennyh znaqeniØ matricy A. Teorema 3 pozvolØet opisyvat~ raspoloßenie sobstvennyh znaqeniæ A v terminah sobstvennyh znaqeniæ proizvol~noæ ffrmitovoæ k × k-matricy B, a teorema 5 daet utoqnenie teoremy 3 (pri r < s) v sluqae, kogda B est~ bloqnoe otnoxenie RffleØ dlØ A.

Kak bylo pokazano, teorema 4 ØvlØetsØ, vvidu lemmy 1, sledstviem teoremy 3. A poskol~ku v sluqae B = X^∗AX, X^∗X = I_k, teorema 3 sleduet iz teoremy 5, to i teorema 4 v fftom qastnom sluqae ØvlØetsØ sledstviem teoremy 5.

Literatura

1. Zhi-hao Cao, Jin-jun Xie, and Ren-Cang Li, A sharp version of Kahan’s theorem on clustered eigenvalues. — Linear Algebra Appl. 245 (1996), 147–155.

2. C. Davis, W. M. Kahan, and H. F. Weinberger, Norm-preserving dilations and their applications to optimal error bounds. — SIAM J. Numer. Anal. 19 (1982), 445–469.

3. R. O. Hill, C. R. Johnson, and B. K. Kroschel, Extended interlacing intervals. — Linear Algebra Appl. 254 (1997), 227–239.

4. R. Horn and C. R. Johnson, Topics in Matrix Analysis. Cambridge Univ. Press (1991).

5. Y. Ikebe, T. Inagaki, and S. Miyamoto, The monotonicity theorem, Cauchy’s interlace theorem, and the Courant–Fischer theorem. — Amer. Math. Monthly, 94 (1987), 352–354.

6. W. Kahan, Inclusion theorems for clusters of eigenvalues of Hermitian matrices.

— Technical Report, Computer Science Dept., Univ. of Toronto (1967). 7. Wasin So, Commutativity and spectra of Hermitian matrices. — Linear Algebra Appl. 212/213 (1994), 121–129.

OBOBWENIE NERAVENSTV VE`L˚ 59 Kolotilina L. Yu. A generalization of Weyl’s inequalities with implications.

This paper suggests a generalization of additive Weyl’s inequalities to the case of two square matrices of different orders. As a consequence of generalized Weyl’s inequalities, a theorem describing the location of eigenvalues of a Hermitian matrix in terms of the eigenvalues of an arbitrary Hermitian matrix of smaller order is derived. It is demonstrated that the latter theorem provides a generalization of Kahan’s theorem on clustered eigenvalues. Also it is shown that the theorem on extended interlacing intervals established in [3] is another consequence of the generalized additive Weyl inequalities suggested.

Postupilo 17 aprelØ 1998 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN