Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 248, 1998 g.

V. N. KublanovskaØ

REXENIE ZADAQI KOXI. METODY I ALGORITMY Rez¸me. RassmatrivaetsØ rexenie zadaqi Koxi dlØ sistem

algebro-differencial~nyh uravneniæ s postoØnnymi kofffficientami, t.e. sistem obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ ne razreximyh otnositel~no starxeæ proizvodnoæ, kak regulØrnyh indeksa bol~xe nulØ, tak i singulØrnyh proizvol~nogo indeksa.

PredlagaetsØ dva podhoda postroeniØ metodov svedeniØ rexaemoæ zadaqi k zadaqe Koxi dlØ regulØrnoæ sistemy nulevogo indeksa.

Pervyæ podhod primenim k sistemam pervogo porØdka. Osnovan na rangovoæ faktorizacii postoØnnyh matric i svodit rexenie ishodnoæ zadaqi k rexeni¸ neskol~kih sistem lineænoalgebraiqeskih uravneniæ nedoopredelennogo tipa (SLAU) umen~xa¸wihsØ razmerov, i k rexeni¸ zadaqi Koxi men~xih razmerov dlØ regulØrnoæ sistemy pervogo porØdka, nulevogo indeksa. Qislo rexaemyh SLAU sovpadaet s indeksom ishodnoæ sistemy.

Vtoroæ podhod osnovan na rangovoæ faktorizacii matriqnogo polinoma, sootvetstvu¸wego rexaemoæ sisteme differencial~- nyh uravneniæ porØdka s ¿ 1. PozvolØet ot sistemy porØdka

s ¿ 1 proizvol~nogo tipa indeksa γ ¿ 0 perehodit~ k rexeni¸

regulØrnoæ sistemy differencial~nyh uravneniæ porØdka ne vyxe s, nulevogo indeksa. PredlagaetsØ novyæ metod rexeniØ i algoritmy utoqneniØ zadaqi Koxi dlØ regulØrnyh sistem nulevogo indeksa.

Vvedenie

Pust~ Bẋ(t) + Ax(t) = f(t), x(t_0) = x_0 ishodnaØ zadaqa Koxi s sootvetstvu¸wim eæ m×n, ranga ρ puqkom D(λ) = Bλ + A matric B i A. V zavisimosti ot sootnoxeniæ

Rabota podderßana grantom RFFI No. 96-01-00701. 70

REXENIE ZADAQI KOXI 71

meßdu qislami m, n i ρ razliqa¸t regulØrnye i singulØrnye zadaqi Koxi sledu¸wih tipov: regulØrnaØ (m = n = ρ), nedoopredelennaØ (ρ = m < n), pereopredelennaØ (ρ = n < m) i vpolne neopredelennaØ (ρ < min(m, n)).

Pod indeksom differencial~nogo operatora B^d_{dt} + A ponimaetsØ maksimal~nyæ porØdok blokov v kanoniqeskoæ forme Kronekera puqka D(λ), sootvetsvu¸wih beskoneqnomu sobstvennomu znaqeni¸.

Ravnosil~noe, no bolee obwee opredelenie indeksa svØzano s kanoniqeskoæ formoæ Smita matriqnogo polinoma stepeni s ¿ 1,

sootvetstvu¸wego differencial~nomu operatoru^s ∑ k=0 C_k^{dk}_{dtk} po-

rØdka s ¿ 1.

Indeksom differencial~nogo operatora^s ∑ k=0 C_k^{dk}_{dtk} , porØdka

s ¿ 1, nazyvaetsØ maksimal~naØ stepen~ fflementarnyh delite-

leæ μ^k, vhodØwih v invariantnye mnoßiteli kanoniqeskoæ for-

my Smita matriqnogo polinoma^s ∑ k=0 μ^kC_{s−k}. V stat~e rassmatriva¸tsØ zadaqi Koxi dlØ, tak nazyvaemyh, algebro-differencial~nyh uravneniæ, t.e. uravneniæ ne razreximyh otnositel~no starxeæ proizvodnoæ. K algebro-diffe-rencial~nym uravneniØm (ADU) budem otnosit~ kak regulØrnye sistemy differenical~nyh uravneniæ indeksa γ > 0, tak i singulØrnye sistemy vseh tipov, indeksa γ ¿ 0.

Predlaga¸tsØ metody, pozvolØ¸wie ot zadaqi Koxi dlØ ADU pereæti k rexeni¸ zadaq Koxi dlØ obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ regulØrnogo tipa (ODU) indeksa γ = 0.

V osnove metodov leßat algoritmy rangovoæ faktorizacii; ΔW -0 algoritm i ΔW -1 algoritm sootvetstvenno dlØ faktorizacii postoØnnoæ matricy i matriqnogo polinoma stepeni s ¿ 1, a takße algoritm ∇R-faktorizacii*

Pod rangovoæ faktorizacieæ postoØnnoæ m×n matricyB, ranga r, budem ponimat~ l¸bu¸ iz sledu¸wih faktorizaciæ [1]:

BQ_1 = [ Δ_1, O ] , Q_2B = [ Δ_2 O ] ; Q_4BQ_3 = [ Δ_3 O O O ] . *V laboratorii Algoritmiqeskih metodov POMI RAN imeetsØ programmnaØ realizaciØ ΔW -0, ΔW -1 i ∇R-algoritmov [10, 11].

72 V. N. KUBLANOVSKA˚

Zdes~ Δ_i – matricy ranga r, O – nulevye matricy, Q_i – ortogonal~nye matricy.

RealizaciØ fftih faktorizaciæ osuwestvlØetsØ s pomow~¸ ΔW -0 algoritma, pod kotorym my budem ponimat~ ili algoritm singulØrnogo razloßeniØ matricy, t.e. SVD algoritm [2], ili algoritm normalizovannogo razloßeniØ [4], drugimi slovami, QR-razloßeniØ [3].

DlØ prostoty (s uqetom, qto algoritm normalizovannogo razloßeniØ koneqnyæ v otliqie ot SVD) dlØ opisaniØ metodov budem ispol~zovat~ algoritm normalizovannogo razloßeniØ. Vse skazannoe budet verno i dlØ algoritma SVD.

Pod normalizovannym razloßeniem postoØnnoæ m×n matricy B ragna r budem ponimat~ kaßdoe iz sledu¸wih treh razloßeniæ:

θ_1BQ_1 = [ L_1, O ] ; Q_2Bθ_2 = [ L^T_2 O ] ; Q_3θ_1BQ_1θ_3 = [ L_3 O O O ] , ssylaØs~ k nim sootvetstvenno kak k pravostoronnemu, levostoronnemu i dvuhstoronnemu normalizovannomu razloßeni¸. Zdes~ L_i, (i = 1, 2, 3) – levye trapecoidal~nye matricy, sootvetstvenno razmerov m × r, n × r i r × r, fflementy kotoryh udovletvorØ¸t neravenstvam |l_{ii}| ¿ . . . ¿ |l_{rr} |, |l_{ji}| 6 |l_{ii}| dlØ j ¿ i; O – nulevye matricy; Q_i – rezul~tiru¸wie ortogonal~nye matricy, kotorye sut~ proizvedeniØ ortogonal~nyh matric ploskih vraweniæ ili otraßeniæ, θ_i – rezul~tiru¸wie matricy perestanovok.

Pod rangovoæ faktorizacieæ matriqnogo polinoma D(λ) stepeni s ¿ 1, razmerov m × n, ranga ρ budem ponimat~ kaßdoe iz sledu¸wih razloßeniæ [1]:

D(λ)W_1(λ) = [ Δ_1(λ), O ] ; W_2(λ)D(λ) = [ Δ_2(λ) O ] ; W_4(λ)D(λ)W_3(λ) = [ Δ_3(λ) O O O ] , ssylaØs~ sootvetstvenno kak k pravostoronneæ, levostoronneæ i dvuhstoronneæ rangovym faktorizaciØm D(λ). Zdes~ Δ_i(λ), i = 1, 2, 3 sut~ matriqnye polinomy stepeneæ s_i 6 s, razmerov

REXENIE ZADAQI KOXI 73

m × ρ, ρ × n i ρ × ρ sootvetstvenno, ranga ρ, koneqnyæ spektr kaßdogo iz kotoryh sovpadaet s koneqnym spektrom D(λ), na beskoneqnosti net osobennosti tipa nul~; O – nulevye matricy; W_i(λ) – unimodulØrnye matricy sootvetstvu¸wih razmerov.

RealizaciØ rangovyh faktorizaciæ D(λ) osuwestvlØetsØ s pomow~¸ ΔW -1 algoritma (sm. §4, a takße [1, 5]).

Pod ∇R-faktorizacieæ matriqnogo polinoma D(λ) razmerov m × n, polnogo ranga, ponima¸tsØ sledu¸wie razloßeniØ:

D(λ)P_1(λ) = D̂_1(λ)

v sluqae D(λ) polnogo stolbcovogo ranga;

P_2(λ)D(λ) = D̂_2(λ)

v sluqae D(λ) polnogo stroqnogo ranga.

Zdes~ D̂_i(λ), i = 1, 2 est~ matriqnye polinomy razmerov m × n, ranga n, stepeni ne vyxe stepeni D(λ), spektr kaßdogo iz kotoryh sovpadaet s koneqnym spektrom D(λ);

P_1(λ) = γ∏ k=1 T_kdiag { I_{rk} , λI_{n−rk} } ,

P_2(λ) = γ∏ k=1 T̃_kdiag {I_{rk} , λI_{m−rk} }, T̃_k i T_k – ortogonal~nye matricy.

RealizaciØ ∇R-faktorizacii osuwestvlØetsØ s pomow~¸ tak nazyvaemogo ∇R-algoritma, kotoryæ ØvlØetsØ neznaqitel~noæ modifikacieæ algoritma isqerpyvaniØ nulevyh sobstvennyh znaqeniæ matriqnogo polinoma polnogo ranga opisannogo v [5].

Stat~Ø sostoit iz qetyreh paragrafov.

V §1 predlagaetsØ novyæ metod rexeniØ zadaqi Koxi dlØ regulØrnyh sistem ODU nulevogo indeksa. Metod osnovan na postroenii soglasovannyh matriqnyh polinomov i sootvetstvu- ¸wih im differencial~nyh uravneniæ. V sluqae sistem ODU pervogo porØdka ego moßno rassmatrivat~ kak primenenie ABalgoritma k rexeni¸ zadaqi Koxi dlØ sistemy ODU, pozvolØ- ¸wego ot ishodnoæ zadaqi pereæti k sisteme ODU, sootvetstvu- ¸wiæ puqok matric dlØ kotoroæ imeet treugol~nu¸ (kvazitreugol~nu¸) formu. Predlaga¸tsØ algoritmy utoqneniØ priblißennogo rexeniØ.

74 V. N. KUBLANOVSKA˚

V §2 privodØtsØ metody svedeniØ zadaqi Koxi dlØ lineænyh sistem ADU razliqnyh tipov k rexeni¸ zadaqi Koxi dlØ regulØrnoæ sistemy ODU indeksa γ = 0 ili γ = 1. DlØ regulØrnyh ODU i ADU nedoopredelennogo tipa indeksa γ > 1 process ukazannogo svedeniØ sostoit iz rexeniØ lineæno-algebraiqeskih sistem nedoopredelennogo tipa umen~xa¸wihsØ razmerov. Qislo rexaemyh sistem sovpadaet s indeksom zadaqi. Predlagaemye metody osnovany na ispol~zovanii algoritmov rangovoæ faktorizacii postoØnnyh matric.

V §3 rassmatriva¸tsØ metody svedeniØ zadaqi Koxi dlØ sistem ADU porØdka s ¿ 1 razliqnyh tipov k rexeni¸ regulØrnyh sistem ODU indeksa γ = 0, 1, porØdka ne vyxe s. Predlagaemye metody osnovany na ispol~zovanii algoritmov rangovoæ faktorizacii matriqnyh polinomov. V sluqae matriqnogo polinoma polnogo ranga, sootvetstvu¸wego rexaemoæ zadaqe Koxi indeksa γ > 0, predlaga¸tsØ metody svedeniØ k analogiqnoæ zadaqe Koxi nulevogo indeksa, ispol~zu¸wie ∇R-algoritm.

§1. Metod rexeniØ zadaqi Koxi dlØ regulØrnyh sistem ODU nulevogo indeksa

PredlagaetsØ novyæ metod rexeniØ zadaqi Koxi dlØ regulØrnyh sistem ODU nulevogo indeksa porØdka s ¿ 1. Metod osnovan na postroenii, tak nazyvaemyh, soglasovannyh matriqnyh polinomov i im sootvetstvu¸wih differencial~nyh operatorov. V sluqae s = 1 metod moßno traktovat~ kak primenenie izvestnogo AB-algoritma [6] k rexeni¸ lineænyh regulØrnyh ODU nulevogo indeksa, pozvolØ¸wee ishodnu¸ zadaqu s puqkom matric proizvol~noæ formy svodit~ k rexeni¸ zadaqi s puqkom matric treugol~noæ (kvazitreugol~noæ) formy, t.e. rexeni¸ n zadaq Koxi dlØ lineænyh differencial~nyh uravneniæ razrexennyh otnositel~no proizvodnoæ.

Na baze predlagaemogo metoda predloßeny algoritmy postroeniØ priblißennyh rexeniæ rassmatrivaemoæ zadaqi, a takße algoritmy ih utoqneniØ.

1. Rexenie zadaqi Koxi dlØ sistemy ODU pervogo porØdka. Pust~_{Bẋ(t) + Ax(t) = f(t), x(t0) = x0,}

(1.1) ishodnaØ zadaqa Koxi, kotoroæ sootvetstvuet regulØrnyæ n × n puqok D(λ) = B + λA s neosobennoæ matriceæ B.

REXENIE ZADAQI KOXI 75

1.1. SvØz~ meßdu sistemami differencial~nyh uravneniæ, otveqa¸wih soglasovannym puqkam.

Rassmotrim zadaqu Koxi

B_1ẏ(t) + A_1y(t) = g(t), y(t_0) = y_0, (1.2)

otveqa¸wu¸ soglasovannomu s D(λ) puqku D_1(λ) = λB_1 + A_1, tak qto imeet mesto ravenstvo*

BA_1 = AB_1, (1.3)

nazyvaemoe fundamental~nym sootnoxeniem meßdu soglasovannymi puqkami [8].

Izvestno [8], qto spektry soglasovannyh puqkov sovpada¸t, tak qto det B_1 ≠ 0, esli det B ≠ 0.

Legko proverit~ s uqetom (1.3), qto dlØ perehoda ot (1.1) k ffkvivalentnoæ zadaqe (1.2) sleduet v (1.1) sdelat~ zamenu peremennyh x(t) = B_1y(t) (1.4)

i obe qasti uravneniØ (1.1) umnoßit~ na B^{−1}, tak qto v (1.2) sleduet vzØt~ y_0 = B^{−1}_1 x_0, g(t) = B^{−1}f(t). (1.5)

DlØ proverki, podstavim (1.4) v (1.1). Imeem

B(B_1ẏ(t)) + AB_1y(t) = [ B_1ẏ(t) + A_1y(t) ] = Bg(t) = f(t). Ots¸da B_1ẏ(t) + A_1y(t) = B^{−1}f(t).

Iz skazannogo sleduet spravedlivost~ sledu¸wih utverßdeniæ.

Lemma 1.1. 1^0. Esli y(t) est~ rexenie uravneniØ

B_1ẏ(t) + A_1y(t) = g(t),

to x(t) = B_1y(t) est~ rexenie uravneniØ Bẋ(t) + Ax(t) = Bg(t). 2^0. Esli y(t) est~ rexenie B_1ẏ(t) + A_1y(t) = 0, to x(t) = B_1y(t) est~ rexenie Bẋ(t) + Ax(t) = 0.

*Zdes~ stolbcy ˇ A1 −B1 ˘ obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva ma-

tricy [B, A].

76 V. N. KUBLANOVSKA˚

1.2. Postroenie priblißeniæ k rexeni¸ zadaqi Koxi.

Vvedem v rassmotrenie vektor X(t) := (ẋ(t), x(t), 1)^T i matricu A(t) :=^[B, A, −f(t)^]. Esli x(t) est~ rexenie (1.1), to oqevidno ravenstvo

A(t)X(t) = 0, (1.6)

t.e. X(t) prinadleßit nul~-prostranstvu Q matricy A(t).

Budem stroit~ bazis nul~-prostranstva A v vide Q = [ T ~q(t) 0 . . . 0 1 ] , (1.7)

gde T est~ 2n×n matrica iz ortonormirovannyh stolbcov takaØ, qto [ B, A ] T = 0, (1.8)

t.e. T est~ ortonormal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy [B, A]. Zapisav T v bloqnom vide T = [ A_1 −B_1 ] , iz (1.8) imeem, qto BA_1 = AB_1,

t.e. bloki T obrazu¸t matricy soglasovannogo s D(λ) puqka D_1(λ).

Obwee rexenie uravneniØ (1.6) moßno zapisat~ v vide ( ~q(t) 1 ) + T c =

~ω_1(t) + A_1c ~ω_2(t) − B_1c 1 ≡ ω_1(t) ω_2(t) 1 , gde c – proizvol~nyæ vektor iz prostranstva n izmereniæ nad polem qisel, ~q(t) := ( ~ω_1(t) ~ω_2(t) ) , ~ω_1(t) i ~ω_2(t) bloki vektora ~q_1(t), sostoØwie kaßdyæ iz n komponent.

Ots¸da

ω_1(t) := ~ω_1(t) + A_1c, ω_2(t) := ~ω_2(t) − B_1c. (1.9)

UqityvaØ ravenstvo

A(t)^{(~q(t)}_1^) = 0, (1.10)

REXENIE ZADAQI KOXI 77

zakl¸qaem, qto x(t) = ω_2(t) budet rexeniem zadaqi (1.1) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda vypolnØ¸tsØ usloviØ (a) ω̇_2(t) = ω_1(t); (b) ω_2(t_0) = x_0.

DlØ udovletvoreniØ usloviØ (b), vyberem v (1.9) proizvol~- nyæ vektor c tak, qtoby vypolnilos~ ravenstvo ω_2(t_0) ≡ ~ω_2(t_0) − B_1c = x_0.

Ots¸da s uqetom, qto det B_1 ≠ 0, imeem c = −B^{−1}_1 [x_0 − ~ω_2(t_0)] ≡ B^{−1}_1 ζ, (1.11) gde ζ := ~ω_2(t_0) − x_0.

Podstaviv (1.11) v (1.9), poluqim ω_1(t) = ~ω_1(t) + A_1B^{−1}_1 ζ, ω_2(t) = ~ω_2(t) − B_1B^{−1}_1 ζ = ~ω_2(t) − ζ. (1.12) Uslovi¸ (a) ravnosil~no vypolneni¸ ravenstva ω̇_2(t) = ω_1(t) ≡ ~ω_1(t) + A_1B^{−1}_1 ζ. (1.12) Ravenstvo (1.10) s uqetom (1.12) budet A(t)^{(~q(t)}_1^) =^[B, A, −f(t)^] ~ω_1(t) + A_1B^{−1}_1 ζ ~ω_2(t) − B_1B^{−1}_1 ζ 1 = = B~ω_1(t) + BA_1B^{−1}_1 ζ + A~ω_2(t) − AB_1B^{−1}_1 ζ − f(t) = = {B~ω_1(t) + A~ω_2(t)} + {BA_1B^{−1}_1 ζ − AB_1B^{−1}_1 ζ} − f(t) = = {I} + {II} − f(t) = 0. Ots¸da, s uqetom (1.3) imeem: {II} = 0, tak qto B~ω_1(t) + A~ω_2(t) = f(t). (1.13) Pokaßem, qto x(t) v forme x(t) = ω_2(t) ≡ ~ω_2(t) − B_1B^{−1}_1 ζ ≡ ~ω_2(t) − ζ (1.14) udovletvorØet uravneni¸ (1.1). S uqetom (1.12) i (1.13) imeem B~ω_1(t) + BA_1B^{−1}_1 ζ + A~ω_2(t) − AB_1B^{−1}_1 ζ = B~ω_1(t) + A~ω_2(t) + { BA_1B^{−1}_1 ζ − AB_1B^{−1}_1 ζ } = B~ω_1(t) + A~ω_2(t) = f(t),

78 V. N. KUBLANOVSKA˚

tak kak vyraßenie v {. . . } ravno nul¸.

Takim obrazom, ustanovleno, qto x(t) v forme (1.14) pri vypolnenii (a), t.e. (1.12), udovletvorØet uravneni¸ (1.1) i naqal~nym usloviØm x(t_0) = x_0.

Postroenie bazisa Q nul~-prostranstva matricy A(t) := [B, A, −f(t)] vida

Q = [ T ~q(t) 0 . . . 0 1 ] ≡ A_1 ~ω_1(t) −B_1 ~ω_2(t) 0 . . . 0 1 ,

gde λB_1 + A_1 est~ puqok soglasovannyæ s λB + A, sostoit iz dvuh stadiæ. Na pervoæ stadii nahoditsØ matrica T , na vtoroæ — vektor ~q(t) := (~ω_1(t), ~ω_2(t))^T . RealizaciØ pervoæ stadii svoditsØ k postroeni¸ soglasovannogo puqka i moßet byt~ vypolnena podobno tomu, kak ffto delaetsØ v AB-algoritme [7, 8] i v programme, ego realizu¸wem [10]. DlØ umen~xeniØ qisla arifmetiqeskih operaciæ puqok A + λB, sootvetstvu¸wiæ ishodnoæ zadaqe (1.1), preobrazuetsØ k treugol~no-hessenbergovoæ forme s pomow~¸ ortogonal~nyh preobrazovaniæ U^T D(λ)V = ^A + λ ^B = ^D(λ). Zdes~ ^B i ^A sut~ sootvetstvenno treugol~naØ i poqti treugol~- naØ matricy. Perehod ot D(λ) k ^D(λ) osuwestvlØetsØ za koneqnoe qislo xagov, ispol~zuØ izvestnyæ algoritm [9].

UmnoßaØ sleva uravneniæ (1.1) na U^T i vypolnØØ zamenu peremennyh x = V z, ot zadaqi (1.1) pereædem k rexeni¸ ffkvivalentnoæ zadaqi ^Bż(t) + ^Az(t) = ^f (t), z(t_0) = V^T x_0, ^f (t) = U^T f(t), s sootvetstvu¸weæ eæ puqkom ^D(λ) v treugol~no-hessenbergovoæ forme.

V dal~neæxem, ne umalØØ obwnosti, budem sqitat~, qto matricy B i A ishodnoæ zadaqi ØvlØ¸tsØ, sootvetstvenno, verhnØØ treugol~naØ i verhnØØ poqti treugol~naØ. Tak qto puqok λB + A imeet verhn¸¸ treugol~no-hessenbergovu formu.

DlØ postroeniØ soglasovannogo puqka λB_1 + A_1 s sohraneniem verhneæ treugol~no-hessenbergovoæ formy sleduet naæti ortogonal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva vspomogatel~noæ

REXENIE ZADAQI KOXI 79

matricy [B, A]. DlØ fftogo nahoditsØ razloßenie vida [B, A]Q = [R, O]. (1.15) Zdes~ Q = ∏ T_{ij} est~ rezul~tiru¸waØ ortogonal~naØ matrica ploskih vraweniæ; R – verhnØØ treugol~naØ n × n matrica, O – nulevaØ n × n matrica. Poslednie n-stolbcov ortogonal~noæ ma-

tricy Q = [P, T ] dadut iskomyæ puqok A_1 + λB_1: T = [ A_1 −B_1 ] . Vy-

bor indeksov (i, j) v matricah ploskih vraweniæ T_{ij}, t.e. porØdok annulirovaniØ fflementov [B, A], pozvolØ¸wih sohranit~ verhn¸¸ treugol~no-hessenbergovu formu puqka, sledu¸wiæ [8]: (k, n + k − 1), (k, n + k), . . . , (k, 2n), k = n, n − 1, . . . , 2 (1, n + 1), (1, n + 2), . . . , (1, 2n).

V rezul~tate budet postroena matrica T = [ A_1 −B_1 ] . Rassmotrim vypolnenie vtoroæ stadii, t.e. vyqislenie vektora ~q(t) iz (1.7), ispol~zuØ razloßenie (1.15). Oboznaqim R_k – stolbec s nomerom k treugol~noæ matricy R = {r_{ij}}: R = [ R_1, . . . , R_n ] ; P_k, k = 1, . . . , n – stolbec s nomerom k matricy P . DlØ vyqisleniØ ~q(t) budem stroit~ dve posledovatel~nosti vektorov {S^{(k)}n (t)} i {q^{(k)}_{2n+1}(t)}, k = 0, 1, . . . , n, ime¸wih sootvetstvenno razmernosti n i 2n + 1, ispol~zuØ sledu¸wie formuly

S^{(0)}_n (t) = f(t) ≡ (s_{01}(t), . . . , s_{0n}(t))^T ,

q^{(0)}_{2n+1}(t) = (0, . . . , 0, 1)^T ≡ (q_{01}, . . . , q_{0,2n+1})^T , S^{(k)}_n (t) = −r_{kk}S^{(k−1)}_n (t) + s_{k−1,k}(t)R_k = (s_{k1}(t), ..., s_{k,n−k}(t), 0, ..., 0 k )^T , q^{(k)}_{2n+1}(t) = −r_{kk}P_k + s_{k−1,k}(t)q^{(k−1)}_{2n+1} (t), k = n, n − 1, . . . , 1. (1.16) Po postroeni¸ kaßdyæ vektor q^{(k)}_{2n+1}(t), k = 1, . . . , n imeet posledn¸¸ komponentu, ne zavisØwu¸ ot t. NormiruØ vektor q^{(n)}_{2n+1}(t) k ediniqnoæ posledneæ komponente, poluqim iskomyæ vektor ~q(t), kak vektor, sostavlennyæ iz 2n-pervyh komponent tak normirovannogo vektora. Imeem ( ~q(t) 1 ) = 1 –^{q(n)2n+1(t).}

80 V. N. KUBLANOVSKA˚

Zdes~ qislo^n ∏ i=1 r_{ii} s toqnost~¸ do znaka sovpadaet s posledneæ

komponentoæ – vektora q^{n)}_{2n+1}(t).

1.3. Pervyæ algoritm utoqneniØ priblißennogo rexeniØ zadaqi Koxi.

Budem razliqat~ dve situacii. Pri pervoæ situacii predpolagaetsØ, qto naqal~noe priblißenie x^{(0)}(t) k rexeni¸ zadaqi Koxi poluqeno algoritmom iz p.1.2. Pri vtoroæ situacii nikakogo ograniqeniØ na sposob poluqeniØ x^{(0)}(t) ne nakladyvaetsØ.

Predvaritel~no ustanovim spravedlivost~ lemmy.

Lemma 1.2. DlØ togo, qtoby vektor z(t) := x^{(0)}(t) + Δx(t) byl

rexeniem uravneniØ [ B d dt + A ] z(t) = f(t), neobhodimo i dostatoqno, qtoby vektor Δx(t) udovletvorØl uravneni¸ [ B d dt + A ] Δx(t) = f(t) − [ B d dt + A ] x^{(0)}(t). (1.18)

Spravedlivost~ lemmy sleduet iz lineænosti operatora B^d_{dt} + A.

Pereædem k rassmotreni¸ pervoæ situacii. Pust~ x^{(0)}(t) = ω_2(t) est~ priblißenie k rexeni¸ zadaqi Koxi, priqem

ω_2(t_0) = x_0.

Rassmotrim zadaqu Koxi vida B_1ẏ(t) + A_1y(t) = ω_1(t) − ω̇_2(t) ≡ f_1(t), y(t_0) = 0. } (1.19)

Pust~ y(t) est~ toqnoe rexenie (1.19). Pokaßem, qto x(t) = ω_2(t) + B_1y(t) est~ toqnoe rexenie zadaqi (1.1).

DlØ fftogo, soglasno lemme 1.2, dostatoqno ustanovit~, qto Δx(t) := B_1y(t) udovletvorØet uravneni¸ (1.18). S uqetom (1.3) imeem B(B_1ẏ(t))+A(B_1y(t)) = B [ B_1ẏ(t)+A_1y(t)] = B[ω_1(t)−ω̇_2(t)]. (1.20)

REXENIE ZADAQI KOXI 81

Po postroeni¸ ω_1(t) i ω_2(t) spravedlivo ravenstvo [ B, A, −f(t) ] ω_1(t) ω_2(t) 1 = 0. Ots¸da Bω_1(t) = f(t) − Aω_2(t). (1.21)

Podstaviv (1.21) v (1.20) ubeßdaemsØ v spravedlivosti (1.18). Takim obrazom ustanovleno, qto

x(t) = ω_2(t) + B_1y(t) (1.22)

est~ toqnoe rexenie zadaqi (1.1), esli y(t) est~ toqnoe rexenie zadaqi (1.19).

Algoritm rexeniØ zadaqi Koxi (1.19) analogiqen algoritmu, opisannomu v p.1.2 i svoditsØ k vypolneni¸ sledu¸wih operaciæ.

(1) VyqislØetsØ bazis Q_1 nul~-prostranstva matricy A_1(t) := [B_1, A_1, −f_1(t)] v vide

Q_1 = [ T_1 ~q_1(t) 0 . . . 0 1 ] . (2) DlØ vyqisleniØ T_1 ≡ [ A_2 −B_2 ] nahoditsØ puqok D_2(λ) =

λB_2 + A_2 soglasovannyæ s puqkom D_1(λ) = λB_1 + A_1.

(3) Vektor ~q_1(t) vyqislØetsØ soglasno algoritmu p.1.2 po formulam (1.16), (1.17). Pust~ ~q_1(t) = (~ω^{(1)}_1 (t), ~ω^{(1)}_2 (t))^T .

(4) NahodØtsØ vektory

ω^{(1)}_1 (t) := ~ω^{(1)}_1 (t) + A_2c,

ω^{(1)}_2 (t) := ~ω^{(1)}_2 (t) − B_2c,

gde vektor c vyqislØetsØ iz ravenstva

ω^{(1)}_2 (t_0) ≡ ~ω^{(1)}_2 (t_0) − B_2c = 0,

tak qto c = B^{−1}_2 ~ω^{(1)}_2 (t_0). Zametim, qto det B_2 ≠ 0, qto sleduet iz svoæstv soglasovannyh puqkov.

82 V. N. KUBLANOVSKA˚

V rezul~tate imeem

ω^{(1)}_1 (t) = ~ω^{(1)}_1 (t) + A_2B^{−1}_2 ~ω^{(1)}_2 (t_0),

ω^{(1)}_2 (t) = ~ω^{(1)}_2 (t) − B_2B^{−1}_2 ~ω^{(1)}_2 (t_0) = ~ω^{(1)}_2 (t) − ~ω^{(1)}_2 (t_0).

(5) NahoditsØ vektor

η_1(t) := ω^{(1)}_1 (t) − ω̇^{(1)}_2 (t).

Esli η_1(t) = 0 – nulevoæ vektor, to ω^{(1)}_2 (t) est~ toqnoe rexenie (1.19), tak qto y(t) = ω^{(1)}_2 (t).

V fftom sluqae x(t) = ω_2(t) + B_1ω^{(1)}_2 (t) est~ toqnoe rexenie zadaqi (1.1).

Esli η_1(t) ≠ 0 i ‖η(t)‖ ne udovletvorØet zadannoæ toqnosti, to process moßno analogiqno prodolßit~, poka pri nekotorom xage k poluqim rexenie y_k(t) zadaqi Koxi

B_kẏ_k(t) + A_ky_k(t) = f_k(t) ≡ ω^{(k−1)}_1 (t) − ω̇^{(k−1)}_2 (t), y_k(0) = 0,

takoe, qto vektor η_k(t) = ω^{(k)}_1 (t) − ω̇^{(k)}_2 (t) = 0, t.e. nulevoæ vektor s zadannoæ (raboqeæ) toqnost~¸. V fftom sluqae rexenie x(t) zadaqi (1.1) budet

x(t) = ω_2(t)+B_1ω^{(1)}_2 (t)+. . .+B_1B_2 . . . B_{k−1}ω^{(k−1)}_2 (t)+B_1B_2 . . . B_ky_k(t).

Pereædem k rassmotreni¸ vtoroæ situacii, kogda x^{(0)}(t), t.e. naqal~noe priblißenie k iskomomu rexeni¸ x(t) zadaqi (1.1), poluqeno drugim sposobom, otliqnym ot algoritma, opisannogo v p.1.2.

DlØ utoqneniØ x^{(0)}(t) sleduet naæti vektor-nevØzku

r(t) := f(t) − Bẋ^{(0)}(t) − Ax^{(0)}(t), i pereæti k vypolneni¸ algoritma, rassmotrennogo v pervoæ situacii, vzØv v (1.19) v kaqestve pravoæ qasti* vektor f_1(t) = B^{−1}r(t). *Zametim, qto po postroeni¸ matricy B i B_k dlØ l¸bogo k ØvlØ¸tsØ verhnimi treugol~nymi, tak qto vektor f_1(t) nahoditsØ kak rexenie sistemy Bz = r(t) s treugol~noæ matriceæ.

REXENIE ZADAQI KOXI 83

Togda, esli y(t) est~ toqnoe rexenie sistemy (1.19) s pravoæ qast~¸ f_1(t), to po Lemme 1.1

x(t) = x^{(0)}(t) + B_1y(t), (1.23)

budet toqnym rexeniem sistemy (1.1). DlØ vyqisleniØ y(t) vypolnØ¸tsØ operacii (1)–(5). V rezul~tate budet vyqislen vektor η_1(t) = ω^{(1)}_1 (t) − ω̇^{(1)}_2 (t). Esli η_1(t) = 0 – nulevoæ vektor s trebuemoæ toqnost~¸, to v kaqestve y(t) beretsØ vektor ω^{(1)}_2 (t) i utoqnennoe rexenie vyqislØetsØ po formule (1.23). V protivnom sluqae process utoqneniØ prodolßaetsØ podobno tomu, kak ffto delaetsØ v pervoæ situacii.

1.4. Primenenie AB-algoritma k rexeni¸ zadaqi Koxi. Algoritm utoqneniØ rexeniØ zadaqi Koxi (1.1) iz p.1.3

moßno rassmatrivat~ kak iteracionnyæ process dlØ rexeniØ zadaqi (1.1).

Tak esli uslovie ω̇^{(k)}_2 (t) = ω^{(k)}_1 (t)

ne vypolnØetsØ, to process prodolßaetsØ do teh por, poka stroØwaØsØ posledovatel~nost~ poparno soglasovannyh puqkov {λB_k + A_k} ne soædetsØ s raboqeæ toqnost~¸ k puqku λB_∞ + A_∞ s treugol~nymi (kvazitreugol~nymi) matricami B_∞ i A_∞.

Rexenie zadaqi Koxi

B_∞ẏ(t) + A_∞y(t) = g_∞(t), y(0) = 0, }

v fftom sluqae ne vyzyvat trudnosteæ i svoditsØ k rexeni¸ nzadaq Koxi dlØ lineænyh differencial~nyh uravneniæ pervogo porØdka s nulevymi naqal~nymi usloviØmi.

Shodimost~ posledovatel~nosti {λB_k + A_k} k puqku λB_∞ + A_∞ k puqku λB_k + A_k sleduet iz shodimosti AB-algoritma [6–8].

Deæstvitel~no, kaßdyæ xag opisannogo vyxe algoritma vkl¸qaet obrazovanie puqka, soglasovannogo s puqkom predyduwego xaga. Postroenie soglasovannyh puqkov osuwestvlØetsØ podobno tomu, kak ffto delaetsØ v izvestnom AB-algoritme rexeniØ problemy sobstvennyh znaqeniæ regulØrnogo puqka matric [7, 8].

Sledovatel~no, predlagaemyæ algoritm rexeniØ zadaqi Koxi budet shoditsØ v usloviØh shodimosti AB-algoritma. Tak

84 V. N. KUBLANOVSKA˚

v sluqae ishodnogo puqka D(λ) = λB + A prostoæ struktury algoritm shoditsØ k puqku λB_∞ + A_∞ treugol~nyh matric, esli vse sobstvennye znaqeniØ D(λ) vewestvennye i prinadleßawie im fflementarnye deliteli v kanoniqeskoæ forme ȷordana– Veæerxtrasa lineænye. Pri naliqii kompleksno-soprØßennyh sobstvennyh znaqeniæ u puqka D(λ), v predele budem imet~ puqok kvazitreugol~noæ formy s blokami po diagonali pervogo i vtorogo porØdkov.

1.5. Vtoroæ algoritm utoqneniØ priblißennogo rexeniØ zadaqi Koxi.

Rassmotrim algoritm utoqneniØ priblißennogo rexeniØ zadaqi Koxi, ØvlØ¸wiæsØ nekotoroæ modifikkacieæ algoritma iz p.1.3.

PredlagaemaØ modifikaciØ ispol~zuet vyqisleniØ, poluqennye pri postroenii tol~ko soglasovannogo puqka D_1(λ) = λB_1 + A_1. Pri fftom preobrazovaniæ ishodnogo puqka D(λ) (i sootvetstvu¸wego emu differencial~nogo operatora (B^d_{dt} + A)) k treugol~no hessenbergovoæ forme ne trebuetsØ.

DlØ realizacii algoritma utoqneniØ predvaritel~no nahoditsØ razloßenie vida [B, A]Q = [L, O], (1.24) gde O est~ n × n nulevaØ matrica, L = [L_1, . . . , L_n] = (l_{ij} ) est~ levaØ treugol~naØ n × n matrica, Q = [P, T ] est~ ortogonal~naØ

porØdka 2n matrica s blokami P = [P_1, . . . , P_n] i T := [ A_1 −B_1 ] raz-

merov 2n × n kaßdyæ. Razloßenie (1.24) osuwestvlØetsØ s pomow~¸ matric T_{ij} ploskih vraweniæ, pri fftom posledovatel~nost~ annulirovaniØ fflementov v preobrazuemoæ matrice ravenstva (1.24) osuwestvlØetsØ v sledu¸wem porØdke (ij) = (1, 2), (1, 3), . . .. . . , (1, 2n) (2, 3), . . .. . . , (2, 2n) . . . . . . . . . (n, n + 1), . . . , (n, 2n). Posledovatel~nye priblißeniØ x^{(i)}(t) k rexeni¸ x(t) zadaqi (1.1) vyqislØ¸tsØ po formule

x^{(i)}(t) = x^{(i−1)}(t) + B_1ω^{(i−1)}(t), (1.25)

REXENIE ZADAQI KOXI 85

gde x^{(0)}(t) – zadannoe priblißenie.

Rassmotrim situaci¸, kogda x^{(0)}(t_0) = x_0, t.e. udovletvorØet naqal~nomu uslovi¸ zadaqi (1.1), i pust~ x^{(i)}(t) est~ utoqnenie rexeniØ (1.1), poluqennoe na xage i.

DlØ perehoda k xagu (i+1) nado naæti vektor ω^{(1)}_2 (t), vypolnØØ sledu¸wie operacii.

(1) Vyqislit~ nevØzku i-go priblißeniØ

r_i := f(t) − [ B d dt + A ] x^{(i)}(t). Esli vektor r_i ne udovletvorØet trebuemoæ toqnosti, pereæti k vypolneni¸ operacii (2). V protivnom sluqae v kaqestve iskomogo rexeniØ x(t) vzØt~ x^{(i)}(t).

(2) Naæti vektor q^{(n)}_{2n+1}(t), razmernosti 2n + 1, sleduØ sledu¸- wim rekurrentnym formulam

q^{(0)}_{2n+1}(t) =(0, . . . , 0, 1)^T , s^{(0)}_n (t) = r_i(t) := (s_{01}(t), . . . , s_{0n}(t))^T ,

q^{(k)}_{2n+1}(t) = − l_{kk}P_k + s_{k−1,k}(t)q^{(k−1)}_{2n+1} (t),

S^{(k)}_n (t) = − l_{kk}S^{(k−1)}_n + s_{k−1,k}(t)L_k = (0, . . . , 0 k , s_{k,k+1}, . . . , s_{kn})^T ,

k = 1, . . . , n. (3) Razdelit~ vektor q^{(n)}_{2n+1}(t) na ego posledn¸¸ komponentu – i zapisat~ ego v bloqnom vide 1 –^{q(n)2n+1(t) =}

~ω_1(t) ~ω_2(t) 1 . Zdes~ ~ω_1(t) i ~ω_2(t) vektory iz n komponent kaßdyæ; qislo – moßet otliqat~sØ ot^n ∏ i=1 l_{ii} tol~ko znakom.

(4) Vyqislit~ iskomyæ vektor

ω^{(i)}_2 (t) := ~ω_2(t) − ~ω_2(t_0). (1.25)

Zameqanie. Esli priblißenie x^{(0)}(t) ne udovletvorØet naqal~-

nomu uslovi¸ zadaqi (1.1): x^{(0)}(t_0) = ~x_0 ≠ x_0, to v vyxe opisannom algoritme utoqneniØ izmenØetsØ tol~ko pervyæ xag, t.e.

86 V. N. KUBLANOVSKA˚

vyqislenie x^{(1)}(t) = x^{(0)}(t)+ω^{(1)}_2 (t). V kaqestve ω^{(1)}_2 sleduet vzØt~ vektor

ω^{(1)}_2 (t) = ~ω_2(t) − ~ω_2(t_0) + Δ_1, Δ_1 := x_0 − ~x_0.

Vo vseh posledu¸wih priblißeniØh x^{(i)}(t), i = 1, 2, . . ., vektor ω^{(i)}_2 (t) vyqislØetsØ po formule (1.25).

§2. Metody rexeniØ zadaqi Koxi dlØ sistemy ADU, osnovannye na primenenii ΔW -0 algoritma

Niße rassmatriva¸tsØ metody*, pozvolØ¸wie rexenie zadaqi Koxi dlØ ADU indeksa γ ¿ 1 svodit~ k rexeni¸ zadaqi dlØ sistemy ODU nulevogo indeksa i k rexeni¸ SLAU (umen~xa- ¸wihsØ razmerov), qislo kotoryh ravno γ.

Metody osnovany na ispol~zovanii ΔW -0 algoritma. DlØ opredelennosti opisanie metodov privodim, ispol~zuØ v kaqestve ΔW -0 algoritma normalizovannoe razloßenie. Vse skazannoe budet spravedlivo i dlØ SVD-algoritma. Rassmatriva¸tsØ regulØrnye i singulØrnye uravneniØ.

Pust~ trebuetsØ rexit~ zadaqu Koxi

Bẋ(t) + Ax(t) = f(t), x(t_0) = x_0, (2.1)

indeksa γ > 0, razmerov m × n.

V zavisimosti ot tipa m×n puqka A+λB ranga ρ, sootvetstvu- ¸wego differencial~nomu operatoru B^d_{dt} +A, razdel~no rassmatriva¸tsØ metody dlØ sistemy ADU regulØrnoæ (ρ = m = n), nedoopredelennoæ (ρ = m < n), pereopredelennoæ (ρ = n < m), vpolne neopredelennoæ (ρ < min(m, n)).

2.1. Zadaqa Koxi dlØ regulØrnoæ sistemy ADU.

Pust~ (2.1) est~ regulØrnaØ zadaqa Koxi indeksa γ > 0, razmerov n × n.

Metod svedeniØ (2.1) k zadaqe Koxi nulevogo indeksa i men~- xih razmerov, sostoit iz koneqnogo qisla γ xagov.

Tipiqnyæ (pervyæ) xag trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ:

*Predlagaemye niße metody ne trebu¸t znaniØ indeksa. On opredelØetsØ v processe realizacii metoda.

REXENIE ZADAQI KOXI 87

(1) Ot zadaqi (2.1), putem umnoßeniØ (2.1) sleva na U_1 i zameny peremennyh x^{(1)}(t) = θ_1x(t).

osuwestvlØetsØ perehod k zadaqe Koxi vida [ B^{(1)}_1 O ] ẋ^{(1)}(t) + [ A^{(1)}_1 A^{(1)}_2 ] x^{(1)}(t) = f^{(1)}(t), x^{(1)}(t_0) := x^{(1)}_0 .

Zdes~ U_1 – ortogonal~naØ matrica, θ_1 – matrica perestanovok, realizu¸wie levostoronee normalizovannoe razloßenie matricy B_0 := B, t.e. razloßenie vida

U_1B_0θ_1 = [ B^{(1)}_1 O ] ; O – nulevaØ (n − r_1) × n matrica, r_1 – rang B_0, B^{(1)}_1 – matrica razmerov r_1 × n.

Odnovremenno s razloßeniem B_0 vyqislØ¸tsØ matrica

U_1Aθ_1 = [ A^{(1)}_1 A^{(1)}_2 ]

s blokami A^{(1)}_1 i A^{(1)}_2 sootvetstvenno razmerov r_1 × n i (n − r_1) × n i vektor f^{(1)}(t) = U_1f^{(0)}(t), gde f^{(0)}(t) := f(t).

(2) V rezul~tate vypolneniØ operacii (1) zadaqa Koxi (2.1) zamenØetsØ rexeniem dvuh sledu¸wih zadaq: • zadaqeæ Koxi

B^{(1)}_1 x^{(1)}(t) + A^{(1)}_1 x^{(1)}(t) = f^{(1)}_1 (t), x^{(1)}(t_0) := x^{(1)}_0 = θ_1x_0; (2.2)

• zadaqeæ vyqisleniØ qastnogo rexeniØ nedoopredelennoæ lineæno-algebraiqeskoæ sistemy*

A^{(1)}_2 x^{(1)}(t) = f^{(1)}_2 (t), x^{(1)}(t_0) := x^{(1)}_0 = θ_1x_0. (2.3) Zdes~ x^{(1)}(t) = θ_1x^{(0)}(t), x^{(0)}(t) := x(t), tak qto komponenty vektora x^{(1)}_0 otliqa¸tsØ ot komponent vektora x_0 tol~ko porØdkom sledovaniØ, f^{(1)}_1 (t) i f^{(2)}_2 (t) vektory, sostavlennye sootvetstvenno iz r_1 pervyh i (n − r_1) poslednih komponent vektora f^{(1)}(t).

*Matrica A^{(1)}_2 imeet polnyæ stroqnyæ rang, qto sleduet iz regulØrnosti puqka A + λB.

88 V. N. KUBLANOVSKA˚

(3) NahoditsØ rexenie x^{(1)}(t) zadaqi (2.3). DlØ fftogo vypolnØ¸tsØ sledu¸wie xagi:

(3.1) V sisteme (2.3) delaetsØ zamena peremennyh

x^{(1)}(t) = V_1y^{(1)}(t), (2.4)

privodØwaØ k rexeni¸ nedoopredelennoæ sistemy algebraiqeskih uravneniæ vida [ L_1, O ] y^{(1)}(t) = f^{(1)}_2 (t). (2.5)

V kaqestve matricy V_1 beretsØ ortogonal~naØ matrica, realizu¸waØ razloßenie**

A^{(1)}_2 V_1 = [ L_1, O ] , (2.6)

gde L_1 – levaØ treugol~naØ (n−r_1)×(n−r_1) neosobennaØ matrica,

O – nulevaØ (n − r1) × r1 matrica. Iz (2.4) nahodim

y^{(1)}(t) = V^T_1 x^{(1)}(t) ≡ (y^{(1)}_1 (t), . . . , y^{(1)}_n (t))^T ,

y^{(1)}(t_0) = V^T_1 x^{(1)}_0 := y_0 = (y^{(0)}_1 , . . . , y^{(0)}_n )^T .

(3.2) RexaetsØ sistema

L_1z_1(t) = f^{(1)}_2 (t),

(3.3) NahoditsØ qastnoe rexenie y^{(1)}_∗ (t) sistemy (2.5), udovletvorØ¸wee uslovi¸ y^{(1)}_∗ (t_0) = y_0.

V silu stroeniØ matricy sistemy (2.5) poslednie r_1 komponenty iskomogo qastnogo rexeniØ y^{(1)}_∗ (t) mogut byt~ vzØty proizvol~nymi funkciØmi. UqityvaØ ffto, v kaqestve y^{(1)}_∗ (t) vyberem vektor y^{(1)}_∗ (t) = ( L^{−1}_1 f^{(1)}_2 (t), y^{(1)}_{n−r1+1}(t), . . . , y^{(1)}_n (t) )_T , gde y^{(1)}_k (t), k = n − r_1 + 1, . . . , n sut~ neizvestnye podleßawie opredeleni funkcii;

y^{(1)}_∗ (t_0) = ( L^{−1}_1 f^{(1)}_2 (t_0), y^0_{n−r1+1}, . . . , y^0_n )_T . **Tak kak matrica A_2 est~ matrica polnogo stroqnogo ranga, razloßenie (2.6) moßno vypolnit~ ne ispol~zuØ perestanovku strok.

REXENIE ZADAQI KOXI 89

Dokaßem, qto

L^{−1}f^{(1)}_2 (t_0) = ( y^0_1 , . . . , y^0_{n−r1} )_T . (2.7)

Dokazatel~stvo ot protivnogo. Pust~

L^{−1}f^{(1)}_2 (t_0) = ( ỹ^0_1 , . . . , ỹ^0_{n−r1} )_T , gde ỹ^0_k ≠ y^0_k, k = 1, . . . , n − r_1. Pri uslovii, qto rexenie ishodnoæ zadaqi (2.1) suwestvuet, zakl¸qaem, qto y^{(1)}(t) udovletvorØet sisteme (2.5). Sledovatel~no pri t = t_0 oba vektora (y^0_1 , . . . , y^0_n)^T i (ỹ^0_1 , . . . , ỹ^0_{n−r1} , y^0_{n−r1+1}, . . . , y^0_n)^T udovletvorØ¸t sisteme (2.5).

Imeem L_1(y^0_1 − ỹ^0_1, . . . , y^0_{n−r1} − ỹ^0_{n−r1} )^T = 0.

Ots¸da, uqityvaØ qto det L_1 ≠ 0, nahodim ỹ^0_k = y^0_k, k = 1, . . . , n − r_1. Protivoreqie dokazyvaet spravedlivost~ (2.7). (3.4) Qastnoe rexenie y^{(1)}(t) sistemy (2.3) zapixem v bloqnom vide y^{(1)}(t) = (L^{−1}_1 f_2(t), y_{n−r1+1}(t), . . . , y_n(t))^T ≡

≡ (X^{(1)}_{n−r1} (t), x^{(2)}(t))^T .

(2.8)

Zdes~ X_{n−r1} (t) i x^{(2)}(t) vektory, sostavlennye iz (n − r_1) pervyh i r_1 poslednih komponent vektora y^{(1)}(t), tak qto X^{(1)}_{n−r1} (t) est~ vyqislennaØ sostavlØ¸waØ y^{(1)}(t), sostavlØ¸waØ x^{(2)}(t) est~ vektor, podleßawiæ opredeleni¸.

(4) DlØ vyqisleniØ neizvestnogo vektora x^{(2)}(t) v sisteme (2.2) delaem zamenu peremennyh x^{(1)}(t) = V_1y^{(1)}(t) osuwestvlØØ perehod ot rexeniØ zadaqi (2.2) k rexeni¸ zadaqi Koxi vida

B_1ẋ^{(2)}(t)+A_1x^{(2)}(t) = f^{(2)}(t), x^{(2)}(t_0) = (y^{(0)}_{n−r1+1}, . . . , y^{(0)}_n )^T := x^{(2)}_0 . (2.9) Zdes~ B_1 i A_1 – matricy razmerov r_1 × r_1, sostavlennye sootvetstvenno iz poslednih r_1 stolbcov matric

B^{(1)}_1 V_1 = [ B^{(1)}_0 , B_1 ] , A^{(1)}_1 V_1 = [ A^{(1)}_0 , A_1 ] f^{(2)}(t) = f^{(1)}_1 (t) − B^{(1)}_0 Ẋ^{(1)}_{n−r1} (t) − A^{(1)}_0 X^{(1)}_{n−r1} (t),

f^{(1)}(t) – vektor iz sistemy (2.2).

90 V. N. KUBLANOVSKA˚

Perehodom ot sistem (2.2), (2.3) k sisteme (2.9) zakanqivaetsØ vypolnenie pervogo xaga predlagaemogo metoda.

Dalee process rexeniØ (2.1) razvetvlØetsØ v zavisimosti ot situaciæ:

det B_1 ≠ 0, ili det B_1 = 0. (2.10)

Esli det B_1 ≠ 0, t.e. ishodnaØ sistema (2.1) imeet indeks γ = 1, to sistema (2.9) imeet nulevoæ indeks. V fftom sluqae sleduet dlØ rexeniØ (2.9) ispol~zovat~ izvestnye metody rexeniØ zadaqi Koxi dlØ regulØrnoæ sistemy ODU, qtoby opredelit~ vektor x^{(2)}(t). Togda iskomoe rexenie zadaqi (2.1) budet

x(t) = θ_1V_1 ( X^{(1)}_{n−r1} (t), x^{(2)}(t) )_T . Esli det B_1 = 0, qto sootvetstvuet sluqa¸, kogda γ > 1, sleduet pereæti k vypolneni¸ operaciæ (1)–(4), berØ v kaqestve ishodnoæ sistemu (2.9). Vypolnenie operaciæ (1)–(4) prodolßaetsØ do teh por poka na nekotorom xage budet r_γ = r_{γ+1}. V rezul~tate γ xagov pridem k regulØrnoæ zadaqe Koxi nulevogo indeksa, razmerov r_γ × r_γ , vida

B_γ ẋ^{(γ+1)}(t) + A_γ x^{(γ+1)}(t) = f^{(γ+1)}(t), x^{(γ+1)}(t_0) := x^{(γ+1)}_0 . (2.11)

Rexiv zadaqu Koxi dlØ sistemy ODU (2.11), naædem vektor x^{(γ+1)}(t).

S uqetom vyqislennyh vektorov X^{(1)}_{n−r1} (t), X^{(2)}_{r1−r2} (t), . . . , X^{(γ)}_{rfl}�_{1−rfl} (t) sootvetstvenno razmernosteæ n − r_1, r_1 − r_2, . . . ,r_{γ−1} − r_γ , r_γ budet postroen vektor

z(t) := ( X^{(1)}_{n−r1} (t), . . . , X^{(γ)}_{rfl}�_{1−rfl} (t), x^{(γ+1)}(t) )_T . Parallel~no vypolneni¸ operaciæ (1)–(4) vyqislØetsØ matri- ca V := γ∏ k=1 θ̄_kV̄_k, gde θ̄_kV̄_k := [ I_{n−rk}�_1 O O θ_kV_k ]

r_0 = n.

Iskomoe rexenie x(t) zadaqi (2.1) budet x(t) = V z(t).

REXENIE ZADAQI KOXI 91

2.2 Zadaqa Koxi dlØ nedoopredelennoæ sistemy differencial~nyh uravneniæ.

Pust~ (2.1) est~ zadaqa Koxi dlØ nedoopredelennoæ sistemy differencial~nyh uravneniæ, rexenie kotoroæ suwestvuet.

Dve situacii vozmoßny: pri pervoæ situacii indeks sistemy (2.1) bol~xe nulØ, pri vtoroæ – indeks sistemy (2.1) raven nul¸. Kaßdu¸ iz situaciæ rassmotrim razdel~no.

2.2.1.

Pust~ (2.1) est~ zadaqa Koxi dlØ nedoopredelennoæ sistemy differencial~nyh uravneniæ indeksa indeksa γ > 1.

Metod rexeniØ nedoopredelennoæ ADU neznaqitel~no otliqaetsØ ot metoda p.2.1 dlØ rexeniØ regulØrnoæ zadaqi Koxi i sostoit iz koneqnogo qisla xagov.

Tipiqnyæ pervyæ xag trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) Ot zadaqi (2.1) osuwestvlØetsØ perehod k zadaqe Koxi vida [ B^{(1)}_1 O ] ẋ^{(1)}(t) + [ A^{(1)}_1 A^{(1)}_2 ] x^{(1)}(t) = f^{(1)}(t), x^{(1)}(t_0) = x^{(1)}_0 , (2.12)

putem umnoßeniØ (2.1) sleva na U_1 i zameny peremennyh x^{(1)}(t) = θ_1x(t), tak qto x^{(1)}_0 = θ_1x_0. Zdes~ U_1 –ortogonal~naØ matrica, θ_1 –matrica perestanovok, realizu¸wie levostoronnee normalizovannoe razloßenie matricy B_0 = B; O – nulevaØ (m − r_1) × n matrica, B^{(1)}_1 – matrica razmerov r_1 × n. Odnovremenno s raz-

loßeniem B_0 vyqislØetsØ matrica U_1Aθ_1 = [ A^{(1)}_1 A^{(1)}_2 ] s blokami

A^{(1)}_1 i A^{(1)}_2 razmerov r_1 × n i (m − r_1) × n sootvetstvenno, i vektor f^{(1)}(t) = U_1f^{(0)}(t), f^{(0)}(t) := f(t). Zametim, qto matrica A^{(1)}_2 imeet polnyæ stroqnyæ rang, qto sleduet iz polnoty stroqnogo ranga puqka A + λB.

(2) Iz vida (2.12) sleduet, qto rexenie x^{(1)}(t) dolßno udovletvorØt~ sledu¸wim dvum zadaqam s odnim i tem ße naqal~nym usloviem:

• zadaqe Koxi

B^{(1)}_1 ẋ^{(1)}(t) + A^{(1)}_1 x^{(1)}(t) = f^{(1)}_1 (t), x^{(1)}(t_0) = θ_1x_0 := x^{(1)}_0 , (2.13)

92 V. N. KUBLANOVSKA˚

• zadaqe vyqisleniØ qastnogo rexeniØ nedoopredelennoæ SLAU A^{(1)}_1 x^{(1)}(t) = f^{(1)}_2 (t), x^{(1)}(t_0) = θ_1x_0 ≡ x^{(1)}_0 . (2.14)

Zdes~ x^{(1)}(t) = θ_1x^{(0)}(t), x^{(0)}(t) := x(t), tak qto komponenty vektora x^{(1)}_0 otliqaetsØ ot komponent vektora x_0 razve lix~ porØdkom sledovaniØ; f^{(1)}_1 (t) i f^{(1)}_2 (t) sut~ vektory, sostavlennye iz r_1 pervyh i m − r_1 poslednih komponent vektora f^{(1)}(t).

(3) NahoditsØ rexenie zadaqi (2.14). DlØ fftogo vypolnØ¸tsØ sledu¸wie xagi.

(3.1) V (2.14) delaetsØ zamena paremennyh

x^{(1)}(t) = V_1y^{(1)}(t), (2.15)

privodØwaØ k rexeni¸ nedoopredelennoæ sistemy [ L_1, O ] y^{(1)}(t) = f^{(1)}_2 (t). (2.16)

V kaqestve matricy V_1 beretsØ ortogonal~naØ matrica, realizu¸waØ razloßenie

A^{(1)}_2 V_1 = [ L_1, O ] , (2.17)

gde L_1 levaØ treugol~naØ porØdka (m − r_1) matrica s det L_1 ≠ 0,

O – nulevaØ (m − r1) × (n − m + r1) matrica. Iz (2.15) nahodim

y^{(1)}(t) = V^T_1 x^{(1)}(t) = (y^{(1)}_1 (t), . . . , y^{(1)}_n (t))^T ,

y^{(1)}(t_0) = V^T_1 x^{(1)}_0 = y^{(1)}_0 = (y^{(0)}_1 , . . . , y^{(0)}_n )^T .

(3.2) NahoditsØ rexenie sistemy L_1η = f^{(1)}_2 (t). (3.3) NahoditsØ qastnoe rexenie y^{(1)}_∗ (t) sistemy (2.16)

y^{(1)}_∗ (t) := ( L^{−1}_1 f^{(1)}_2 (t), y_{m−r1+1}(t), . . . , y^{(1)}_n (t) )_T ; y^{(1)}_∗ (t_0) = ( L^{−1}_1 f^{(1)}_2 (t_0), y^{(0)}_{m−r1+1}, . . . , y^{(0)}_n )_T . S uqetom, qto v rexenii (2.16) poslednie n − m + r_1 komponenty mogut byt~ vzØty proizvol~nymi funkciØmi, v kaqestve ih v vektore y^{(1)}_∗ (t) vybrany neizvestnye komponenty y^{(1)}_i (t), i = m − r_1+1, . . . , n, svØzannye s sootvetstvu¸wimi komponentami x^{(1)}(t), a sledovatel~no, i x(t) – rexeniØ (2.1), sootnoxeniem (2.15).

REXENIE ZADAQI KOXI 93

Kak i v p.2.1 ustanavlivaetsØ, qto

L^{−1}_1 f_2(t_0) = ( y^{(0)}_1 , . . . , y^{(0)}_{n−r1} )_T , tak qto y^{(1)}∗ (t_0) = y^{(1)}_0 .

(3.4) Qastnoe rexenie y^{(1)}(t) sistemy (2.16) zapixem v bloqnom vide

y^{(1)}(t) = ( L^{−1}_1 f^{(1)}_2 (t), y_{m−r1+1}(t), . . . , y_n(t) )_T ≡ ( X^{(1)}_{m−r1} (t), x^{(2)}(t) )_T . (2.18) Zdes~ X^{(1)}_{m−r1} (t) vektor, sostavlennyæ iz (m − r_1) pervyh komponent vektora y^{(1)}(t), x^{(2)}(t) – vektor iz poslednih n − m + r_1 komponent y^{(1)}(t).

(4) DlØ vyqisleniØ neizvestnogo vektora x^{(2)}(t) v sisteme (2.13) delaem zamenu peremennyh x^{(1)}(t) = V_1y^{(1)}(t), osuwestvlØØ perehod ot zadaqi (2.13)–(2.14) k rexeni¸ zadaqi Koxi vida

B_1ẋ^{(2)}(t) + A_1x^{(2)}(t) = f^{(2)}(t), x^{(2)}(t_0) := x^{(2)}_0 . (2.19)

Zdes~ B_1, A_1 sut~ matricy razmerov r_1×(n−m+r_1), sostavlennye iz poslednih (n − m + r_1) stolbcov matric

B^{(1)}_1 V_1 = [ B^{(1)}_0 , B_1 ] , A^{(1)}_1 V_1 = [ A^{(1)}_0 , A_1 ] , f^{(2)}(t) = f^{(1)}_1 (t) − B^{(1)}_0 X^{(1)}_{m−r1} (t) − A^{(1)}_0 X^{(1)}_{m−r1} (t),

f^{(1)}_1 (t) vektor iz sistemy (2.13).

Perehod ot (2.13) k zadaqe Koxi (2.19) zakanqivaetsØ vypolnenie pervogo xaga rassmatrivaemogo metoda.

Dalee process rexeniØ razvetvlØetsØ v zavisimosti ot situacii imeet li B_1 nepolnyæ stroqnyæ rang. Esli indeks ishodnoæ sistemy (2.1) naven 1, to (2.19) est~ sistema nulevogo indeksa. Togda iskomoe rexenie zadaqi (2.1) budet

x(t) = θ_1V_1 ( X^{(1)}_{m−r1} (t), x^{(2)}_2 (t))^T ,

gde x^{(2)}_2 (t) est~ rexenie zadaqi Koxi dlØ nedoopredelennoæ sistemy nulevogo indeksa*.

*Metod rexeniØ zadaqi Koxi dlØ nedoopredelennoæ sistemy nulevogo indeksa rassmotren v p.2.2.2.

94 V. N. KUBLANOVSKA˚

Esli B_1 imeet rang men~xe (m − r_1), t.e. indeks γ zadaqi (2.1) bol~xe 1, to v kaqestve ishodnoæ zadaqi beretsØ zadaqa (2.19) i vypolnenie (1)–(4) prodolßaetsØ do teh por, poka na nekotorom xage r_γ = r_{γ+1}, tak qto pridem k zadaqe Koxi dlØ nedoopredelennoæ sistemy nulevogo indeksa vida

B_γ ẋ^{(γ+1)}(t) + A_γ x^{(γ+1)}(t) = f^{(γ+1)}(t), x^{(γ+1)}(t_0) = x^{(γ+1)}_0 = θ_γ x^{(γ)}_0 . (2.20) Rexiv zadaqu Koxi dlØ sistemy ODU (2.20), naædem vektor x^{(γ+1)}(t). S uqetom vyqislennyh vektorov X^{(1)}_{m−r1} (t), X^{(2)}_{r1−r2} (t),

. . . , X^{(γ)}_{rfl −rfl+1} (t), x^{(γ+1)}(t) sootvetstvenno razmernoste n − r_1, r_1 − r_2, . . . , , r_{γ−1} − r_γ , r_γ budet poluqen vektor

z(t) := ( X^{(1)}_{m−r1} (t), . . . , X^{(γ)}_{rfl}�_{1−rfl} (t), x^{(γ+1)}(t) )_T . Parallel~no vypolneni¸ operaciæ (2)–(4) vyqislØetsØ matri- ca V := γ∏ k=1 θ̄_kV̄_k, gde θ̄_kV̄_k := [ I_{n−rk}�_1 O O θkVk ] . Iskomoe rexenie zadaqi (2.1) budet x(t) = V z(t). 2.2.2. Pust~ (2.1) est~ zadaqa Koxi dlØ sistemy differenci-

al~nyh uravneniæ nulevogo indeksa tak qto m × n puqok A + λB imeet rang ρ = m < n.

DlØ svedeniØ (2.1) k rexeni¸ regulØrnoæ sistemy ODU trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) Ot (2.1) s pomow~¸ zameny peremennyh x(t) = U y(t) pereæti k rexeni¸ zadaqi Koxi vida [L, O]ẏ(t) + [A1, A2]y(t) = g(t), y_0 = U^T x(t_0) := U^T x_0 = ( y^0_1, . . . , y^0_n )_T ≡ y_0. (2.21)

Zdes~ g(t) = θf(t); [ L, O^] = θBU est~ pravostoronnee normalizovannoe razloßenie matricy B, tak qto θ est~ matrica perestanovok, U – ortogonal~naØ matrica, realizu¸waØ normalizovannoe razloßenie; L est~ m × m levaØ treugol~naØ neosobennaØ matrica; O – nulevaØ m × (n − m)

REXENIE ZADAQI KOXI 95

matrica, A_1 i A_2 matricy razmerov m × m i m × (n − m) sootvetstvenno.

UqityvaØ stroenie matricy [L, O] pri ẏ(t) v (2.21), zakl¸qaem, qto n−m komponent vektora y(t) = (y_1(t), . . . , y_n(t))^T ØvlØ¸tsØ proizvol~nymi konstantami.

(2) Vyberem y_i(t) = y_i(t_0) ≡ y^0_i , i = m + 1, . . . , n. Komponenty y_i(t), i = 1, . . . , m vektora y(t) budem opredelØt~ kak rexenie regulØrnoæ ODU vida

Lż(t) + A_1z(t) = ^g(t), z(t_0) = z_0, (2.22)

gde z(t) := (y_1(t), . . . , y_m(t))^T , z_0 = (y^0_1 , . . . , y^0_m)^T ; ^g((t) := g(t) − A_2(y^0_{m+1}(t), . . . , y^0_n)^T . Togda iskomoe rexenie x(t) zadaqi (2.1) bu- det x(t) = U ( y_1(t), . . . , y_m(t), y^0_{m+1}(t), . . . , y^0_n(t))^T .

2.3 Zadaqa Koxi dlØ pereopredelennoæ sistemy differencial~nyh uravneniæ.

Pust~ (2.1) est~ zadaqa Koxi dlØ pereopredelennoæ sistemy differencial~nyh uravneniæ, tak qto m × n puqok A + λB imeet rang ρ = n < m.

Metod rexeniØ (2.1) sostoit iz dvuh stadiæ. Na pervoæ stadii ot (2.1) osuwestvlØetsØ perehod k rexeni¸ dvuh zadaq: zadaqe Koxi dlØ differencial~nyh uravneniæ i zadaqe rexeniØ sistemy lineæno-algebraiqeskih uravneniæ, udovletvorØ¸wih odnomu i tomu ße naqal~nomu uslovi¸. Na vtoroæ stadii vy- ØvlØetsØ sovmestnost~ rexeniØ ukazannyh vyxe zadaq i ih rexenie.

RealizaciØ pervoæ stadii trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) Ot zadaqi (2.1) perehodim k rexeni¸ zadaqi Koxi vida [ B_1 O ] ż(t) + [ A_1 A_2 ] z(t) = g(t), z(t) = θ^T x(t), z(t_0) = θ^T x_0 := z_0.

(2.23) �tot perehod osuwestvlØetsØ umnoßeniem sleva sistemy (2.1) na ortogonal~nu¸ matricu V , realizu¸wu¸ levostoronnee normalizovannoe razloßenie matricy B. Zdes~ B_1 est~ n_1 × n matrica (n_1 6 n), O – nulevaØ (m − n_1) × n matrica, θ – matrica perestanovok, n_1 – rang B. Odnovremenno s normalizovan-

nym razloßeniem B vyqislØ¸tsØ matrica [ A_1 A_2 ] = V Aθ i vektor

96 V. N. KUBLANOVSKA˚

g(t) = V f(t) = (g_1(t), . . . , g_m(t))^T , gde A_1 i A_2 – matricy razmerov n_1 × n i (m − n_1) × n sootvetstvenno.

(2) Rexenie zadaqi (2.23) svoditsØ k rexeni¸ dvuh zadaq: • zadaqi Koxi vida

B_1ż(t) + A_1z(t) = g^{(1)}(t), z(t_0) = θ^T x_0 := z_0; (2.25)

• i vyqisleni¸ qastnogo rexeniØ lineæno algebraiqeskoæ sistemy vida

A_2z(t) = g^{(2)}(t), z(t_0) = θ^T x_0 := z_0. (2.26)

Zdes~ g^{(1)}(t) i g^{(2)}(t) sut~ vektory, sostavlennye iz pervyh n_1 i poslednih (m − n_1) komponent vektora g(t) iz (2.23).

RealizaciØ vtoroæ stadii trebuet dopolnitel~nyh issledovaniæ. V zavisimosti ot razmerov nulevoæ matricy O v (2.23) mogut vozniknut~ sledu¸wie dve situacii

(a) Matrica O imeet razmery (m − n) × n. V fftom sluqae B_1 ØvlØetsØ kvadratnoæ, porØdka n, neosobennoæ matriceæ, a sledovatel~no, sistema (2.25) ØvlØetsØ regulØrnoæ sistemoæ ODU.

Rexiv ee, naædem vektor z_∗(t). Vektor x(t) = θ^T z_∗(t) dast rexenie ishodnoæ zadaqi (2.1).

(b) Matrica O v (2.23) imeet razmery (m − n_1) × n, n_1 < n, tak qto B_1 imeet razmery n_1 × n. V fftom sluqae (2.25) i (2.26) ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno sistemoæ differencial~nyh uravneniæ, indeksa γ ¿ 1 s matriceæ B_1 polnogo stroqnogo ranga i SLAU s matriceæ A_2 razmerov (m − n_1) × n.

DlØ opredeleniØ tipa SLAU i ustanovleniØ sovmestnosti zadaqi (2.25), (2.26), a sledovatel~no, i ishodnoæ zadaqi (2.1), nußny dopolnitel~nye issledovaniØ sistemy (2.26).

V zavisimosti ot razmerov matricy A_2 vozmoßny sledu¸wie varianty.

1) Pri n_1 = (m − n_1), det A_2 ≠ 0, sistema (2.26) imeet edinstvennoe rexenie.

2) Pri (m − n_1) > n_1, sistema (2.26) ØvlØetsØ pereopredelennoæ i moßet byt~ sovmestnoæ (s edinstvennym rexeniem) ili nesovmestnoæ.

3) Pri (m − n_1) < n_1 sistema (2.26) ØvlØetsØ nedoopredelennoæ, esli rang A_2 raven m − n_1. V protivnom sluqae, a takße pri n_1 = (m − n_1) i det A_2 = 0, sistema (2.26) ØvlØetsØ vpolne neopredelennoæ.

REXENIE ZADAQI KOXI 97

Iz nesovmestnosti sistemy (2.26) sleduet nesovmestnost~ ishodnoæ zadaqi*.

Esli (2.26) imeet edinstvennoe rexenie z_∗(t) (variant 1) i 2)), to dlØ sovmestnosti zadaqi (2.1) dostatoqno, qtoby z_∗(t) udovletvorØl sisteme (2.25). V fftom sluqae rexenie ishodnoæ zadaqi (2.1) budet x(t) = θz_∗(t). Esli sistema (2.26) ØvlØetsØ nedoopredelennoæ (variant 3)), to dlØ rexeniØ (2.25), (2.26) primenim metod, opisannyæ v p.2.2. Ispol~zuØ fftot metod, naædem rexenie z_∗(t) zadaqi (2.25), (2.26). Rexenie ishodnoæ zadaqi budet x(t) = θz_∗(t).

Sluqaæ, kogda SLAU (2.26) ØvlØetsØ vpolne neopredelennoæ, trebuet metodov rexeniØ zadaqi Koxi dlØ vpolne neopredelennoæ sistemy, rassmatrivaemyh v p.2.4.

2.4 Zadaqa Koxi dlØ vpolne neopredelennoæ sistemy differencial~nyh uravneniæ.

Pust~ (2.1) est~ zadaqa Koxi dlØ vpolne neopredelennoæ sistemy differencial~nyh uravneniæ, tak qto m × n puqok A + λB imeet ρ < min(m, n). Metod rexeniØ sostoit iz vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) Sistema (2.1) preobrazuetsØ k vidu [ B_{11} O O O ] ẏ(t) + [ A_{11} A_{12} A_{21} A_{22} ] y(t) = g(t), y(t_0) = θ^T_2 V^T_1 x_0 := y_0

(2.27) s pomow~¸ zameny peremennyh x(t) = V_1θ_2y(t) i umnoßeniØ (2.1) sleva na matricu V_2θ_1, tak qto g(t) = V_2θ_1f(t). Zdes~ V_i – ortogonal~nye matricy, θ_i – matricy perestanovok, realizu¸wie dvuhstoronnee normalizovannoe razloßenie m × n matricy B. B_{11} – r × r matrica ranga r, O – nulevye matricy sootvetstvu- ¸wih razmerov.

(2) Zadaqa (2.27) zamenØetsØ rexeniem dvuh zadaq: • zadaqi Koxi [ B_{11}, O ] ẏ(t) + [ A_{11}, A_{12} ] y(t) = g^{(1)}(t) ≡ (g_1, . . . , g_r)^T ,

y(t_0) := y_0 = (y^0_1 , . . . , y^0_n)^T = θ^T_2 V^T_1 x_0;

(2.28)

*Sposoby opredeleniØ sovmestnosti SLAU rassmotreny v p.2.4.2.

98 V. N. KUBLANOVSKA˚

• zadaqi vyqisleniØ qastnogo rexeniØ SLAU vida [ A_{21}, A_{22} ] y(t) = g^{(2)}(t) ≡ (g_{r+1}(t), . . . , g_n(t))^T (2.29)

udovletvorØ¸wego tomu ße uslovi¸ y(t_0) = y_0.

Zdes~ (2.28) est~ zadaqa Koxi dlØ nedoopredelennoæ sistemy differencial~nyh uravneniæ indeksa γ > 0, (2.29) est~ SLAU s prØmougol~noæ (m − r) × n matriceæ.

V zavisimosti ot razmerov (m−r_1)×n matricy A_2 := [A_{21}, A_{22}] vozmoßny sledu¸wie varianty.

1) Pri r_1 = n i det A_2 ≠ 0 sistema (2.29) imeet edinstvennoe rexenie y_∗(t). DlØ sovmestnosti zadaqi dostatoqno, qtoby y_∗(t) udovletvorØl zadaqe Koxi (2.28). V fftom sluqae rexenie ishodnoæ zadaqi (2.1) daetsØ vektorom x(t) = V_1θ_2y_∗(t).

2) Pri r_1 > n sistema (2.29) ØvlØetsØ pereopredelennoæ i, v sluqae sovmestnosti, ee rexenie y_∗(t) dolßno udovletvorØt~ zadaqe Koxi (2.28). Togda x(t) = V_1θ_2y_∗(t).

3) Pri r̂_1 < n, (r̂_1 = rank A_2), sistema (2.29) ØvlØetsØ nedoopredelennoæ. V fftom sluqae rexenie zadaqi (2.28), (2.29) osuwestvlØetsØ metodom iz p.2.2. NaædØ rexenie y_∗(t) zadaqi (2.28), (2.29), poluqim x(t) = V_1θ_2y_∗(t).

4) Rang A_2 men~xe min(r_1, n), t.e. (2.29) ØvlØetsØ vpolne neopredelennoæ SLAU, tak qto nußny dopolnitel~nye issledovaniØ o ee sovmestnosti. V sluqae sovmestnoæ SLAU (2.29) ee rexenie y_∗(t), udovletvorØ¸wee zadaqe Koxi (2.28), pozvolit naæti x(t) = V_1θ_2y_∗(t).

2.4.2 Opredelenie usloviØ sovmestnosti SLAU.

Pust~ rexaetsØ SLAU Cx = f(t), C – m × n postoØnnaØ matrica ranga r, f(t) – pravaØ qast~, kotoraØ moßet byt~ postoØnnym vektorom, ili zavisØwim ot parametra t.

Uslovie sovmestnosti prihoditsØ vyØsnØt~, kogda C est~ matrica polnogo stolbcovogo ranga, i v sluqae vpolne neopredelennoæ SLAU, kogda r < min(m, n).

DlØ opredeleniØ sovmestnosti pereopredelennoæ SLAU sleduet ot ishodnoæ SLAU pereæti k SLAU vida [ C_1 O ] X_1 = g(t),

REXENIE ZADAQI KOXI 99 gde [ C_1 O ] = Q_1Cθ est~ levostoronnee normalizovannoe razloße-

nie C: O est~ (m − n) × n nulevaØ matrica, g(t) = Q_1f, X_1 = θ_1X, Q_1 i θ_1 – ortogonal~naØ matrica i matrica perestanovok, reali-

zu¸wie normalizovannoe razloßenie. Oboznaqim Q_1 = [ Q_{11} Q_{01} ] , gde Q_{11} i Q_{01} est~ n × m i (n − m) × m matricy, stroki Q_{11} obrazu¸t bazis levogo nul~-prostranstva matricy C. Usloviem sovmestnosti ishodnoæ SLAU ØvlØetsØ ravenstvo

Q_{11}f = 0,

gde 0 – nulevoæ vektor.

DlØ opredeleniØ sovmestnosti SLAU v sluqae r < min(m, n), sleduet poluqit~ dvuhstoronnee normalizovannoe razloßenie C, t.e. razloßenie vida C = [ C_{11} O O O ] = θ_2Q_1Cθ_1Q_2,

gde Q_i i θ_i sootvetstvenno ortogonal~nye matricy i matricy

perestanovok. Pust~ θ_2Q_1 = [ Q_{11} Q_{10} ] – bloqnoe razbienie s ma-

tricami Q_{11} i Q_{10} razmerov m × r i m × (m − r) sootvetstvenno. Togda usloviem sovmestnosti ishodnoæ SLAU budet vypolnenie ravenstva Q_{10}f = O.

§3. Primenenie ΔW -1 i ∇R-algoritmov k rexeni¸ zadaqi Koxi dlØ sistem ADU

Predlaga¸tsØ metody, pozvolØ¸wie rexenie zadaqi Koxi dlØ sistemy ADU svodit~ k rexeni¸ zadaqi Koxi dlØ sistemy ODU indeksa γ = 0 ili γ = 1. Rassmatriva¸tsØ kak regulØrnye sistemy indeksa γ ¿ 1, tak i singulØrnye sistemy differencial~nyh uravneniæ indeksa γ ¿ 0. Predlagaemye metody osnovany na primenenii ΔW -1 algoritma. V sluqae sovmestnyh sistem differencial~nyh uravneniæ indeksa γ ¿ 1, sootvetstvu¸wiæ puqok kotoryh imeet polnyæ rang, predlaga¸tsØ takße metody, osnovannye na primenenii ∇R-algoritma.

3.1. O nekotoryh preobrazovaniØh differencial~nyh operatorov.

100 V. N. KUBLANOVSKA˚

Niße rassmatriva¸tsØ preobrazovaniØ matriqnyh i differencial~nyh operatorov, kotorye budut ispol~zovany pri postroenii metodov rexeniØ zadaqi Koxi dlØ sistem s postoØnnymi kofffficientami, nerazreximyh otnositel~no starxeæ proizvodnoæ.

3.1.1. Pust~ D(λ) =^{s∑}_{k=0} λ^kCk est~ m × n matriqnyæ polinom

ranga ρ, stepeni s ¿ 1, s kofffficientami C_k, postoØnnymi, nezavisØwimi ot λ matricami.

Rassmotrim preobrazovaniØ sledu¸wih vidov

D(λ)P_1(λ) = s1∑ k=0 C^{(1)}_k λ^k ≡ D_1(λ); (3.1)

P_2(λ)D(λ) = s2∑ k=0 C^{(2)}_k λ^k ≡ D_2(λ); (3.2)

P_4(λ)D(λ)P_3(λ) = s3∑ k=0 C^{(3)}_k λ^k ≡ D_3(λ). (3.3)

Zdes~ P_k(λ), k = 1, . . . , 4 – matriqnye polinomy, realizu¸wie preobrazovaniØ (3.1)–(3.3), D_k(λ), k = 1, 2, 3 – rezul~tiru¸wie matriqnye polinomy stepeneæ s_1, s_2 i s_3 sootvetstvenno, spravedliva lemma.

Lemma 3.1. Esli v preobrazovanii (3.k), k = 1, 2, 3 stepen~ sk ma-

triqnogo polinoma D_k(λ) ne prevoshodit stepeni s ishodnogo matriqnogo polinoma D(λ), to ime¸t mesto ravenstva D ( d dt ) P_1 ( d dt ) = D_1 ( d dt ) dlØ (3.1); (3.4)

P_2 ( d dt ) D ( d dt ) = D_2 ( d dt ) dlØ (3.2); (3.5)

P_4 ( d dt ) D ( d dt ) P_3 ( d dt ) = D_3 ( d dt ) dlØ (3.3). (3.6)

Privodim dokazatel~stvo ravenstva (3.4). Iz (3.1) nahodim

C_kP_1(λ) = C^{(1)}_k + E_k(λ), k = 0, 1, . . . , s_1;

C_kP_1(λ) = O + E_k(λ), k = s_1 + 1, . . . , s,

REXENIE ZADAQI KOXI 101

gde E_k(λ) – matriqnyæ polinom.

Pri λ =^d_{dt} ffti ravenstva primut vid

C_kP_1( d dt ) = C^{(1)}_k + E_k( d dt ), k = 0, 1, . . . , s_1, C_kP_1( d dt ) = O + Ek(^d_{dt} ), k = s1 + 1, . . . , s.

Pri fftom iz (3.1) imeem ∑ λ^kE_k(λ) = 0, (3.7)

tak qto operator^s ∑ k=0 dk dtk E_k(^d_{dt} ) ØvlØetsØ annuliru¸wim, t.e. pri

l¸boæ differenciruemoæ funkcii u(t) imeet mesto ravenstvo s∑ k=0 dk dtk E_k(^d_{dt} )u(t) = 0. Ots¸da iz (3.7) sleduet spravedlivost~

(3.4).

Dokazatel~stvo ravenstv (3.5) i (3.6) provoditsØ analogiqno. Lemma dokazana.

Zameqanie. UqityvaØ, qto stepen~ si preobrazovannogo ma-

triqnogo polinoma D_i(λ) budet men~xe stepeni s polinoma D(λ) tol~ko v qastnom sluqae polinoma D(λ), ne ime¸wego koneqnogo spektra (vse sobstvennye znaqeniØ D(λ) sut~ beskoneqnye), v dal~neæxem dlØ prostoty rassußdeniæ sqitaem s_i = s.

3.1.2. Nas budut interesovat~ preobrazovaniØ matriqnyh po-

linomov i sootvetstvu¸wih im differencial~nyh operatorov, oblada¸wie sledu¸wimi svoæstvami.

(a) Stepen~ preobrazovannogo matriqnogo polinoma, a sledovatel~no, i porØdok sootvetstvu¸wego emu differencial~nogo operatora ne bol~xe stepeni (porØdka) ishodnogo polinoma (ishodnogo differencial~nogo operatora).

(b) Preobrazovannyæ polinom imeet koneqnye sobstvennye znaqeniØ, sovpada¸wie s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi ishodnogo polinoma za iskl¸qeniem byt~ moßet nulevogo sobstvennogo znaqeniØ. Preobrazovannyæ polinom ne imeet osobennosti tipa nul~ na beskoneqnosti. Preobrazovannyæ differencial~nyæ operator imeet indeks γ = 0 ili 1.

(v) DlØ matriqnogo polinoma P_k(λ), osuwestvlØ¸wego rassmatrivaemoe preobrazovanie, suwestvuet obratnyæ matriqnyæ polinom ot λ ili ot λ^{−1}.

102 V. N. KUBLANOVSKA˚

DlØ differencial~nogo operatora P_k(^d_{dt} ) suwestvuet obratnyæ differencial~nyæ operator Q_k(^d_{dt} ) ili obratnyæ inte-

gral~nyæ operator Q_k(^t ∫ t0 dt) polinomial~nogo vida, t.e. Q_k(λ) –

est~ matriqnyæ polinom.

DlØ postroeniØ preobrazovaniæ, oblada¸wih svoæstvami (a)–(v) ispol~zuem ΔW -1 i ∇R-algoritmy [2, 3].

3.1.3. Snaqala rassmotrim preobrazovaniØ vidov (3.1)–(3.3)

(v forme differencial~nyh operatorov (3.4)–(3.6)), realizuemye s pomow~¸ ΔW -1 algoritma.

V zavisimosti ot sootnoxeniæ qisel ρ, m i n vozmoßny tri situacii.

1) Pri ρ = m 6 n algoritm ΔW -1, primenennyæ k D(λ), realizuet razloßenie vida

D(λ)W_1(λ) = [ Δ_1(λ), O ] . (3.8)

Zdes~ O – est~ m × (n − m) nulevaØ matrica, Δ_1(λ) =^s ∑ k=0 ^C^{(1)}_k λ^k

est~ matriqnyæ polinom razmerov m × m, stepeni s, koneqnye sobstvennye znaqeniØ kotorogo sovpada¸t s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi ishodnogo matriqnogo polinoma D(λ), na beskoneqnosti Δ_1(λ) ne imeet osobennosti tipa nul~; W_1(λ) est~ unimodulØrnaØ n × n matrica. PolagaØ v (3.1) P_1(λ) = W_1(λ), i, prinimaØ vo vnimanie Lemmu 3.1, ravenstvo (3.4) zapixem v vide [_s ∑ k=0 C_k ( d^k dλ^k ) ] W_1 ( d dλ ) = s∑ k=0 C^{(1)}_k ( d^k dλ^k ) , (3.9)

gde C^{(1)}_k = [ ^C^{(1)}_k , O], k = 0, 1, . . . , s.

Zametim, qto pri m = n nulevoæ blok v (3.8) otsutstvuet i matriqnyæ polinom Δ_1(λ), ØvlØetsØ regulØrnym.

2) Pri ρ = n 6 m algoritm ΔW -1 realizuet razloßenie vida

W_2(λ)D((λ) = [ Δ_2(λ) O ] . (3.10)

Zdes~ O est~ (m − n) × n nulevaØ matrica, Δ_2(λ) =^s ∑ k=0 Ĉ^{(2)}_k λk

– matriqnyæ polinom razmerov n × n, stepeni s, koneqnye sob-

REXENIE ZADAQI KOXI 103

stvennye znaqeniØ kotorogo sovpada¸t s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi ishodnogo polinoma D(λ), na beskoneqnosti Δ_2(λ) ne imeet osobennosti tipa nul~; W_2(λ) – unimodulØrnaØ m × m matrica. PolagaØ v (3.2) P_2(λ) := W_2(λ), i prinimaØ vo vnimanie Lemmu 3.1, ravenstvo (3.5) zapixem v vide

W_2( d dt ) s∑ k=0 C_k ( d^k dt^k ) = s∑ k=0 C^{(2)}_k d^k dt^k , (3.11)

gde C^{(2)}_k = [ ^C^{(2)}_k O ] , k = 0, 1, . . . , s. Zametim, qto pri n = m nulevoæ blok v razloßenii (3.10) otsutstvuet i matriqnyæ polinom Δ_2(λ) ØvlØetsØ regulØrnym.

3) Pri ρ < min(m, n) dvukratnoe primenenie ΔW -1 algoritma, privodit k razloßeni¸ vida

W_4(λ)D(λ)W_3(λ) = [ Δ_3(λ) O_{ρ,n−ρ} O_{m−ρ,ρ} O_{m−ρ,n−ρ} ] . (3.12)

Zdes~ O_{pq} – nulevaØ p × q matrica, Δ_3(λ) =^s ∑ k=0 ^C^{(3)}_k λ^k regulØr-

nyæ ρ × ρ matriqnyæ polinom, koneqnye sobstvennye znaqeniØ kotorogo sovpada¸t s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi matriqnogo polinoma D(λ), na beskoneqnosti Δ_3(λ) ne imeet osobennosti tipa nul~. W_3(λ) i W_4(λ) – unimodulØrnye n×n i m×m matricy sootvetstvenno.

PolagaØ v (3.3) P_4(λ) = W_4(λ), P_3(λ) = W_3(λ) i prinimaØ vo vnimanie Lemmu 3.1, ravenstvo (3.6) zapixem v vide

W_4( d dt ) s∑ k=0 C_k d^k dt^k W_3( d dt ) = s∑ k=0 C^{(3)}_k d^k dt^k , (3.13)

gde C^{(3)}_k = [ ^C^{(3)}_k O O O ] , k = 0, . . . , s. Spravedlivost~ svoæstv (a)–(v) dlØ preobrazovaniæ (3.8), (3.10) i (3.12) sleduet iz svoæstv ΔW -1 algoritma.

3.1.4. Rassmotrim postroenie preobrazovaniæ, oblada¸wih

svoæstvami (a)–(v), poluqennyh s pomow~¸ ∇R-algoritma.

Pust~ D(λ) est~ m×n matriqnyæ polinom polnogo ranga. Vozmoßny dve situacii v zavisimosti ot sootnoxeniæ qisel ρ, m i n.

104 V. N. KUBLANOVSKA˚

PervaØ situaciØ. Matriqnyæ polinom D(λ) =^s ∑ k=0 C_kλ^k imeet polnyæ stolbcovyæ rang (ρ = n 6 m). Togda primenØØ ∇Ralgoritm k D(λ), imeem

D(λ)P_1(λ) = s∑ k=0 ^C^{(1)}_k λ^k ≡ ^D_1(λ). (3.14)

Zdes~ P_1(λ) = γ∏ k=1 T_kdiag { I_{rk} , λI_{n−rk} } ≡ p1∑ k=0 P^{(1)}_k λ^k

matriqnyæ polinom, realizu¸wiæ ∇R-razloßenie D(λ); T_k – ortogonal~naØ matrica. Po Lemme 3.1 imeet mesto operatornoe ravenstvo D( d dt )P_1( d dt ) ≡ s∑ k=0 C_k d^k dt^k P_1( d dt ) = s∑ k=1 ^C^{(1)}_k d^k dt^k ≡ ^D_1( d dt ), (3.15)

gde D̂_1 (_d dt ) imeet nulevoæ indeks, tak kak iz svoæstv ∇Ralgoritma sleduet, qto matriqnyæ polinom ^D_1(λ) imeet tol~ko koneqnye sobstvennye znaqeniØ, sovpada¸wie, za iskl¸qeniem nulevogo sobstvennogo znaqeniØ, s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi D(λ). Ots¸da pravoe nul~-prostranstvo matricy ^C_s, kofffficienta pri starxeæ stepeni λ v ^D_1(λ), est~ pustoe mnoßestvo, a v sluqae m = n kofffficient ^C_s est~ nevyroßdennaØ matrica. Sledovatel~no, svoæstvo (b) dlØ preobrazovaniæ (3.14), (3.15) vypolneno.

Legko proverit~, qto P^{−1}_1 (λ) suwestvuet i imeet vid

P^{−1}_1 (λ) = 1∏ k=γ diag { I_{rk} , λ^{−1}I_{n−rk} }[ T_k ]_T = q1∑ k=0 Q^{(1)}_k μ^k ≡ Q_1(μ), μ = λ^{−1}. Zdes~ Q_1(μ) – matriqnyæ polinom ot μ. PolagaØ μ =^t ∫ t0 dt, polu- qim P^{−1}_1 ( d dt ) = Q_1 (^t∫ 0 dt ) . (3.16)

REXENIE ZADAQI KOXI 105

Takim obrazom, ustanovleno, qto preobrazovanie (3.14) (ili v forme differencial~nyh operatorov (3.15)) obladaet svoæstvami (a)–(v).

VtoraØ situaciØ. Matriqnyæ polinom D(λ) imeet polnyæ stroqnyæ rang ρ = m 6 n.

PrimenØØ rassußdeniØ, privedennye v pervoæ situacii k matrice D^T (λ), poluqim

D^T (λ)P^T_2 (λ) = s∑ k=0 ^C^{(2)}_k λ^k ≡ ^D^T_2 (λ). (3.17)

Ots¸da, polagaØ λ =^d_{dt} , imeem

P_2( d dt )D( d dt ) ≡ ^D_2( d dt ) = s∑ k=0 [ ^ C^{(2)}_k ]_T d^k dt^k . (3.18)

Zdes~ P_2(λ) = 1∏ k=γ2 diag { I_{rk} , λI_{m−rk} }[ ~ T_k ]_T . (3.19)

3.1.5. Privedennye vyxe rassußdeniØ konstruktivno dokazy-

va¸t sledu¸wie utverßdeniØ.

Pust~ D(λ) est~ m×n matriqnyæ polinom ranga ρ stepeni s ¿ 1, spektr kotorogo soderßit beskoneqnye sobstvennye znaqeniØ.

Teorema 3.2. DlØ l¸bogo differencial~nogo operatora D(^d_{dt} ) po-

rØdka s ¿ 1, indeksa γ ¿ 1 suwestvuet operator Δ_i(^d_{dt} ) porØdka s_i 6 s, ediniqnogo indeksa. Operator Δ_i(λ) moßet byt~ postroen s pomow~¸ ΔW -1 algoritma v odnom iz sledu¸wih vidov [ Δ_1( d dt ), O ] = D( d dt )W_1( d dt ) esli ρ = m 6 n; [ Δ_2(^d_{dt} ) O ] = W_2( d dt )D( d dt ) esli ρ = n 6 m; [ Δ_3(^d_{dt} ) O O O ] = W_3( d dt )D( d dt )W_4( d dt ) esli ρ < min(m, n).

Zdes~ W_i(λ), i = 1, 2, 3, 4 unimodulØrnye matricy, realizu¸- wie rangovu¸ faktorizaci¸ D(λ) v kaßdom iz rassmatrivaemyh sluqaev.

Pust~ m × n matriqnyæ polinom D(λ) imeet polnyæ rang, spektr D(λ) soderßit beskoneqnye sobstvennye znaqeniØ.

106 V. N. KUBLANOVSKA˚

Teorema 3.3. DlØ l¸bogo differencial~nogo operatora D(^d_{dt} ) po-

rØdka s ¿ 1, indeksa γ ¿ 1 suwestvuet operator ^D_i(^d_{dt} ) nulevogo indeksa, porØdka s_i 6 s. Operator ^D_i(^d_{dt} ) moßet byt~ postroen s pomow~¸ ∇R-algoritma v odnom iz sledu¸wih vidov

^D_1( d dt ) = D( d dt )P_1( d dt ) pri ρ = n 6 m;

^D_2( d dt ) = P_2( d dt )D( d dt ) pri ρ = m 6 n;

Zdes~ P_i(λ), i = 1, 2 matriqnye polinomy, realizu¸wie ∇RrazloßeniØ D(λ) i D^T (λ) sootvetstvenno.

3.2. Metody svedeniØ rexeniØ zadaqi Koxi dlØ sistemy ADU pervogo porØdka k rexeni¸ zadaqi Koxi dlØ sistemy ODU.

Pust~ Bẋ(t) + Ax(t) = f(t), x(t_0) = x_0 (3.21)

est~ ishodnaØ zadaqa Koxi indeksa γ ¿ 0. Sootvetstvu¸wiæ (3.21) puqok D(λ) = λB + A imeet razmery m × n i rang ρ.

TrebuetsØ ot (3.21) pereæti k rexeni¸ zadaqi Koxi

B̂_1ż(t) + Â_1z(t) = g(t), z(t_0) = z_0 (3.22)

indeksa ne bol~xe edinicy i ustanovit~ svØz~ meßdu rexeniØmi x(t) i z(t), vektorami x_0 i z_0 i pravymi qastØmi f(t) i g(t).

DlØ rexeniØ postavlennoæ zadaqi budem ispol~zovat~ ΔW -1 i ∇R-algoritmy. Pri fftom primenenie ΔW -1algoritma privodit k sisteme (3.22) indeksa edinica, primenenie ∇R-algoritma privodit k sisteme (3.22) nulevogo indeksa.

3.2.1. Primenenie ΔW -1 algoritma k rexeni¸ zadaqi Koxi dlØ sistem ADU pervogo porØdka. V zavisimosti ot soot-

noxeniØ qisel* m, n i ρ (parametrov puqka λB +A), rassmotrim tri situacii.

PervaØ situaciØ ρ = m 6 n. Sistema (3.21) ØvlØetsØ regulØrnoæ pri m = n i nedoopredelennoæ pri m < n. DlØ preobrazovaniØ zadaqi (3.21) k zadaqe (3.22) trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie operacii.

*Zametim, qto qislo ρ zaranee neizvestno i opredelØetsØ ΔW -1 algoritmom pri ego realizacii.

REXENIE ZADAQI KOXI 107

(1) Ispol~zuØ ΔW -1 algoritm, predstavit~ puqok v vide (3.8)

(A + λB)W_1(λ) = A_1 + λB_1.

Zdes~ A_1 = [ ^A_1, O], B_1 = [ ^B_1, O], (3.23)

O – nulevaØ m×(n−m) matrica, ^A_1+λ ^B_1 – regulØrnyæ puqok, koneqnyæ spektr kotorogo sovpadaet s koneqnym spektrom D(λ), na beskoneqnosti net osobennosti tipa nul~; W_1(λ) =^{p1} ∑ k=0 U^{(1)}_k λ^k ≡ [ W_{11}(λ), W_{10}(λ) ] unimodulØrnaØ n × n matrica s blokami W_{11}(λ) i W_{10}(λ) sootvetstvenno razmerov n × m i n × (n − m), priqem stolbcy W_{10}(λ) obrazu¸t bazis nul~-prostranstva iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ puqka D(λ).

(2) V (3.21) sdelat~ zamenu peremennyh

x(t) := W_1( d dt )y(t) = p1∑ k=0 U^{(1)}_k d^k dt^k y(t), tak qto

y(t) = W^{−1}_1 ( d dt )x(t) = q1∑ k=0 V^{(1)}_k d^k dt^k x(t).

Zdes~ W^{−1}_1 (λ) =^{q1} ∑ k=0 V^{(1)}_k λ^k est~ unimodulØrnaØ n × n matrica, obratnaØ k W_1(λ).

UqityvaØ, qto ravenstvo W_1(λ)W^{−1}_1 (λ) = W^{−1}_1 (λ)W_1(λ) = I imeet mesto pri l¸bom λ, zakl¸qaem U^{(1)}_0 V^{(1)}_0 = V^{(1)}_0 U^{(1)}_0 = I, t.e. U^{(1)}_0 i V^{(1)}_0 – vzaimno obratnye matricy.

V rezul~tate zameny peremennyh sistema (3.21) primet vid

B_1ẏ(t) + A_1y(t) = f(t), y(t_0) = V_0x_0 ≡ y_0 = (y^{(0)}_1 , . . . , y^{(0)}_n )^T .

(3) Rexit~ zadaqu Koxi dlØ regulØrnoæ sistemy differencial~nyh uravneniæ indeksa, ravnogo edinice: ^B_1ż(t) + ^A_1z(t) = ^f (t) ≡ (f_1(t), . . . , f_m(t))^T , z(t_0) = (y^0_1, . . . , y^0_m)^T . (3.24) Togda

• x(t) =^{p1} ∑ k=0 U^{(1)}_k^{dk}_{dtk} y(t) est~ rexenie zadaqi Koxi (3.21);

108 V. N. KUBLANOVSKA˚ y(t) = ( z(t), y^0_{m+1}, . . . , y^0_n )_T . • X(t) = x(t) + W_{10}(^d_{dt} )c(t) est~ obwee rexenie ishodnoæ sistemy (3.21). Zdes~ c(t) – proizvol~nyæ vektor iz prostranstva (n − m) izmereniæ nad polem differenciruemyh funkciæ.

VtoraØ situaciØ ρ = n 6 m. Sistema (3.21) ØvlØetsØ regulØrnoæ pri n = m, i pereopredelennoæ pri n < m. DlØ preobrazovaniØ zadaqi (3.21) k zadaqe (3.22) trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) Ispol~zuØ ΔW -1 algoritm, predstavit~ puqok D(λ) v vide (3.10):

W_2(λ)(A + λB) = A_2 + λB_2, gde A_2 = [ ^A_2 O ] , B_2 = [ ^B_2 O ] , (3.25)

O – nulevaØ (m − n) × n matrica, ^A_2 + λ ^B_2 – regulØrnyæ n × n puqok, koneqnyæ spektr kotorogo sovpadaet s koneqnym spektrom D(λ), na beskoneqnosti net osobennosti tipa nul~; W_2(λ) = p2∑ k=0 U^{(2)}_k λ^k = [ W_{21}(λ) W_{20}(λ) ] – unimodulØrnaØ m×m matrica s blokami

W_{21}(λ) i W_{20}(λ) sootvetstvenno razmerov n×m i (m−n)×n, priqem stroki W_{20}(λ) obrazu¸t bazis nul~-prostranstva iz levyh polinomial~nyh rexeniæ D(λ).

(2) Vyqislit~ vektor g(t) =^{p2} ∑ k=0 U^{(2)}_k^{dk}_{dtk} f(t) = ( g_1(t), . . . , g_m(t) )_T . (3) Proverit~ uslovie sovmestnosti sistemy (3.21), t.e. vypolnenie ravenstva

W_{20}( d dt )f(t) ≡ ( g_{n+1}(t), . . . , g_m(t) )_T = 0 – nulevoæ vektor.

(4) V sluqae sovmestnoæ sistemy (3.21), rexit~ zadaqu Koxi

^B_2ẋ(t) + ^A_2x(t) = (g_1(t), . . . , g_n(t))^T ≡ ^g(t), x(t_0) = x_0, (3.26)

dlØ regulØrnoæ sistemy ODU ediniqnogo indeksa.

Naædennyæ vektor x(t) daet rexenie ishodnoæ zadaqi (3.21). Tret~Ø situaciØ ρ < min(m, n). Sistema (3.21) ØvlØetsØ vpolne neopredelennoæ. DlØ preobrazovaniØ zadaqi (3.21) k zadaqe (3.22) trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie operacii.

REXENIE ZADAQI KOXI 109

(1) Ispol~zuØ ΔW -1 algoritm, predstavit~ puqok D(λ) v vide (3.12) W_4(λ)D(λ)W_3 (λ) = λB_3 + A_3, gde B_3 = [ ^B_3 O O O ] , A_3 = [ ^A_3 O O O ] , (3.27)

O – nulevye matricy sootvetstvu¸wih razmerov, λ ^B_3 + ^A_3 – regulØrnyæ puqok ρ × ρ, koneqnyæ spektr kotorogo sovpadaet s koneqnym spektrom D(λ), na beskoneqnosti net osobennosti tipa nul~; W_3(λ) =^{p3} ∑ k=0 U^{(3)}_k λ^k = [W_{31}, W_{30}] i W_4(λ) = p4∑ k=0 U^{(4)}_k λ^k = [ W_{41}(λ) W_{40}(λ) ] – unimodulØrnye matricy sootvestvenno razmerov n×n i m×m s blokami W_{31}(λ), W_{30}(λ) razmerov n×ρ i n×(n−ρ) i blokami W_{41}(λ), W_{40}(λ) sootvetstvenno razmerov ρ×m, (m−ρ)×m.

(2) Proverit~ vypolnenie usloviØ sovmestnosti sistemy (3.21), t.e. ravenstvo

W_{40}( d dt )f(t) = 0. (3.28)

(3) Pri vypolnenii usloviØ sovmestnosti, naæti unimodulØrnu¸ matricu W^{−1}_3 (λ) =^{q3} ∑ k=0 V^{(3)}_k λ^k , vektor y_0 = V_0, x_0 =

(y^0_1 , . . . , y^0_n)^T , vektor ĝ(t) = W_{41}(^d_{dt} )f(t).

(4) Rexit~ regulØrnu¸ zadaqu Koxi dlØ sistemy indeksa edinica

^B_3ż(t) + ^A_3z(t) = ^g(t), z(t_0) = (y^0_1 , . . . , y^0_ρ)^T . (3.29)

Togda • x(t) = W_3(^d_{dt} )y(t) ≡ p3∑ k=0 U^{(3)}_k^{dk}_{dtk} y(t) est~ rexenie ishodnoæ zadaqi Koxi;

• X(t) = x(t)+W_{30}(^d_{dt} )c(t) est~ obwee rexenie sistemy (3.2.1). Zdes~ y(t) = ( z(t), y^0_{ρ+1}, . . . , y^0_n )_T , z(t) est~ rexenie zadaqi (3.29);

c(t) est~ proizvol~nyæ vektor iz prostranstva (n − ρ) izmereniæ nad polem differenciruemyh funkciæ.

110 V. N. KUBLANOVSKA˚

3.2.2. Primenenie ∇R-algoritma k rexeni¸ zadaqi Koxi dlØ sistem ADU pervogo porØdka.

Perehod ot zadaqi (3.21) polnogo ranga, indeksa γ > 0 k zadaqe (3.22) indeksa γ = 0 budem osuwestvlØt~, ispol~zuØ ∇Ralgoritm.

PervaØ situaciØ. Puqok D(λ) imeet polnyæ stolbcovyæ

rang. DlØ perehoda k zadaqe (3.22) trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) K puqku D(λ) primenit~ ∇R-algoritm, t.e. pereæti k puqku

^D_1(λ) ≡ λ ^B_1 + ^A_1 = D(λ)P_1(λ), (3.30) gde P_1(λ) = γ∏ k=1 T_kdiag { I_{rk} , λI_{n−rk} } ≡ p1∑ k=0 P^{(1)}_k λ^k

matriqnyæ polinom, realizu¸wiæ razloßenie (3.30), P^{(1)}_k , k = 0, 1, . . . , p_1, sut~ postoØnnye n×n matricy; ^A_1 +λ ^B_1 – puqok m×n, spektr kotorogo sovpadaet, za iskl¸qeniem nulevogo sobstvennogo znaqeniØ, s koneqnym spektrom D(λ), T_k – ortogonal~nye matricy.

(2) Vyqislit~ matricu

P^{−1}_1 (λ) = 1∏ k=γ diag { I_{rk} , λ^{−1}I_{n−rk} }( T_k )_T ≡ q1∑ k=0 λ^{−k}Q^{(1)}_k ≡ Q_1( 1 λ ), (3.31) gde Q_1(^1_λ ) – matriqnyæ polinom ot (^1_λ ), Q^{(1)}_k , k = 0, . . . , q_1, sut~ postoØnnye (n × n) matricy.

(3) V (3.21) sdelat~ zamenu peremennyh x(t) = P_1(^d_{dt} )y(t), t.e. pereæti k zadaqe (3.22).

(4) Naæti rexenie y(t) zadaqi Koxi (3.22) nulevogo indeksa*

^B_1ẏ(t) + ^A_1y(t) = f(t), y(t_0) = Q^{(1)}_0 x_0,

gde ^B_1, ^A_1 matricy m × n iz (3.30).

*Sposoby rexeniØ zadaqi Koxi dlØ singulØrnoæ sistemy ODU nulevogo indeksa rassmotreny v §2.

REXENIE ZADAQI KOXI 111

(5) Naæti iskomoe rexenie zadaqi (3.21)

x(t) = P_1( d dt )y(t) = p1∑ k=0 P^{(1)}_k d^k dt^k y(t). VtoraØ situaciØ. Puqok D(λ) imeet polnyæ stroqnyæ rang.

DlØ perehoda k zadaqe (3.22) trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) Naæti matriqnyæ polinom P_2(λ) i puqok ^A_2 + λ ^B_2, primenØØ k D(λ) algoritm ∇R. V rezul~tate imeem razloßenie vida P_2(λ)D(λ) = ^A_2 + λ ^B_2, (3.33) gde P^T_2 (λ) = γ∏ k=1 ~T_kdiag {I_{rk} , λI_{m−rk} } ≡ p2∑ k=0 [ P^{(2)}_k ]_T λ^k matriqnyæ polinom, P^{(2)}_k , k = 0, . . . , p_2 – postoØnnye m × m matricy, ~T_k sut~ m × m ortogonal~nye matricy, ^A_2 + λ ^B_2 – puqok m × n, spektr kotorogo sovpadaet s koneqnym spektrom D(λ) za iskl¸qeniem nulevogo sobstvennogo znaqeniØ.

(2) Vyqislit~

g_2(t) = p2∑ k=0 P^{(2)}_k d^k dt^k f(t). (3.34)

(3) Naæti rexenie zadaqi Koxi nulevogo indeksa ^B_2ẋ(t) + ^A_2x(t) = g_2(t), x(t_0) = x_0, (3.35)

gde ^B_2 i ^A_2 sut~ m × n matricy iz razloßeniØ (3.33). Tak naædennyæ vektor x(t) est~ rexenie ishodnoæ zadaqi (3.21).

3.3. Rexenie zadaqi Koxi dlØ sistemy ADU porØdka s > 1.

Pust~ s∑ k=0 C_k d^k dt^k x(t) = f(t), [ d^kx dt^k ] t=t0 = x^{(k)}_0 , k = 0, . . . , s − 1 (3.36)

est~ ishodnaØ zadaqa Koxi, nerazreximaØ otnositel~no starxeæ proizvodnoæ. Sootvetstvu¸wiæ (3.36) matriqnyæ polinom D(λ) = s∑ k=0 C_kλ^k

112 V. N. KUBLANOVSKA˚

imeet razmery m × n i rang ρ. Pri fftom esli D(λ) – regulØrnyæ matriqnyæ polinom, to sistema (3.36) imeet indeks γ ¿ 1; esli D(λ) singulØrnyæ matriqnyæ polinom, to sistema (3.36) imeet indeks γ ¿ 0.

TrebuetsØ ot (3.36) pereæti k rexeni¸ zadaqi Koxi s∑ k=0 Ĉ_k d^k dt^k z(t) = g(t), [ d^k dt^k z(t) ] t=t0 = z^{(k)}_0 , k = 0, . . . , s − 1 (3.37)

razreximoæ otnositel~no starxeæ proizvodnoæ, i ustanovit~ svØz~ meßdu rexeniØmi x(t) i z(t); naqal~nymi usloviØmi x^{(k)}(t_0) i z^{(k)}(t_0), k = 0, . . . , s−1, a takße meßdu pravymi qastØmi f(t) i g(t). DlØ rexeniØ postavlennoæ zadaqi budem ispol~zovat~ ΔW -1 i ∇Ralgoritmy.

3.3.1. Primenenie ΔW -1 algoritma k rexeni¸ zadaqi Koxi dlØ sistem ADU porØdka s > 1.

Kak i v sluqae sistem pervogo porØdka v zavisimosti ot sootnoxeniæ qisel ρ, m, n budem rassmatrivat~ tri situacii.

SituaciØ ρ = m 6 n. DlØ perehoda ot (3.36) k (3.37) trebu-

etsØ vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) Ispol~zuØ ΔW -1 algoritm, naæti unimodulØrnu¸ matri-

cu W_1(λ) =^s ∑ k=0 U^{(1)}_k λ^k, realizu¸wu¸ pravostoronn¸¸ rangovu¸

faktorizaci¸ vida (3.8) matriqnogo polinoma D(λ).

(2) Naæti unimodulØrnu¸ matricu W^{−1}_1 (λ) =^{q1} ∑ k=0 V^{(1)}_k λ^k.

(3) V (3.36) sdelat~ zamenu peremennyh

x(t) = W_1 ( d dt ) y(t) = p1∑ k=0 U^{(1)}_k d^k dt^k y(t), tak qto

y(t) = W^{−1} ( d dt ) x(t) = q1∑ k=0 V^{(1)}_k d^k dt^k x(t). V rezul~tate zameny sistema (3.36) preobrazuetsØ k vidu [_s∑ k=0 Ĉ_k d^k dt^k , O^]y(t) = f(t) ≡^(f1(t), . . . , fn(t)^); y^{(k)}_0 = V_0x^{(0)}_k ≡ ( y^{(k)}_{01} , . . . , y^{(k)}_{0n} )_T . (3.38)

REXENIE ZADAQI KOXI 113

(4) Rexit~ zadaqu Koxi s∑ k=0 Ĉ_k d^k dt^k z(t) = f^{(1)}(t) ≡ ( f_1(t), . . . , f_m(t) )_T , z^{(k)}(t_0) = ( y^{(k)}_{01} , . . . , y^{(k)}_{0m} )_T (3.39)

dlØ regulØrnoæ sistemy ODU indeksa edinica.

Togda • x(t) =^{q1} ∑ k=0 U^{(1)}_k^{dk}_{dtk} y(t) est~ rexenie ishodnoæ zadaqi (3.36)

y(t) := ( z(t), y_{m+1,0}, . . . , y_{n0} )_T , z(t) est~ rexenie zadaqi Koxi (3.39).

• Pri m < n obwee rexenie sistemy (3.36) daetsØ formuloæ

X(t) = x(t) + W_{01} ( d dt ) C(t), gde W_{01}(λ) – matrica, sostavlennaØ iz (n − ρ) poslednih stolbcov matricy W_1(λ); C(t) – proizvol~nyæ vektor iz prostranstva vektorov (n − m) izmereniæ nad polem differenciruemyh funkciæ.

SituaciØ ρ = n < m. DlØ perehoda ot zadaqi (3.36) k (3.37)

trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) Ispol~zuØ ΔW -1 algoritm, naæti unimodulØrnu¸ matri-

cu W_2(λ) =^{p2} ∑ k=0 U^{(2)}_k λ^k, realizu¸wu¸ rangovu¸ fakktorizaci¸

vida (3.10).

(2) K oboim qastØm uravneniØ (3.36) primenit~ differencial~nyæ operator W_2 (_d dt ) . Imeem [_s∑ k=0 ^C^{(2)}_k^{dk}_{dtk} O ] x(t) = g(t), gde g(t) = W_2 ( d dt ) f(t) = p2∑ k=0 U^{(2)}_k d^k dt^k f(t). (3) Ustanovit~ vypolnenie sovmestnosti rexaemoæ sistemy (3.36), t.e. vypolnenie ravenstva

W_{02} ( d dt ) f(t) = 0.

114 V. N. KUBLANOVSKA˚

Zdes~ W_{02}(λ) – matrica, sostavlennaØ iz (m − n) poslednih strok matricy W_2(λ).

(4) V sluqae sovmestnosti sistemy (3.36) naæti rexenie zadaqi Koxi s∑ k=0 ^C^{(2)}_k d^k dt^k x(t) = g(t); x^{(k)}(t_0) = x^{(k)}_0 , k = 0, . . . , s − 1 (3.40)

dlØ regulØrnoæ sistemy ediniqnogo indeksa.

Naædennyæ vektor x(t) daet rexenie (3.36).

SituaciØ ρ < min(m, n). DlØ perehoda ot (3.36) k zadaqe (3.37) trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) Ispol~zuØ ΔW -1 algoritm, naæti unimodulØrnye matri-

cy W_3(λ) =^{p3} ∑ k=0 U^{(3)}_k λ^k i W_4(λ) =^{p4} ∑ k=0 U^{(4)}_k λ^k, realizu¸wie dvuh-

storonn¸¸ rangovu¸ faktorizaci¸ vida (3.12).

(2) Naæti unimodulØrnu¸ matricu

W^{−1}_3 (λ) = q3∑ k=0 V^{(3)}_k λ^k.

(3) K oboim qastØm uravneniØ (3.36) primenit~ differencial~nyæ operator W_4 (_d dt ) i sdelat~ zamenu peremennyh x(t) = p3∑ k=0 U^{(3)}_k^{dk}_{dtk} y(t).

V rezul~tate pridem k sisteme vida [ Δ_3 (_d dt ) O O O ] y(t) = g(t); y^{(k)}(t_0) ≡ y^{(k)}_0 = ( y^{(k)}_{01} , . . . , y^{(k)}_{0n} ) . Zdes~

Δ_3 ( d dt ) ~y(t) = s∑ k=0 Ĉ^{(3)}_k d^k dt^k ~y(t);

g(t) = W_4 ( d dt ) f(t) = p4∑ k=0 U^{(4)}_k d^k dt^k f(t) = ( g_1(t), g_2(t) )_T , g_1(t) i g_2(t) vektory, sostavlennye sootvetstvenno iz ρ pervyh i (m − ρ) poslednih komponent vektora g(t).

REXENIE ZADAQI KOXI 115

(4) Proverit~ vypolnenie sovmestnosti sistemy (3.36), t.e. vypolnenie usloviØ

W_{04} ( d dt ) f(t) ≡ g_2(t) = 0.

Zdes~ W_{04}(λ) – matrica, sostavlennaØ iz (m−ρ) poslednih strok matricy W_4(λ).

(5) Naæti rexenie regulØrnoæ zadaqi Koxi dlØ sistemy ediniqnogo indeksa s∑ k=0 ^C^{(3)}_k d^k dt^k z(t) = g_1(t), z^{(k)}(t_0) ≡ ( z^{(k)}_{01} , . . . , z^{(k)}_{ρ0} )_T , z^{(k)}_{i0} = y^{(k)}_{i0} , i = 1, . . . , ρ.

(3.41)

Togda

• x(t) = W_4(^d_{dt} )y(t) est~ rexenie ishodnoæ zadaqi (3.36);

y(t) := ( z(t), y_{0ρ+1}, . . . , y_{0n} )_T , z(t) – est~ rexenie zadaqi Koxi (3.41).

• X(t) = x(t) + W_{03} (_d dt ) C(t) est~ obwee rexenie zadaqi (3.36).

Zdes~ W_{03} (_d dt ) – matrica, sostavlennaØ iz (n − ρ) poslednih stolbcov matricy W_3(λ); C(t) – proizvol~nyæ vektor iz prostranstva vektorov (n − ρ) izmereniæ nad polem differenciruemyh funkciæ.

3.3.2. Primenenie ∇R-algoritma k rexeni¸ zadaqi Koxi dlØ sistemy ADU porØdka s > 1.

Pust~ m × n matriqnyæ polinom D(λ), sootvetstvu¸wiæ differencial~nomu operatoru uravneniØ (3.36), imeet polnyæ rang. Budem rassmatrivat~ dve situacii.

PervaØ situaciØ ρ = n 6 m. DlØ perehoda ot zadaqi (3.36)

k zadaqe nulevogo indeksa trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie operacii.

(1) Ispol~zuØ ∇R-algoritm, naæti matriqnyæ polinom P_1(λ), realizu¸wiæ razloßenie (3.14).

(2) Vyqislit~ racional~nu¸ matricu

P^{−1}_1 (λ) ≡ Q_1 ( 1 λ ) = 1∏ k=γ1 diag { I_{rk} , λ^{−1}I_{n−rk} } [T_k]^T ≡ q1∑ k=0 λ^{−k}Q_k.

116 V. N. KUBLANOVSKA˚

(3) V sisteme (3.36) sdelat~ zamenu peremennyh

x(t) = P_1 ( d dt ) y(t) = p1∑ k=0 P^{(1)}_k d^k dt^k y(t). (4) Naæti rexenie y(t) zadaqi Koxi nulevogo indeksa s∑ k=0 Ĉ^{(1)}_k d^k dt^k y(t) = f(t), y^k_0 = Q^{(1)}_0 x^k_0, k = 0, . . . , s − 1.

(5) Naæti iskomoe rexenie zadaqi (3.36)

x(t) = P_1 ( d dt ) y(t). VtoraØ situaciØ ρ = m < n. DlØ perehoda ot zadaqi (3.36) k

zadaqe nulevogo indeksa trebuetsØ vypolnit~ sledu¸wie xagi.

(1) Ispol~zuØ ∇R-algoritm, naæti matriqnyæ polinom P_2(λ), realizu¸wiæ razloßenie (3.17).

(2) K oboim qastØm uravneniØ (3.36) primenit~ differenci-

al~nyæ operator P_2 (_d dt ) = p2∑ k=0 P^{(2)}_k^{dk}_{dtk} i naæti rexenie poluqen-

noæ zadaqi Koxi nulevogo indeksa: s∑ k=0 Ĉ^{(2)}_k d^k dt^k x(t) = g(t), x(t_0) = x_0.

Zdes~ g(t) := P_2 (_d dt ) f(t). Tak naædennyæ vektor x(t) dast rexenie zadaqi (3.36).

§4. Nekotorye vspomogatel~nye algoritmy

Niße privodØtsØ algoritmy rangovoæ faktorizaciii(ΔW -1 algoritm i ∇R-algoritm) dlØ puqka matric D(λ) = A − λB razmerov m × n ranga ρ. Podrobnoe opisanie fftih algoritmov dlØ polinomial~nyh matric proizvol~noæ celoæ stepeni s ¿ 1 sm. v [1, 5].

ΔW -1 algoritm dlØ puqka matric.

Privodim algoritm (tak nazyvaemyæ ΔW -1 algoritm) pravostoronneæ rangovoæ faktorizacii dlØ m × n puqka D(λ), ranga

ρ 6 n, vida_{D(λ)W (λ) = [Δ1(λ),} O^].

REXENIE ZADAQI KOXI 117

Zdes~ O est~ m × (n − ρ) nulevaØ matrica, W (λ) – unimodulØrnaØ n × n matrica, Δ_1(λ) = Â − λB̂ est~ m × ρ puqok matric polnogo stolbcovogo ranga, spektr kotorogo sovpadaet s koneqnym spektrom ishodnogo puqka D(λ); v toqke beskoneqnost~ Δ_1(λ) ne imeet osobennosti tipa nul~.

Vypolnenie dvuh drugih (levostoronneæ i dvuhstoronneæ) rangovoæ faktorizaciæ provoditsØ analogiqno primeneniem ΔW -1 algoritma k puqkam D^T (λ) i Δ^T_1 (λ) sootvetstvenno.

Algoritm preobrazovaniØ ishodnogo puqka A − λB v puqok polnogo stolbcovogo ranga ^A−λ ^B sostoit v postroenii koneqnoæ posledovatel~nosti puqkov D_k(λ) = λC^k_1 + C^k_0 , k = 0, 1, . . . , l po sledu¸wemu predpisani¸ D_{k+1}(λ) = D_k(λ)W_k(λ), k = 0, . . . , l − 1 D_0(λ) = λC^0_1 + C^0_0 ( C^0_1 = B_{mn} ≡ −B, C^0_0 = A_{mn} ≡ A ) , D_l(λ) = ^A−λ ^B – iskomyæ m×ρ puqok polnogo stolbcovogo ranga, W_k(λ) – unimodulØrnaØ matrica.

Tipiqnyæ (pervyæ) xag algoritma sostoit v vypolnenii sledu¸wih operaciæ.

(1) Po kofffficientam puqka D_0(λ) formiruetsØ postoØnnaØ matrica M . Pri fftom mogut vozniknut~ sledu¸wie tri situacii.

i) Sredi stolbcov matricy C_1 net nulevyh. V fftoæ situacii polagaem n_1 = n, M = C_1 i perehodim k vypolneni¸ operacii (2).

ii) Sredi stolbcov matricy C_1 est~ nulevye. V fftom sluqae stolbcy matric C_1 i C_0 perestavlØ¸tsØ tak, qtoby*

C_1 = [ C_{11}, O ] , C_0 = [ C_{01}, C_{02} ] . Zdes~ O – nulevaØ m × (n − t_1) matrica; C_{11} – matrica m × t_1, ne ime¸waØ nulevyh stolbcov; C_{01} i C_{02} – matricy sootvetstvenno razmerov m × t_1 i m × (n − t_1). Esli C_{02} ne imeet nulevyh stolbcov (C_{02} = C_{02}), polagaem M = [C_{11}, C_{02}], n_1 = n i perehodim k vypolneni¸ operacii (2).

*Zdes~ i niße odnoæ i toæ ße bukvoæ oboznaqa¸tsØ matricy do i posle perestanovki stolbcov.

118 V. N. KUBLANOVSKA˚

iii) Sredi stolbcov C_{02} est~ nulevye. S pomow~¸ matricy perestanovok stolbcy matricy C_{02} perestavlØem tak, qtoby

C_{02} := [ C_{02}, O ] , C_{02} – blok razmerov m × t_2, ne ime¸wiæ nulevyh stolbcov; O – nulevoæ m × (n − t_1 − t_2) blok.

Polagaem M_1 = [C_{11}, C_{02}], n = n_1 i perehodim k vypolneni¸ operacii (2).

(2) NahoditsØ n_1 × (n_1 − r_1) matrica T , stolbcy kotoroæ obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy M (r_1 = rankM ), naprimer, s pomow~¸ algoritma ΔW -0 razloßeniØ matricy M .

(3) Matrica T preobrazuetsØ k levoæ trapeceidal~noæ matrice L razmerov n_1 × h_1 (h_1 ¿ n_1 − r_1) s pomow~¸ pravostoronnego umnoßeniØ T na cepoqku matric ploskih vraweniæ ili otraßeniæ bez perestanovok strok. Pri fftom esli glavnyæ minor matricy T nulevoæ, to na nekotorom xage i perehoda ot T k L vstretitsØ veduwaØ stroka (s nomerom i) nulevoæ dliny. �ta stroka vyqerkivaetsØ, a sootvetstvu¸wiæ i-yæ stolbec zamenØetsØ stolbcom ediniqnoæ matricy e_i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)^T tak, qtoby diagonal~nyæ fflement byl raven edinice. Privedenie k levoæ trapeceidal~noæ matrice prodolßaetsØ s preobrazuemoæ matriceæ men~xih razmerov (s vyqerknutoæ strokoæ). V rezul~- tate budet postroena matrica L, qislo stolbcov h_1 kotoroæ ne men~xe n_1 − r_1: stolbcy L soderßat ortonormirovannyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy M i, byt~ moßet, stolbcy ediniqnoæ matricy.

(4) OsuwestvlØetsØ perehod k puqku D_1(λ). V zavisimosti ot situaciæ, voznika¸wih pri formirovanii matricy M_1, mogut byt~ ispol~zovany sledu¸wie rasqetnye formuly.

Pust~ v rezul~tate vypolneniØ operaciæ (1)–(3) algoritma postroen puqok

D_1(λ) = C^1_0 + λC^1_1 C^1_0 = A_{mn1} ; C^1_1 = B_{mn1} n_1 ¿ n_0, n_0 = n.

V situacii (i) matrica W_1(λ), osuwestvlØ¸waØ perehod ot

REXENIE ZADAQI KOXI 119

D_0(λ) k D_1(λ) imeet vid

W_1(λ) = . . Oh_1(n−h_1) L_{n,h1} . . . . I_{(n−h1)(n−h1)} ≡ . . Oh_1(n−h_1)

L_1 . . . . I_{(n−h1)(n−h1)} .

Kofffficienty C^1_1 i C^1_0 puqka D_1(λ) vyqislØ¸tsØ po formulam

C^1_1 := [ B^1_{mh1} , B^1_{m,(n−h1)} ] ; C^1_0 := [ A^1_{mh1} , A^1_{m,(n−h1)} ] , gde B^1_{mh1} = C^0_1 L_1, B^1_{m,n−h1} = C^0_1

[ Oh_1(n−h_1) I_{(n−h1)(n−h1)} ]

A^1_{mh1} = C^0_0 L_1, A^1_{m,n−h1} = C^0_0

[ Oh_1(n−h_1) I_{(n−h1)(n−h1)} ] . Rasqetnye formuly perehoda ot D_0(λ) k D_1(λ) situaciæ (ii) i (iii) rassmotrim odnovremenno, polagaØ n_1 = n v situacii (ii) i n_1 < n v situacii (iii). Pust~ C^0_1 imeet nulevymi (n_1 − t_1) stolbcov. Budem razliqat~ 2 sluqaØ: t_1 ¿ h_1 i t_1 < h_1. V sluqae t_1 ¿ h_1 imeem

L_1 = [ L_{t1h1} L_{(n1−t1)h1} ] , ~W_1 = L_{t1h1} . . L_{(n1−t1)h1} . . Oh_1(n−h_1) O(n−n_1)h_1^. I(n−h_1)(n−h_1) .

Togda kofffficienty D_1(λ) = D_0(λ)~W_1(λ) i W_1(λ) = W_0~W_1(λ) = ω^1_0 (ω^0_1 – matrica, ne zavisØwaØ ot λ) vyqislØ¸tsØ po formulam

C^1_1 := [ B^1_{mh1} , B^1_{m,n1−h1} ] ; C^1_0 := [ A^1_{mh1} , A^1_{m,n1−h1} ] , gde B^1_{mh1} = [ B^0_{m1t1} , A^0_{m(n1−t1)} ] [ L_{t1h1} L_{(n1−t1)h1} ] , A^1_{mh1} = A^0_{mt1} L_{t1h1}

B^1_{m(n1−h1)} = C^0_1

[ Oh_1(n_1−h_1) I_{(n1−h1)(n1−h1)} ] , A^1_{m(n1−h1)} = A^0_{m(n1−t1)}L_{(n1−t1)h1} ,

120 V. N. KUBLANOVSKA˚

ω^1_0 = . . Oh_1(n−h_1)

L_1 . . . . I_{(n−h1)(n−h1)} .

V sluqae t_1 < h_1 imeem

L_1 = [ L_{t1t1} O_{t1(h1−t1)} L_{(n1−t1)t1} L_{(n1−t1)(h1−t1)} ] ;

~W_1(λ) =

L_{t1t1} O_{t1(h1−t1)}

Oh_1(n−h_1) L_{(n1−t1)t1} L_{(n1−t1)(h1−t1)} I_{(n−h1)(n−h1)} O(n−n_1)t_1 O(n−n_1)(h_1−t_1) .

Togda kofffficienty D_1(λ) i W_1(λ) = λω^1 + ω^1_0 vyqislØ¸tsØ po sledu¸wim formulam

C^1_1 = [ B^1_{mt1} , B^1_{m(h1−t1)}, B^1_{m(n1−h1)} ] , C^1_0 = [ A^1_{mt1} , A^1_{m,(h1−t1)}, A^1_{m(n1−h1)} ] , B^1_{mt1} = [ B^0_{mt1} , A^0_{m(n1−t1)} ] [ L_{t1t1} L_{(n1−t1)t1} ] , B^1_{m(h1 −t1)} = O_{m(h1−t1)},

B^1_{m(n1−h1)} = C^0_1

[ Oh_1(n_1−h_1) I_{(n1−h1)(n1−h1)} ] , A^1_{mt1} = [ A^0_{m1t1}, O_{m(n1−t1)} ] [ L_{t1t1} L_{(n1−t1)t1} ] ,

A^1_{m(h1−t1)} = A^0_{m(n1−t1)}L_{(n1−t1)(h1−t1)}, A^1_{m(n1−h1)} = C^0_0

[ Oh_1(n_1−h_1) I_{(n1−h1)(n1−h1)} ] . ω^1 = [ ω^1_{nt1}, ω^1_{n(h1−t1)}, ω^1_{n(n−h1)} ] , ω^1_0 = [ ^ω^1_{nt1}, ^ω^1_{n(h1−t1)}, ^ω^1_{n(n−h1)} ] , ω^1_{nt1} = [Ont_1, ^ω^0_{n(n−t1)}^] L_{t1t1} L_{(n1−t1)t1} O(n−n_1)t_1 ,

ω^1_{n(h1−t1)} = ^ω^0_{n(h1−t1)} [ L_{(h1−t1)(h1−t1)} O(n−h_1)(h_1−t_1) ] ,

REXENIE ZADAQI KOXI 121

ω^1_{n(n−h1)} = 0, ^ω^1_{nt1} = [ ^ω^0_{nt1}, O_{n(n−t1)} ] L_{t1t1} L_{(n1−t1)t1} O(n−n_1)t_1 ,

^ω_{n(h1−t1)} = ^ω^0_{n(h1−t1)} [ L_{(h1−t1)(h1−t1)} O(n−h_1)(h_1−t_1) ] , ^ω^1_{n(n−h1)} = ω^0

[ Oh_1(n−h_1) I_{(n−h1)(n−h1)} ] . Operacii (1)–(4) algoritma vypolnØ¸tsØ do teh por, poka na nekotorom xage l+1 matrica M_{l+1} budet imet~ polnyæ stolbcovyæ rang. V fftom sluqae imeem A_l − λB_l = [ ^ A − λ ^B, O ] , gde O – nulevaØ m × (n − ρ) matrica,^^A − λ^^B – iskomyæ puqok

m × ρ polnogo stolbcovogo ranga, spektr puqka ^A − λ ^B sovpadaet s koneqnym spektrom ishodnogo puqka.

4.2. Algoritm ∇R-faktorizacii dlØ puqka matric.

Pust~ D(λ) = λB + A – puqok razmerov m × n polnogo ranga, ime¸wiæ λ = ∞ svoim sobstvennym znaqeniem.

Pod ∇R-faktorizacieæ D(λ) budem ponimat~ kaßdu¸ iz sledu¸wih faktorizaciæ

D(λ)P_1(λ) = λB̂_1 + Â_1, esli rang D(λ) raven n,

P_2(λ)D(λ) = λB̂_2 + Â_2, esli rang D(λ) raven m.

Zdes~ λB̂_i + Â_i – puqok polnogo ranga (stolbcovogo pri i = 1 i stroqnogo pri i = 2) spektr kotorogo koneqnyæ i sovpadaet, za iskl¸qeniem nulevogo sobstvennogo znaqeniØ, s koneqnym spektrom ishodnogo puqka D(λ). P_i(λ), i = 1, 2 regulØrnye matricy vida

P_1(λ) = l1∏ k=1 T_kdiag { I_{rk} , λI_{n−rk} } ,

P_2(λ) = l2∏ k=1 ~T_kdiag {I_{rk} , λI_{m−rk} },

T_k i ~T_k – ortogonal~nye matricy.

Rassmotrim algoritm ∇R-faktorizacii v sluqae puqka stolbcovogo ranga. Algoritm dlØ puqka polnogo stroqnogo ranga osuwestvlØetsØ analogiqno perehodom ot D(λ) k D^T (λ).

122 V. N. KUBLANOVSKA˚

Algoritm koneqnyæ i sostoit v postroenii puqkov D_k(λ) = λB_k + A_k, k = 0, . . . , l (A_0 = A, B_0 = B). Perehod ot D_k(λ) k D_{k+1}(λ) osuwestvlØetsØ vypolneniem sledu¸wih operaciæ (1) NahoditsØ ortogonal~naØ matrica T_k, realizu¸waØ pravostoronnee normalizovannoe razloßenie matricy B_k. Imeem

B_kT_k = [ L_k, O ] , gde O est~ m × (n − rk) nulevaØ matrica, rk = rank Bk.

(2) Matrica T_k predstavlØetsØ v bloqnom vide

T_k = [ T^{(1)}_k , T^{(2)}_k ] , gde T^{(2)}_k est~ n × (n − r_k) matrica, stolbcy kotoroæ obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy B_k.

(3) OsuwestvlØetsØ perehod k puqku

D_{k+1}(λ) = λB_{k+1} + A_{k+1},

gde B_{k+1} := [ B^{(1)}_{k+1}, B^{(2)}_{k+1} ] , A_{k+1} := [ A^{(1)}_{k+1}, A^{(2)}_{k+1} ] est~ bloqnoe predstavlenie matric B_{k+1} i A_{k+1} s blokami razmerov m × r_k i m × (n − r_k) sootvetstvenno: B^{(1)}_{k+1} := B_kT^{(1)}_k , B^{(2)}_{k+1} := A_kT^{(2)}_k ,

A^{(1)}_{k+1} := A_kT^{(1)}_k , A^{(2)}_{k+1} := O – nulevaØ m × (n − r_k) matrica, k = 0, . . . , l; Â_1 := A_lT_l, B̂_1 := B_lT_l.

Postroenie posledovatel~nosti puqkov D_k(λ) prodolßaetsØ do teh por, poka na nekotorom xage poluqim matricu B_l polnogo stolbcovogo ranga (r_l = n).

V rezul~tate budet postroen puqok

D_{l+1}(λ) := λB̂_1 + Â_1

polnogo stolbcovogo ranga, spektr kotorogo sovpadaet s koneqnym spektrom ishodnogo puqka.

Kak legko videt~, tipiqnyæ xag perehoda ot puqka D_k(λ) k puqku D_{k+1}(λ) sostoit v vypolnenii proivedeniØ

D_{k+1}(λ) = D_k(λ)T_kdiag { I_{rk} , λI_{n−rk} } , tak qto matrica preobrazovaniØ ishodnogo puqka D(λ) v puqok λB̂_1 + Â_1 imeet vid

P_1(λ) := l∏ k=1 T_kdiag { I_{rk} , λI_{n−rk} } .

REXENIE ZADAQI KOXI 123

Literatura

1. V. N. Kublanovskaya, “Rank division algorithms and their applications,” J.Numer. Lin. Algebra, Appl., 1, No. 2, 199–213 (1992).

2. G. Golub and W. Kahan, “Calculating the singular values and pseudoinverse of a matrix,” SIAM J. Numer. Anal., Ser. B2, 2, No. 2, 205–224 (1965).

3. G. Golub and C. Reinsch, “Singular value decomposition and least squares solutions,” Numer. Math., 14, No. 5, 403–420 (1970).

4. D. K. Faddeev, V. N. KublanovskaØ, V. N. Faddeeva, “Lineæno-alge-braiqeskie sistemy s prØmougol~nymi matricami,” v kn.: Sovremennye Qislennye Metody Lineænoæ Algebry. (Materialy meßdunarodnoæ xkoly. Kiev, 1966) (1968), s. 16–75.

5. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, V. A. Belyæ, “Spektral~nye zadaqi dlØ puqkov matric. Metody i algoritmy. III” Sov. J. Numer. Anal. Math. Modelling, 4, No. 3 19–51 (1989).

6. V. N. Kublanovskaya, “The AB-algorithm and its modifications for spectral prob-

lems of linear pencils of matrices,” Numer. Math., 43, 329–342 (1984).

7. V. N. KublanovskaØ, “Algoritm AB i ego svoæstva,” Zap. nauqn. semin.

LOMI, 102, 42–66 (1980).

8. V. N. KublanovskaØ, V. N. Simonova, “O nekotoryh svoæstvah algoritma AB,” Zap. nauqn. semin. LOMI, 111,117–137 (1981).

9. C. B. Moller and G. M. Stewart, “An algorithm for generalized matrix eigenvalue

problems,” SIAM J. Numer. Anal., 10, No. 2, 241–256 (1973).

10. T. ˚. Kon~kova, L. T. Savinova, V. N. Simonova, N. B. SciborskaØ, T. V. Vawenko, “Paket programm “Spektr” (1984).

11. T. ˚. Kon~kova, V. N. Simonova, “Biblioteka MATLAB funkciæ dlØ polinomial~nyh matric,” Zap. nauqn. semin. LOMI, 219, 53–80 (1984).

Kublanovskaya V. N. Solution of the Cauchy problem. Methods and algorithms.

The problem Cauchy for systems of algebraic-differentional equation with constant coefficients, i.e., for systems of ordinary differential equations that cannot be solved for the highest derivative both regular of index γ > 0 and singular arbitrary γ are considered.

Postupilo 10 i¸lØ 1996g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN