Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 248, 1998 g.

V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov

NESOKRATIMYE FAKTORIZACII Q-PARAMETRIQESKIH RACIONAL^NYH MATRIC

Vvedenie

Rassmatriva¸tsØ q-parametriqeskie racional~nye matricy, t.e. matricy, fflementy kotoryh predstavleny drobØmi, qisliteli i znamenateli kotoryh sut~ skalØrnye polinomy ot q parametrov (q ¿ 1). Stat~Ø sostoit iz treh paragrafov i ØvlØetsØ obobweniem predyduweæ raboty avtorov [3].

V §1 privodØtsØ nekotorye svedeniØ o q-parametriqeskih racional~nyh matricah: koneqnye osobye toqki (pol¸sa, nuli, toqki neopredelennosti); nul~-prostranstva; neprivodimaØ realizaciØ i ee svoæstva. OtmeqaetsØ, qto ispol~zuemye opredeleniØ pri q = 1 soglasu¸tsØ s klassiqeskimi.

V §2 daetsØ klassifikaciØ faktorizaciæ q-parametriqeskih racional~nyh matric: bazovye (levaØ, pravaØ), nesokratimye (levaØ, pravaØ, dvustoronnØØ); minimal~nye (po razmeram, po stepeni). Ustanavliva¸tsØ svoæstva nesokratimyh faktorizaciæ, pozvolØ¸wie svodit~ zadaqu opredeleniØ osobyh toqek i nul~-prostranstv racional~nyh matric k spektral~nym zadaqam dlØ q-parametriqeskih polinomial~nyh matric.

V §3 privodØtsØ dokazatel~stva suwestvovaniØ i algoritmy postroeniØ nesokratimyh faktorizaciæ q-parametriqeskih racional~nyh matric (v tom qisle, minimal~nyh po razmeram).

§1. Nekotorye svedeniØ o q-parametriqeskih racional~nyh matricah

Pust~ R(λ, μ̄) = {r_{ij}(λ, μ̄)} sut~ q-parametriqeskaØ racional~naØ m × n matrica, fflementy kotoroæ ØvlØ¸tsØ drobno-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 96-01- 00701). 147

148 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV racional~nymi funkciØmi: r_{ij}(λ, μ̄) = u_{ij}(λ, μ̄) v_{ij}(λ, μ̄) , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n, gde u_{ij}(λ, μ̄), v_{ij} (λ, μ̄) – skalØrnye polinomy^{∗)} ot q peremennyh

(λ, μ̄) := (λ, μ_2, . . . , μ_q) := (μ_1, μ_2, . . . , μ_q).

Oboznaqim qerez ρ rang matricy R(λ, μ̄). Esli ρ = m = n, to matrica R(λ, μ̄) nazyvaetsØ regulØrnoæ v protivnom sluqae ona nazyvaetsØ singulØrnoæ.

1.1 Koneqnye osobye toqki racional~noæ matricy.

Opredelenie osobyh toqek tipa nul~ i tipa pol¸s dlØ odnoparametriqeskoæ (q = 1) racional~noæ matricy R(λ) daetsØ obyqno, ispol~zuØ kanoniqesku¸ formu Smita–MakMilana (sm., naprimer, [3]), analoga kotoroæ dlØ q-parametriqeskoæ racional~noæ matricy pri q > 1, po-vidimomu, ne suwestvuet.

Niße privoditsØ opredelenie osobyh toqek racional~noæ matricy, nezavisØwee ot qisla ee parametrov.

Privedem vnaqale nekotorye izvestnye svedeniØ [3] otnositel~no skalØrnyh polinomov i drobno-racional~nyh funkcieæ, zavisØwih ot q-parametrov.

Lemma 1.1. Esli polinom Ψ ØvlØetsØ naimen~xim obwim krat-

nym (NOK) polinomov v_1, . . . , v_t, to vypolnØ¸tsØ ravenstva Ψ = v_kp_k, k = 1, . . . , t, priqem polinomy p_1, . . . , p_t ØvlØ¸tsØ vzaimno prostymi.

Teorema 1.1. DlØ togo, qtoby polinom Ψ ØvlØlsØ NOK znamena-

teleæ v_1, . . . , v_t nesokratimyh drobeæ^{u1}_{v1} , . . . ,^{ut}_{vt} :

Ψ = v_kp_k, ε_k := u_kp_k, u_k v_k = ε_k Ψ , k = 1, . . . , t, neobhodimo i dostatoqno, qtoby polinomy Ψ, ε_1, . . . , ε_t byli vzaimno prostymi. Drugimi slovami, neobhodimo i dostatoqno, qtoby sistema nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ { ε_k = 0, k = 1, . . . , t, Ψ = 0

�)Pri zapisi q-parametriqeskih matric, vektorov, skalØrnyh drobeæ i polinomov dlØ sokraweniØ budem inogda opuskat~ parametry.

NESOKRATIMYE FAKTORIZACII 149 ne imela koneqnyh (q − 1)-mernyh rexeniæ.^{∗)}

Rassmotrim sledu¸wu¸ sovokupnost~ minorov q parametriqeskoæ racional~noæ m × n matricy R ranga ρ: R ( i_1 . . . i_k j_1 . . . j_k ) ≡ η^{(k)}_{ij} θ^{(k)}_{ij} , (1.1) 1 6 i1 < . . . < ik 6 m, 1 6 j1 < . . . < jk 6 n, k = 1, . . . , ρ. Zdes~ R (_{i1...ik} j1...j_k ) – minor porØdka k, obrazovannyæ iz fflementov matricy R, raspoloßennyh na pereseqenii strok i stolbcov s nomerami sootvetstveno i_1, . . . , i_k i j_1, . . . , j_k, kotoryæ predstavlen v vide nesokratimoæ drobno-racional~noæ funkcii (η^{(k)}_{ij} i θ^{(k)}_{ij} sut~ poparno vzaimno prostye polinomy.) Qerez^¯i i j̄ oboznaqeny sootvetstvu¸wie mul~tiindeksy:^¯i = (i_1, . . . , i_k),

j̄ = (i_1, . . . , j_k).

Pust~ Ψ-NOK znamenateleæ drobeæ iz (1.1), tak qto

Ψ = θ^{(k)}_{ij} ω^{(k)}_{ij} ,

gde ω^{(k)}_{ij} ØvlØ¸tsØ vzaimno prostymi dlØ vsevozmoßnyh mul~tiindeksov^¯i = (i_1, . . . , i_k),^¯j = (j_1, . . . , j_k), k = 1, . . . , ρ. Zapixem (1.1) v ffkvivalentnom vide R ( i_1 . . . i_k j_1 . . . j_k ) = ε^{(k)}_{ij} Ψ , ε^{(k)}_{ij} := η^{(k)}_{ij} ω^{(k)}_{ij} , (1.2) 1 6 i1 < . . . < ik 6 m, 1 6 j1 < . . . < jk 6 n, k = 1, . . . , ρ. Togda v silu Teoremy 1.1 sistema nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ { ε^{(k)}_{ij} = 0, 1 6 i_1 < . . . < i_k 6 m, 1 6 j_1 < . . . < j_k 6 n Ψ = 0, k = 1, . . . , ρ, (1.3)

ne imeet koneqnyh (q − 1)-mernyh rexeniæ.

�)Opredelenie (q � k)-mernyh rexeniæ sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ ot q peremennyh sm., naprimer, v [5].

150 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV Geometriqeskoe mesto toqek iz C^q , koordinaty kotoryh udovletvorØ¸t algebraiqeskomu uravneni¸

Ψ = 0, (1.4)

budem nazyvat~ koneqnymi pol¸sami racional~noæ matricy R.

Geometriqeskoe mesto toqek iz C^q , koordinaty kotoryh udovletvorØ¸t sisteme nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ

ε^{(ρ)}_{ij} = 0, 1 6 i_1 < . . . < i_ρ 6 m, 1 6 j_1 < . . . < j_ρ 6 n (1.5)

budem nazyvat~ koneqnymi nulØmi racional~noæ matricy R.

Stepen~ δ_p(R, α) pol¸sa ili δ_z (R, α) nulØ matricy R opredelØ- ¸tsØ kak algebraiqeskaØ kratnost~ toqki α ∈ C^q kak kornØ uravneniØ (1.4) ili sistemy (1.5), sootvetstvenno.

Geometriqsekoe mesto toqek, koordinaty kotoryh udovletvorØ¸t sisteme (1.3), budem nazyvat~ koneqnymi toqkami neopredelennosti racional~noæ matricy R.

Ob¨edinenie koneqnyh nuleæ, pol¸sov i toqek neopredelennosti racional~noæ matricy budem nazyvat~ ee koneqnymi osobymi toqkami.

ZameqaniØ. 1. Koneqnye pol¸sy q-parametriqeskoæ racional~-

noæ matricy ØvlØ¸tsØ toqkami (q − 1)-mernyh rexeniæ uravneniØ (1.4).

2. Koneqnye nuli q-parametriqeskoæ racional~noæ matricy ØvlØ¸tsØ toqkami (q − k)-mernyh rexeniæ sistemy (1.5). Zdes~

1 6 k 6 min{N, q}, gde N := C^ρ_mC^ρ_n – qislo uravneniæ sistemy.

3. Koneqnye toqki neopredelennosti q-parametriqeskoæ racional~noæ matricy, ØvlØ¸wiesØ toqkami (q − k)-mernyh rexeniæ sistemy (1.3) pri k > 1, predstavlØ¸t soboæ odnovremenno i pol¸sa, i nuli matricy (koordinaty toqek udovletvorØ¸wie sisteme (1.3), budut udovletvorØt~, oqevidno i uravneni¸ (1.4), i sisteme (1.5)).

4. Privedennye vyxe opredeleniØ koneqnyh pol¸sov i nuleæ q-parametriqeskoæ racional~noæ matricy soglasu¸tsØ s sootvetstvu¸wimi klassiqeskimi opredeleniØmi dlØ odnoparametriqeskoæ racional~noæ matricy, ispol~zu¸wimi ee kanoniqesku¸ formu Smita–MakMilana (sm. dokazatel~stvo v rabote avtorov [3]).

NESOKRATIMYE FAKTORIZACII 151

1.2. Nul~-prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ racional~noæ matricy.

Pri n > ρ singulØrnaØ racional~naØ matrica R imeet netrivial~noe pravoe nul~-prostranstvo iz q-parametriqeskih polinomial~nyh vektorov.

Polinomial~nyæ vektor

x(λ, μ̄) = λ^tx_t(μ̄) + . . . + λx_1(μ̄) + x_0(μ̄)

nazyvaetsØ pravym polinomial~nym rexeniem racional~noæ matricy R(λ, μ̄), esli ravenstvo R(λ, μ̄)x(λ, μ̄) = 0 vypolnØetsØ pri l¸byh znaqeniØh parametrov λ, μ̄.

Pust~ X(λ, μ̄) := [x_1(λ, μ̄) . . . x_{n−ρ}(λ, μ̄)] – polinomial~naØ n ×

(n − ρ) matrica polnogo stolbcovogo ranga, udovletvorØ¸waØ

uravneni¸ R(λ, μ̄)X(λ, μ̄) = O pri l¸byh znaqeniØh parametrov λ, μ̄. Stolbcy matricy X(λ, μ̄) obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva q-parametriqeskoæ racional~noæ matricy R(λ, μ̄), esli matrica X(λ, μ) ne imeet koneqnogo regulØrnogo spektra (t.e. ne imeet koneqnyh (q − 1)- mernyh sobstvennyh znaqeniæ), za iskl¸qeniem, byt~ moßet, sobstvennyh znaqeniæ, opredelØemyh uravneniØmi vida φ(μ̄) = 0 (sm., naprimer, [4]).

Esli matrica X(λ, μ̄) ne imeet koneqnogo regulØrnogo spektra, to sootvetstvu¸wiæ bazis budem nazyvat~ svobodnym.

Esli starxie po parametru λ vektornye kofffficienty bazisnyh vektorov ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi nad^{∗)} C (μ̄), to bazis budem nazyvat~ minimal~nym po parametru λ.

V sluqae lineænoæ nezavisimosti nad C (μ_1 , ..., μ_{i−1}, μ_{i+1}, ..., μ_q) starxih po parametru μ_i vektornyh kofffficientov bazisnyh vektorov dlØ vseh i = 1, . . . , q bazis budem nazyvat~ minimal~- nym po vsem parametram (λ, μ̄) := (μ_1, μ_2, . . . , μ_q).

Pri m > ρ analogiqnym obrazom opredelØ¸tsØ bazisy levogo nul~-prostranstva racional~noæ matricy R(λ, μ̄).

�)Qerez C(μ̄) oboznaqeno pole drobno-racional~nyh funkciæ ot μ̄ s kofffficientami iz polØ C.

152 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV

Zameqanie. Vopros o suwestvovanii bazisa, ØvlØ¸wegosØ odno-

vremenno svobodnym i minimal~nym po odnomu ili vsem parametram ostaetsØ otkrytym.

1.3. NeprivodimaØ realizaciØ racional~noæ matricy.

Po analogii s odnoparametriqeskim sluqaem [7, 8] budem nazyvat~ neprivodimoæ realizacieæ q-parametriqeskoæ racional~- noæ m × n matricy R(λ, μ̄) predstavlenie vida R(λ, μ̄) = S(λ, μ̄)T^{−1}(λ, μ̄)V (λ, μ̄) + W (λ, μ̄) (1.6) pri vypolnenii usloviæ:

a) S(λ, μ̄), T (λ, μ̄), V (λ, μ̄) – q-parametriqeskie polinomial~- nye matricy razmerov m × p, p × p, p × n, sootvetstvenno;

b) T (λ, μ̄) – regulØrnaØ matrica; v) M (λ, μ̄) := [T (λ, μ̄) − S(λ, μ̄)]^B, N (λ, μ̄) := [T (λ, μ̄) V (λ, μ̄)] (1.7) – q-parametriqeskie polinomial~nye matricy razmerov (p+m)× p, p × (p + n), sootvetstvenno, ne ime¸wie koneqnogo regulØrnogo spektra.

Teorema 1.2. Polinomial~nye matricy, vhodØwie v neprivodi-

mu¸ realizaci¸ (1.6) racional~noæ matricy, odnoznaqno opredelØ¸t ee koneqnye osobye toqki:

• koneqnye pol¸sy matricy R(λ, μ̄) sovpada¸t s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy T (λ, μ̄);

• koneqnye nuli matricy R(λ, μ̄) sovpada¸t s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi polinomial~noæ matricy^{∗)} P (λ, μ̄) := [ T (λ, μ̄) V (λ, μ̄) −S(λ, μ̄) W (λ, μ̄) ] ; (1.8)

•koneqnye toqki neopredelennosti matricy R(λ, μ̄) sovpada¸t s ob¨edineniem koneqnyh spektrov matric M (λ, μ̄), N (λ, μ̄), vida

(1.7)

Dokazatel~stvo teoremy praktiqeski ne otliqaetsØ ot dokazatel~stva analogiqnoæ teoremy v rabote [3] i osnovano na ispol~zovanii dokazannogo v neæ sledu¸wego utverßdeniØ.

�)V teorii sistem (pri q = 1) matricu vida (1.8) nazyva¸t sistemnoæ matriceæ [7, 8].

NESOKRATIMYE FAKTORIZACII 153

Lemma 1.2. DlØ togo, qtoby v toqkah rexeniØ uravneniØ

det T = 0 (1.9)

vse (p + 1) × (p + 1) minory matricy P iz (1.8) vida det [ T v_j −s_i w_{ij} ] , i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , n, (1.10) poluqaemye okaæmleniem ee p × p bloka T , obrawalis~ v nul~, neobhodimo i dostatoqno, qtoby v fftih toqkah vypolnØlos~ hotØ by odno iz usloviæ: rank M < p, ili rank N < p.

DlØ dokazatel~stva Teoremy 1.2 privedem izvestnyæ fakt (sm., naprimer, [8]) o svØzi l¸bogo k × k minora matricy R, predstavlennoæ v vide (1.6) s (p + k) × (p + k) minorom matricy P vida (1.8): R ( i_1 . . . i_k j_1 . . . j_k ) = 1 det T P ( 1 . . . q q + i_1 . . . q + i_k 1 . . . q q + j_1 . . . q + j_k ) , (1.11) 1 6 i1 < . . . < ik 6 m, 1 6 j1 < . . . < jk 6 n, k = 1, . . . , ρ. Vypolnenie analogiqnyh sootnoxeniæ pri k ¿ ρ oznaqaet, qto

rank P = p + ρ.

Iz (1.11) sleduet takße, qto det T ØvlØetsØ obwim kratnym znamenateleæ vseh minorov vseh porØdkov matricy R. DlØ dokazatel~stva togo, qto on ØvlØetsØ naimen~xim obwim kratnym, dostatoqno pokazat~, qto sistema nelineænyh uravneniæ

det T = 0, P (_{1...q q+i1...q+ik} 1...q q+j1...q+j_k ) = 0, 1 6 i1 < ... < ik 6 m, 1 6 j1 < ...,< jk 6 n, k = 1, ..., ρ,^{(1.12)} ne imeet koneqnyh (q−1)-mernyh rexeniæ. V silu Lemmy 1.2 dlØ fftogo neobhodimo i dostatoqno, qtoby matricy M i N ne imeli koneqnyh (q − 1)-mernyh sobstvennyh znaqeniæ. Poslednee imeet mesto po uslovi¸ teoremy. Takim obrazom, koneqnye (q − 1)- mernye rexeniØ uravneniØ

det T = 0,

t.e. koneqnye (q − 1)-mernye sobstvennye znaqeniØ matricy T odnoznaqno opredelØ¸t koneqnye pol¸sa matricy R.

154 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV Iz sootnoxeniæ (1.11) pri k = ρ i opredeleniØ koneqnyh nuleæ matricy R sleduet, qto poslednie polnost~¸ opredelØ¸tsØ rexeniØmi sistemy { P (_{1...q q+i1...q+iρ} 1...q q+j1...q+j_ρ ) = 0, 1 6 i1 < . . . < iρ 6 m, 1 6 j1 < . . . , < jρ 6 n, t.e. koneqnymi (q −k)-mernymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy P .

Nakonec, iz sistemy (1.3) s uqetom (1.2) i sootnoxeniæ (1.11) poluqaem, qto koneqnye toqki neopredelennosti matricy R ØvlØ¸tsØ rexeniØmi sistemy (1.12). Iz Lemmy 1.2 sleduet, qto ffti rexeniØ predstavlØ¸t soboæ ob¨edinenie koneqnyh (q − k)- mernyh sobstvennyh znaqeniæ matric M i N (priqem k > 1).

§2. KlassifikaciØ faktorizaciæ q-parametriqeskih racional~nyh matric i ih svoæstva

Niße privodØtsØ nekotorye vidy faktorizaciæ q-parametri-qeskih racional~nyh matric, postroenie kotoryh pozvolit poluqat~ informaci¸ ob osobyh toqkah matric.

2.1. Bazovye faktorizacii.

Faktorizacii q-parametriqeskoæ racional~noæ matricy R(λ, μ̄) vida R(λ, μ̄) = K^{−1}(λ, μ̄)D(λ, μ̄), (2.1) R(λ, μ̄) = D(λ, μ̄)K^{−1}(λ, μ̄), (2.2) gde K(λ, μ̄), D(λ, μ̄) – q-parametriqeskie polinomial~nye matricy sootvetstvu¸wih razmerov, K(λ, μ̄) – regulØrnaØ matrica, budem nazyvat~ sootvetstvenno pravoæ i levoæ bazovymi faktorizaci- Ømi.

Bazovye faktorizacii ØvlØ¸tsØ vspomogatel~nymi i slußat osnovoæ dlØ postroeniØ faktorizaciæ drugih vidov.

Postroit~ bazovye faktorizacii moßno, naprimer, vybiraØ regulØrnu¸ matricu K(λ, μ̄) dlØ pravoæ faktorizacii (2.1) v vide K(λ, μ̄) = k(λ, μ̄)I_m, ili K(λ, μ̄) = diag{k_1(λ, μ̄), . . . , k_m(λ, μ̄)}, a dlØ levoæ faktorizacii (2.2) v vide K(λ, μ̄) = k(λ, μ̄)I_n, ili K(λ, μ̄) = diag{k̃_1(λ, μ̄), . . . , k̃_n(λ, μ̄)}.

NESOKRATIMYE FAKTORIZACII 155 Zdes~ k(λ, μ̄), k_i(λ, μ̄) i^~k_j(λ, μ̄) – skalØrnye polinomy, ØvlØ¸- wiesØ NOK znamenateleæ vseh fflementov, fflementov stroki i

(i = 1, . . . , m) i fflementov stolbca j (j = 1, . . . , n) matricy R(λ, μ̄), sootvetstvenno.

2.2. Nesokratimye faktorizacii.

Bazovye faktorizacii (2.1), (2.2) racional~noæ matricy ØvlØ¸tsØ qastnymi vidami predstavleniØ (1.6). Pri fftom sootvetstvu¸wie matricy vida (1.7) mogut imet~ koneqnye regulØrnye spektry.

Rassmotrim teper~ faktorizacii, ØvlØ¸wiesØ qastnymi vidami neprivodimoæ realizacii (1.6) racional~noæ matricy.

Faktorizacii q-parametriqeskoæ matricy R(λ, μ̄) vida R(λ, μ̄) = S(λ, μ̄)T^{−1}(λ, μ̄), (2.3) R(λ, μ̄) = T^{−1}(λ, μ̄)V (λ, μ̄), (2.4) R(λ, μ̄) = S(λ, μ̄)T^{−1}(λ, μ̄)V (λ, μ̄), (2.5) udovletvorØ¸wie usloviØm

a) S, T, V – q-parametriqeskie polinomial~nye matricy razmerov m × p, p × p, p × n, sootvetstveno;

b) T – regulØrnaØ matrica;

v) M = [T −S]^B , N = [T V ] – q–parametriqeskie polinomial~- nye matricy razmerov (p + m) × p i p × (p + n), sootvetstvenno, ne ime¸wie koneqnogo regulØrnogo spektra, budem nazyvat~ sootvetstvenno levoæ, pravoæ i dvustoronneæ nesokratimymi faktorizaciØmi.^{∗)}

ZameqaniØ 1. DlØ levoæ nesokratimoæ faktorizacii (2.3) ime-

em p = n, dlØ pravoæ nesokratimoæ faktorizacii (2.4) p = m.

2. Nesokratimye faktorizacii (2.3), (2.4) ØvlØ¸tsØ qastny-

mi vidami nesokratimoæ faktorizacii (2.5).

3. Vse nesokratimye faktorizacii (2.3), (2.4), (2.5) ØvlØ¸tsØ

qastnymi vidami neprivodimoæ realizacii (1.6) racional~noæ matricy s W (λ, μ̄) = 0.

S uqetom poslednego zameqaniØ iz Teoremy 1.2 poluqaem sledu¸wee utverßdenie.

�)V teorii sistem (sm., naprimer [6]) levu¸ i pravu¸ faktorizacii racional~nyh matric pri q = 1 nazyva¸t sootvetstvenno pravoæ i levoæ MFD-matrix fraction description (soglasno mestopoloßeni¸ obratnoæ matricy).

156 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV

Sledstvie 2.1. Koneqnye pol¸sa racional~noæ matricy R(λ, μ̄)

sovpada¸t s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy T (λ, μ̄) iz kaßdoæ nesokratimoæ faktorizacii (2.3), (2.4), (2.5).

Koneqnye nuli racional~noæ matricy R(λ, μ̄) sovpada¸t • s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy S(λ, μ̄) – v sluqae levoæ nesokratimoæ faktorizacii (2.3);

• s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy V (λ, μ̄) – v sluqae pravoæ nesokratimoæ faktorizacii (2.4);

• s ob¨edineniem koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ matric S(λ, μ̄) i V (λ, μ̄) – v sluqae dvustoronneæ nesokratimoæ faktorizacii

(2.5) pri p 6 min{m, n}.

Koneqnye toqki neopredelennosti racional~noæ matricy R(λ, μ̄) sovpada¸t

• s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy M (λ, μ̄) – v sluqae levoæ nesokratimoæ faktorizacii (2.3);

• s koneqnymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy N (λ, μ̄) – v sluqae pravoæ nesokratimoæ faktorizacii (2.4);

• s ob¨edineniem koneqnyh sobstvennyh znaqeniæ matric M (λ, μ̄) i N (λ, μ̄) – v sluqae dvustoronneæ nesokratimoæ faktorizacii (2.5).

Deæstvitel~no, spravedlivost~ utverßdeniæ o koneqnyh pol¸sah i toqkah neopredelennosti matricy R(λ, μ̄) vytekaet neposredstvenno iz Teoremy 1.2. Dalee, matrica P (λ, μ̄) vida (1.8), otveqa¸waØ predstavleni¸ (1.6) racional~noæ matricy R(λ, μ̄), dlØ nesokratimfh faktorizaciæ (2.3), (2.4), (2.5) prinimaet, sootvetstvenno, vid P (λ, μ̄) = [ T (λ, μ̄) I_n −S(λ, μ̄) O_{mn} ] , P (λ, μ̄) = [ T (λ, μ̄) V (λ, μ̄) −I_m O_{mn} ] , P (λ, μ̄) = [ T (λ, μ̄) V (λ, μ̄) −S(λ, μ̄) O_{mn} ] , ffkvivalentnyæ forme Xura (pri p 6 min{m, n} v poslednem sluqae).

Takim obrazom koneqnyæ spektr matricy P (λ, μ̄), opredelØ¸- wiæ po Teoreme 1.2 koneqnye nuli matricy R(λ, μ̄), sovpadaet • s koneqnym spektrom matricy S(λ, μ̄) – v pervom sluqae, • s koneqnym spektrom matricy V (λ, μ̄) – vo vtorom sluqae, • s ob¨edineniem koneqnyh spektrov matric S(λ, μ̄) i V (λ, μ̄) – v tret~em sluqae.

NESOKRATIMYE FAKTORIZACII 157

Teorema 2.1. Levoe i pravoe nul~-prostranstva racional~noæ

matricy R(λ, μ̄) sovpada¸t sootvetstvenno s levym nul~-prostranstvom matricy S(λ, μ̄) iz levoæ nesokratimoæ faktorizacii

(2.3) i pravym nul~-prostranstvom matricy V (λ, μ̄) iz pravoæ ne-

sokratimoæfaktorizacii (2.4).

Dostatoqno, oqevidno, dokazat~ tol~ko odno iz utverßdeniæ. Pust~ x(λ, μ̄) – pravoe polinomial~noe rexenie matricy V (λ, μ̄): pri l¸byh λ, μ̄ V (λ, μ̄)x(λ, μ̄) = 0. Togda iz (2.4) imeem pri l¸byh λ, μ̄ R(λ, μ̄)x(λ, μ̄) = T^{−1}V (λ, μ̄)x(λ, μ̄) = 0. Obratno, pust~ x(λ, μ̄) – pravoe polinomial~noe rexenie matricy R(λ, μ̄): pri l¸byh λ, μ̄ R(λ, μ̄)x(λ, μ̄) = 0. Togda s uqetom predstavleniØ (2.4) i regulØrnosti matricy

T (λ, μ̄) imeem pri l¸byh (λ, μ̄) V (λ, μ̄)x(λ, μ̄) = T (λ, μ̄)R(λ, μ̄)x(λ, μ̄) = 0. 2.3. Minimal~nye nesokratimye faktorizacii.

Nesokratimye faktorizacii odnoæ i toæ ße racional~noæ matricy R(λ, μ̄) kaßdogo iz vidov (2.3), (2.4), (2.5) mogut razliqat~sØ razmerami matric-somnoßiteleæ, a takße stepenØmi po razliqnym skalØrnym parametram λ = μ_1, μ_2, . . . , μ_q.

Nesokratimu¸ faktorizaci¸ q-parametriqeskoæ racional~- noæ m × n matricy R(λ, μ̄) ranga ρ budem nazyvat~ minimal~noæ po razmeram, esli porØdok matricy T (λ, μ̄) raven ρ.

Oqevidno, qto v fftom sluqae matricy S(λ, μ̄) i V (λ, μ̄) takße dolßny imet~ rangi, ravnye ρ, t.e. ØvlØt~sØ matricami polnogo stroqnogo i stolbcovogo ranga, sootvetstvenno.

Nesokratimu¸ faktorizaci¸ q-parametriqeskoæ racional~- noæ m × n matricy R(λ, μ̄) budem nazyvat~ minimal~noæ otnositel~no parametra λ, esli stepeni matric M (λ, μ̄) = [T (λ, μ̄) −S(λ, μ̄)]^B i N (λ, μ̄) = [T (λ, μ̄) V (λ, μ̄)] po parametru λ ØvlØ¸tsØ

minimal~no vozmoßnymi.

Analogiqnye opredeleniØ moßno vvesti dlØ l¸bogo iz q skalØrnyh parametrov λ = μ_1, μ_2, . . . , μ_q. DlØ kratkosti takie faktorizacii budem nazyvat~ otnositel~no minimal~nymi.

158 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV Nesokratimu¸ faktorizaci¸ q-parametriqeskoæ racional~- noæ m × n matricy R(λ, μ̄) budem nazyvat~ minimal~noæ po stepeni, esli ona ØvlØetsØ minimal~noæ otnositel~no kaßdogo iz q skalØrnyh parametrov λ = μ_1, μ_2, . . . , μ_q.

Nesokratimu¸ faktorizaci¸ budem nazyvat~ minimal~noæ, esli ona ØvlØetsØ odnovremenno minimal~noæ po razmeram i po stepeni.

Teorema 2.2. Levoe i pravoe nul~-prostranstva racional~noæ

matricy R(λ, μ̄) sovpada¸t sootvetstvenno s levym nul~-prostranstvom matricy S(λ, μ̄) i pravym nul~-prostranstvom matricy V (λ, μ̄) iz dvustoronneæ minimal~noæ po razmeram nesokratimoæ faktorizacii (2.5).

Dostatoqno, oqevidno, rassmotret~ tol~ko odno iz utverßdeniæ. Pust~ x(λ, μ̄) – pervoe polinomial~noe rexenie matricy

V (λ, μ̄): pri l¸byh λ, μ̄ V (λ, μ̄)x(λ, μ̄) = 0. Togda iz (2.5) imeem pri l¸byh λ, μ̄ R(λ, μ̄)x(λ, μ̄) = S(λ, μ̄)T^{−1}(λ, μ̄)V (λ, μ̄)x(λ, μ̄) = 0, sledovatel~no, x(λ, μ̄) ØvlØetsØ pravym polinomial~nym rexeniem matricy R(λ, μ̄).

Obratno, pust~ x(λ, μ̄) – pravoe polinomial~noe rexenie matricy R(λ, μ̄): pri l¸byh λ, μ̄ R(λ, μ̄)x(λ, μ̄) = 0. S uqetom predstavleniØ (2.5) imeem pri l¸byh λ, μ̄ S(λ, μ̄)T^{−1}V (λ, μ̄)x(λ, μ̄) = 0. (2.6) Predpoloßim, qto x(λ, μ̄) ne ØvlØetsØ pravym polinomial~nym rexeniem matricy V (λ, μ̄), t.e. y(λ, μ̄) := V (λ, μ̄)x(λ, μ̄) ≢ 0. V silu regulØrnosti matricy T (λ, μ̄), a sledovatel~no i matricy T^{−1}(λ, μ), poluqaem racional~nyæ vektor z(λ, μ̄) := T^{−1}(λ, μ̄)y(λ, μ̄) ≢ 0.

NESOKRATIMYE FAKTORIZACII 159 V takom sluqae, sootvetstvu¸wiæ emu polinomial~nyæ vektor

z̃(λ, μ) := ψ(λ, μ̄)z(λ, μ̄) ≢ 0, gde ψ(λ, μ̄) – NOK znamenateleæ kom-

ponent vektora z(λ, μ̄), v sootvetstvii s (2.6) pri l¸byh λ, μ̄ udovletvorØet ravenstvu S(λ, μ̄)z̃(λ, μ̄) = 0, qto protivoreqit predpoloßeni¸ o tom, qto matrica S(λ, μ̄) imeet polnyæ stroqnyæ rang. Sledovatel~no, x(λ, μ̄) ØvlØetsØ pravym polinomial~nym rexeniem matricy V (λ, μ̄).

§3. Suwestvovanie i algoritmy postroeniØ nesokratimyh faktorizaciæ

Privedem dokazatel~stva suwestvovaniØ nesokratimyh faktorizaciæ (2.3), (2.4), (2.5) racional~nyh matric i algoritmy ih postroeniØ.

Teorema 3.1. L¸baØ q-parametriqeskaØ racional~naØ matrica

R(λ, μ̄) moßet byt~ predstavlena v vide

• levoæ nesokratimoæ faktorizacii (2.3), • pravoæ nesokratimoæ faktorizacii (2.4), • dvustoronneæ nesokratimoæ faktorizacii (2.5).

Dokazatel~stvo provedem konstruktivno, opisyvaØ algoritmy postroeniØ ukazannyh faktorizaciæ.

3.1. Algoritm postroeniØ levoæ nesokratimoæ faktorizacii.

(1) StroitsØ pravaØ bazovaØ faktorizaciØ m × n matricy R(λ, μ̄) R(λ, μ̄) = K^{−1}(λ, μ̄)D(λ, μ̄) (3.1) (naprimer, kak ffto opisano v p. 2.1).

(2) FormiruetsØ vspomogatel~naØ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ matrica C(λ, μ̄) := [K(λ, μ̄) D(λ, μ̄)] (3.2) razmerov m × (m + n).

(3) PrimenØetsØ algoritm ΔW -q faktorizacii [1] k matrice C(λ, μ̄) C(λ, μ̄)W (λ, μ̄) = [Δ(λ, μ) O], (3.3)

160 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV gde W (λ, μ̄) – q-parametriqeskaØ polinomial~naØ regulØrnaØ porØdka (m + n) matrica unimodulØrnaØ po λ (μ-modulØrnaØ)^{∗)};

Δ(λ, μ̄) – regulØrnaØ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ matri-

ca porØdka m, O – nulevaØ m × n matrica.

(4) FormiruetsØ iz poslednih n stolbcov matricy W (λ, μ̄) qparametriqeskaØ polinomial~naØ (m + n) × n matrica W_0(λ, μ̄) polnogo stolbcovogo ranga.

(5) K matrice W_0(λ, μ̄) primenØetsØ algoritm isqerpyvaniØ koneqnogo regulØrnogo spektra (sm. [1, 2]). Rezul~tiru¸waØ matrica (oboznaqaemaØ takße W_0(λ, μ̄)) predstavlØetsØ v bloqnom vide

W_0(λ, μ̄) ≡ [W_1(λ, μ̄) W_2(λ, μ̄)]^B

s blokami W_1(λ, μ̄) i W_2(λ, μ̄) razmerov m × n i n × n, sootvetstvenno.

(6) OpredelØ¸tsØ iskomye matricy S(λ, μ̄) := W_1(λ, μ), T (λ, μ̄) := −W_2(λ, μ̄). Pokaßem, qto takim obrazom postroena levaØ nesokratimaØ faktorizaciØ (2.3) so svoæstvami (a)–(v).

Vypolnenie svoæstva (a) oqevidno: matrica S(λ, μ̄) imeet razmery m × n, a matrica T (λ, μ̄) – razmery n × n.

Ot protivnogo dokaßem regulØrnost~ matricy T (λ, μ̄). Predpoloßim, qto kvadratnaØ matrica T (λ, μ̄) = −W_2(λ, μ̄) ne ØvlØetsØ regulØrnoæ. Togda suwestvuet pravoe polinomial~noe rexenie y(λ, μ̄) ≢ 0, udovletvorØ¸wee pri l¸byh λ, μ̄ uravneni¸ W_2(λ, μ̄)y(λ, μ̄) = 0. Dalee, tak kak matricy W_0(λ, μ) imeet polnyæ stolbcovyæ rang, to imeet mesto sootnoxenie W_0(λ, μ̄)y(λ, μ) = [ W_1(λ, μ̄) W_2(λ, μ̄) ] y(λ, μ) ≡ [ z(λ, μ̄) 0 ] ≢ 0. (3.4)

Takim obrazom, polinomial~nyæ vektor z(λ, μ̄) := W_1(λ, μ)y(λ, μ) ≢ 0. �)Opredelitel~ matricy W (λ, μ̄) ne zavisit ot parametra λ i ØvlØetsØ, v obwem sluqae, polinomom ot μ̄.

NESOKRATIMYE FAKTORIZACII 161 Iz (3.3) sleduet, qto stolbcy matricy W_0(λ, μ̄) obrazu¸t bazis pravogo nul~-prostranstva matricy C(λ, μ̄). Togda s uqetom vida (3.2) matricy C(λ, μ̄) imeem C(λ, μ̄)W_0(λ, μ̄) = K(λ, μ̄)W_1(λ, μ̄) + D(λ, μ̄)W_2(λ, μ̄) = O, (3.5) qto v kombinacii s (3.4) daet C(λ, μ̄)W_0(λ, μ̄)y(λ, μ̄) = [ K(λ, μ̄)z(λ, μ) 0 ] ≡ 0. No ravenstvo K(λ, μ̄)z(λ, μ̄) ≡ 0, z(λ, μ̄) ≢ 0 protivoreqit predpoloßeni¸ o regulØrnosti matricy K(λ, μ̄). Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet vypolnenie svoæstva (b).

Vypolnenie svoæstva (v) sleduet iz togo, qto matrica M (λ, μ̄) vida (1.7) otliqaetsØ ot matricy W_0(λ, μ̄) tol~ko perestanovkoæ blokov, a matrica W_0(λ, μ̄) posle vypolneniØ xaga (5) algoritma ne imeet koneqnogo regulØrnogo spektra.

S uqetom regulØrnosti matric K(λ, μ̄) i W_2(λ, μ̄) iz (3.1) i (3.5) imeem R(λ, μ̄) = K^{−1}(λ, μ̄)D(λ, μ̄) = −W_1(λ, μ̄)W^{−1}_2 (λ, μ̄) ≡ S(λ, μ̄)T^{−1}(λ, μ̄). Takim obrazom, obosnovanie algoritma postroeniØ levoæ nesokratimoæ faktorizacii zaverxeno.

3.2. Algoritm postroeniØ pravoæ nesokratimoæ faktorizacii.

(1) VypolnØetsØ transponirovanie ishodnoæ racional~noæ

m × n matricy R_1(λ, μ̄) := R^⊤(λ, μ̄). (2) PrimenØetsØ algoritm postroeniØ levoæ nesokratimoæ faktorizacii k matrice R_1(λ, μ̄)

R_1(λ, μ̄) := S_1(λ, μ̄)T^{−1}_1 (λ, μ̄),

gde S_1(λ, μ̄), T_1(λ, μ̄) – q-parametriqeskie polinomial~nye matricy razmerov n × m i m × m, sootvetstvenno.

(3) OpredelØ¸tsØ iskomye matricy V (λ, μ̄) := S^⊤_1 (λ, μ̄), T (λ, μ̄) := T^⊤_1 (λ, μ̄).

162 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV Vypolnenie svoæstv (a)–(v) postroennoæ faktorizacii vida (2.4) matricy R(λ, μ̄) oqevidno.

ZameqaniØ. 1. Esli ishodnaØ racional~naØ matrica imeet pol-

nyæ stolbcovyæ (stroqnyæ) rang, to primenenie sootvetstvu¸- wego iz opisannyh vyxe algoritmov daet minimal~nu¸ po razmeram nesokratimu¸ faktorizaci¸.

2. Esli na xage (5) algoritma postroeniØ levoæ nesokratimoæ

faktorizacii nahodit~ svobodnyæ bazis W_0(λ, μ̄) pravogo nul~- prostranstva matricy C(λ, μ) vida (3.2), ØvlØ¸wiæsØ minimal~- nym po parametru λ (minimal~nym po vsem parametram)^{∗)}, to privedennye vyxe algoritmy budut davat~ sootvetstvu¸wie minimal~nye otnositel~no parametra λ (minimal~nye po stepeni) faktorizacii.

Spravedlivost~ pervogo zameqaniØ oqevidna. Privedem obosnovanie vtorogo zameqaniØ, naprimer, dlØ levoæ minimal~noæ faktorizacii.

DlØ l¸boæ levoæ nesokratimoæ faktorizacii (2.3) racional~noæ matricy R(λ, μ̄), predstavlennoæ v vide pravoæ bazovoæ faktorizacii (3.1), imeem K^{−1}(λ, μ̄)D(λ, μ̄) = S(λ, μ̄)T^{−1}(λ, μ̄), (3.6) ili D(λ, μ̄)T (λ, μ̄) − K(λ, μ̄)S(λ, μ̄) = O. (3.7) Iz vypolneniØ svoæstv (a)–(v) stolbcy matricy M (λ, μ) =

[T (λ, μ̄) − S(λ, μ̄)] obrazu¸t svobodnyæ bazis pravogo nul~-pros-

transtva matricy C(λ, μ̄) vida (3.2). Pri postroenii sootvetstvu¸wego otnositel~no minimal~nogo bazisa (po odnomu ili vsem parametram) po nekotoroæ ishodnoæ bazovoæ faktorizacii (3.1) poluqaem matricu M (λ, μ̄) minimal~noæ stepeni. OstaetsØ otmetit~, qto sootnoxeniØ vida (3.6) i (3.7) budut vypolnØt~sØ dlØ blokov poluqennoæ matricy M (λ, μ̄) i pri l¸byh drugih bazovyh faktorizaciØh vida (3.1) racional~noæ matricy R(λ, μ̄). Iz poslednego vytekaet invariantnost~ postroennogo pravogo nul~-prostranstva i, kak sledstvie, minimal~nost~ postroennoæ levoæ nesokratimoæ faktorizacii.

�)Vopros o vozmoßnosti postroeniØ ukazannyh bazisov v obwem sluqae ostaetsØ otkrytym (sm. Zameqanie v konce p. 1.2).

NESOKRATIMYE FAKTORIZACII 163

3.3. Algoritm postroeniØ dvustoronneæ minimal~noæ po razmeram nesokratimoæ faktorizacii.

Spravedlivost~ poslednego utverßdeniØ Teoremy 3.1 vytekaet iz sledu¸weæ teoremy.

Teorema 3.2. L¸baØ q-paprametriqeskaØ racional~naØ m × n ma-

trica R(λ, μ̄) ranga ρ moßet byt~ predstavlena v vide dvustoronneæ minimal~noæ po razmeram nesokratimoæ faktorizacii

(2.5).

DlØ matric polnogo stolbcovogo ili stroqnogo ranga dvustoronnØØ minimal~naØ po razmeram nesokratimaØ faktorizaciØ trivial~no konstruiruetsØ iz sootvetstvu¸weæ levoæ ili pravoæ nesokratimoæ faktorizacii, algoritmy postroeniØ kotoryh privedeny vyxe.

Dokazatel~stvo teoremy dlØ sluqaØ, kogda ρ < min{m, n}, provedem konstruktivno, opisyvaØ postroenie ukazannoæ faktorizacii.

(1) StroitsØ pravaØ bazovaØ faktorizaciØ m × n matricy R(λ, μ) R(λ, μ̄) = K^{−1}(λ, μ)D(λ, μ̄). (2) StroitsØ ∇V -q razloßenie [1, 2] matricy D(λ, μ̄) D(λ, μ̄) = ∇(λ, μ̄)V (λ, μ̄), (3.8) gde ∇(λ, μ̄) – q-parametriqeska polinomial~naØ m × ρ matrica polnogo stolbcovogo ranga, koneqnyæ regulØrnyæ spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym regulØrnym spektrom matricy

D(λ, μ̄); V (λ, μ̄) – q-parametriqeskaØ polinomial~naØ ρ×n matri-

ca polnogo stroqnogo ranga, ne ime¸waØ koneqnogo regulØrnogo spektra.

(3) FormiruetsØ vspomogatel~naØ q-parametriqeskaØ racional~naØ m × ρ matrica R̃(λ, μ̄) := K^{−1}(λ, μ̄)∇(λ, μ̄). (4) PrimenØetsØ algoritm postroeniØ levoæ nesokratimoæ faktorizacii k matrice^~R(λ, μ̄) R̃(λ, μ̄) = S(λ, μ̄)T^{−1}(λ, μ̄), (3.9) gde S(λ, μ̄), T (λ, μ̄) – q-parametriqeskie polinomial~nye matricy razmerov m × ρ i ρ × ρ, sootvetstvenno.

164 V. N. KUBLANOVSKA˚, V. B. HAZANOV

Pokaßem, qto poluqennaØ s uqetom (3.8), (3.9) dvustoronnØØ faktorizaciØ R(λ, μ̄) = R̃(λ, μ̄)V (λ, μ̄) = S(λ, μ̄)T^{−1}(λ, μ̄)V (λ, μ̄) ØvlØetsØ nesokratimoæ.

Vypolnenie svoæstv (a), (b) oqevidno: matricy S(λ, μ̄), T (λ, μ̄),

V (λ, μ̄) ime¸t sootvetstvenno razmery m × ρ, ρ × ρ, ρ × n, priqem

matrica T (λ, μ̄) ØvlØetsØ regulØrnoæ.

Vypolnenie svoæstva (v) sleduet iz togo, qto matrica M (λ, μ̄) vida (1.7) ne imeet koneqnogo regulØrnogo spektra v silu svoæstv postroennoæ levoæ nesokratimoæ faktorizacii (3.9), a matrica N (λ, μ̄) vida (1.7) ne imeet koneqnogo regulØrnogo spektra v silu otsutstviØ poslednego u ee bloka – matricy V (λ, μ̄).

Literatura

1. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq. — Zap. nauqn. semin. POMI 229 (1995), 191–246.

2. V. N. KublanovskaØ, V. N. Simonova, V. B. Hazanov, O nekotoryh faktorizaciØh q-parametriqeskih polinomial~nyh matric. – GotovitsØ k izdani¸.

3. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, O nesokratimyh faktorizaciØh racional~nyh matric i ih primenenii. — Zap. nauqn. semin. POMI 219 (1994), 117–157.

4. V. B. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI 229 (1995), 284–321.

5. I. R. Xafareviq, Osnovy algebraiqeskoæ geometrii. t. 1, M., Nauka 1988.

6. T. Kailath, Linear systems. New Jersey, 1980.

7. R. E. Kalman, Irreducible realizations and the degree of rational matrix. — SIAM J. Appl. Math. 13 No. 2 (1965), 520–544.

8. H. Rosenbrock, State-space and multivariable theory. London, 1970.

Kublanovskaya V. N., Khazanov V. B. Irreducible factorizations of q-parameter rational matrices.

This paper considereds q-parameter rational matrices (i.e., matrices the entries of which are ratios of scalar polynomials in q variables) and extends the results of [1].

Postupilo 29 dekabrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN