Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 248, 1998 g.

V. B. Hazanov O SOBSTVENNYH POROȷDAıWIH VEKTORAH MNOGOPARAMETRIQESKO` POLINOMIAL^NO` MATRICY

V stat~e rassmatriva¸tsØ mnogoparametriqeskie polinomial~nye matricy, ime¸wie koneqnyæ regulØrnyæ spektr.

V §1 privodØtsØ izvestnye spektral~nye harakteristiki i svoæstva takih matric [1, 6].

V §2 vvoditsØ ponØtie sobstvennogo poroßda¸wego vektora mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy, otveqa¸wego ee sobstvennomu polinomu, vhodØwemu v koneqnyæ regulØrnyæ spektr matricy. Ukazannoe ponØtie ØvlØetsØ obobweniem sobstvennogo vektora odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy, otveqa¸weæ ee odnomu ili neskol~kim sobstvennym znaqeniØm (sm., naprimer, [2, 5]). Ustanavliva¸tsØ nekotorye svoæstva sobstvennyh polinomov, sobstvennyh poroßda¸wih vektorov, polinomial~nyh rexeniæ i vektornyh harakteristik, otnosØwihsØ k singulØrnomu spektru matricy.

V §3 opisyva¸tsØ dva metoda postroeniØ sobstvennyh poroßda¸wih vektorov, osnovannye na interpolirovanii po znaqeniØm analogiqnyh ob¨ektov, opredelennyh dlØ matric, zavisØwih ot men~xego qisla parametrov. V pervom sluqae, metodom neopredelennyh kofffficientov interpoliru¸tsØ znaqeniØ “poroßda¸wih” vektorov odnoparametriqeskih ili postoØnnyh matric. Vo vtorom sluqae, ispol~zuetsØ formula Lagranßa dlØ interpolirovaniØ poroßda¸wih vektorov dlØ matric, poluqennyh fiksirovaniem u ishodnoæ matricy odnogo skalØrnogo parametra, qto privodit k rekursii po qislu parametrov.

V oboih metodah neobhodimo rexat~ polnu¸ problemu sobstvennyh znaqeniæ odnoparametriqeskih polinomial~nyh matric: opredelØt~ minimal~nye bazisy nul~-prostranstv, nahodit~ vse sobstvennye znaqeniØ i otveqa¸wie im sobstvennye vektory. O metodah rexeniØ ukazannyh zadaq smotri, naprimer,

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 96-01- 00701). 165

166 V. B. HAZANOV v rabote [2], a takße v mnogoqislennyh ssylkah, privedennyh v neæ.

Po voprosu operaciæ so skalØrnymi polinomami smotri, naprimer, [3, 4].

V §4 pereqislØetsØ rØd voprosov, ostavxihsØ v nastoØwee vremØ otkrytymi. �ti voprosy otnosØtsØ k svoæstvam sobstvennyh poroßda¸wih vektorov, k vozmoßnym perspektivam ispol~zovaniØ ih dlØ rexeniØ mnogoparametriqeskih spektral~nyh zadaq, k ffffektivnoæ realizacii predlagaemyh metodov postroeniØ fftih vektorov dlØ matric obwego vida.

§1. Vvedenie

Pust~ ˘ := (λ_1, . . . , λ_q) ∈ C^q – mul~tiparametr, opredelØemyæ q skalØrnymi parametrami λ_i ∈ C , i = 1, . . . , q, q ¿ 2. V dal~- neæxem, ob¨edinØØ nekotoryæ q − 1 skalØrnyæ parametr v mul~- tiparametr ¯ := (μ_1, . . . , μ_q�_1) ∈ C^q�^1 i oboznaqaØ ostavxiæsØ skalØrnyæ parametr qerez λ, budem inogda ispol~zovat~ predstavlenie ˘ := (λ, ¯). Naprimer, λ := λ_1, μ_i = λ_{i+1}, i = 1, . . . , q −1, ili λ := λ_q , μ_i = λ_i, i = 1, . . . , q − 1.

Pust~�^) F := F (˘) – q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica, fflementy kotoroæ ØvlØ¸tsØ skalØrnymi polinomami

ot ˘. Esli rang matricy ρ := rank F < n, to matrica F ime-

et pravoe nul~-prostranstvo N_c[F ] := N_c(˘) := N_c[F (˘)] razmernosti n − ρ iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ x(˘), kotorye udovletvorØ¸t pri l¸bom ˘ sootnoxeni¸

F (˘)x(˘) ≡ 0. (1)

Takim obrazom, N_c[F (˘)] := span {x(˘) | | F (˘)x(˘) ≡ 0}.

Koneqnyæ spektr matricy F opredelØetsØ kak rexenie sistemy nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ F ( i_1 . . . i_ρ j_1 . . . j_ρ ) = 0, 1 6 i1 < . . . < iρ 6 m, 1 6 j1 < . . . < jρ 6 n,^{(2)} levye qasti kotoryh predstavlØ¸t soboæ vsevozmoßnye minory porØdka ρ matricy F .

�)Pri zapisi skalØrnyh polinomov, polinomial~nyh vektorov i matric budem inogda opuskat~ parametry.

O SOBSTVENNYH POROȷDAıWIH VEKTORAH 167 Sovokupnost~ (q − 1)-mernyh rexeniæ sistemy (2) daet koneqnyæ regulØrnyæ spektr σ_r[F ] matricy F , sostoØwiæ iz (q − 1)- mernyh sobstvennyh znaqeniæ, opredelØemyh uravneniØmi vida

φ(˘) = 0. (3)

Polinomy φ(˘), kotorye budem nazyvat~ sobstvennymi polinomami matricy F , ØvlØ¸tsØ delitelØmi vseh levyh qasteæ uravneniæ sistemy (2). Takim obrazom, koneqnyæ regulØrnyæ spektr odnoznaqno harakterizuetsØ sovokupnost~¸ neprivodimyh sobstvennyh polinomov φ(˘) s uqetom ih kratnosteæ.

Sovokupnost~ (q − k)-mernyh rexeniæ sistemy (2) pri k > 1 opredelØet koneqnyæ singulØrnyæ spektr σ_s[F ] matricy F , sostoØwiæ iz (q − k)-mernyh sobstvennyh znaqeniæ, harakterizuemyh sistemami nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ vida�^)

φ_i(˘) = 0, i = 1, . . . , k. (4)

Pust~ X := X(˘) i Y := Y (˘) – sootvetstvenno n × (n − ρ) i m × (m − ρ) matricy, stolbcy kotoryh obrazu¸t bazisy pravogo N_c[F ] i levogo N_r [F ] nul~-prostranstv matricy F : F X ≡ O, Y^H F ≡ O. Togda σ_s[F ] = σ_s[X] ∪ σ_s[Y ]. Pofftomu singulØrnyæ spektr matricy F budem razdelØt~ sootvetstvenno na pravyæ σ_+[F ] := σ_s[X] i levyæ σ�[F ] := σ_s[Y ]. Oqevidno, qto matrica F polnogo stolbcovogo ranga ne imeet pravogo singulØrnogo spektra: σ_+[F ] = ⊥.

Bazis podprostranstva iz polinomial~nyh vektorov budem nazyvat~ svobodnym, esli sootvetstvu¸waØ polinomial~naØ matrica (naprimer, X ili Y ) ne imeet koneqnogo regulØrnogo spektra. Analogiqno, polinomial~nyæ vektor x(˘) budem nazyvat~ svobodnym, esli σ_r[x] = ⊥, t.e. esli ego komponenty ne ime¸t obwego delitelØ, otliqnogo ot konstanty.

Esli polinomial~nyæ vektor ne ØvlØetsØ svobodnym, to dlØ postroeniØ takovogo dostatoqno naæti naibol~xiæ obwiæ delitel~ (NOD) vseh ego komponent i razdelit~ na nego komponenty vektora.

Zadaqa postroeniØ svobodnogo bazisa podprostranstva polinomial~nyh vektorov razmernosti bol~xe edinicy v obwem sluqae pri q > 2 poka odnoznaqno ne rexena. NastoØwaØ stat~Ø

�)PolagaetsØ, qto sistema (4) ne imeet (q � l)-mernyh rexeniæ s l < k.

168 V. B. HAZANOV predstavlØet soboæ, v qastnosti, popytku priblizit~sØ k rexeni¸ ukazannoæ zadaqi.

Zameqanie. I polinomial~nyæ vektor x(˘) iz (1), i skalØrnye

polinomy φ(˘), φ_i(˘) iz (3), (4) v deæstvitel~nosti mogut zaviset~ ne ot vseh q skalØrnyh parametrov, a ot men~xego qisla parametrov. V qastnosti, vektor x(˘) moßet byt~ postoØnnym, a polinomy φ(˘), φ_i(˘) – zaviset~ tol~ko ot odnogo skalØrnogo parametra.

§2. Sobstvennye poroßda¸wie vektory

2.1. Opredelenie sobstvennyh poroßda¸wih vektorov.

Koneqnyæ spektr σ[F ] matricy F (˘) sostoit iz ob¨edineniØ regulØrnogo i singulØrnogo spektrov matricy:

σ[F ] = σ_r[F ] ∪ σ�[F ] ∪ σ_+[F ].

DlØ l¸boæ toqki ˘� := (λ_1�, . . . , λ_q�) ∈ σ[F ] matrica F� := F (˘�) imeet rang ρ� := rank F� < ρ, tak qto eæ sootvetstvuet, po kraæneæ mere, odin sobstvennyæ vektor x� ∉ N_c(˘�), kotoryæ udovletvorØet sootnoxeni¸

F (˘�)x� = 0. (5)

V qastnosti, ffto budet imet~ mesto dlØ vseh koneqnyh nuleæ ˘� kaßdogo iz sobstvennyh polinomov φ(˘) matricy F (˘).

DlØ rassmotreniØ beskoneqno udalennyh toqek spektra matricy F (v qastnosti, beskoneqno udalennyh nuleæ sobstvennyh polinomov) sleduet pereæti ot affinnogo prostranstva C^q to-

qek ˘ = (λ1, . . . , λq) k q-mernomu proektivnomu prostranstvu C Π^q

toqek ~˘ = (~λ_0 : ~λ_1 : . . . : ~λ_q ) odnorodnyh koordinat: λ_i = e^{λi}e_{λ0} . Toqki s beskoneqnymi koordinatami (po otnoxeni¸ k ishodnomu prostranstvu C^q ) ime¸t vid (0 : ~λ_1 : . . . : ~λ_q ).

Dadim opredelenie, obobwa¸wee ponØtie sobstvennogo vektora odnoparametriqeskoæ matricy, otveqa¸wego ee sobstvennomu znaqeni¸.

Opredelenie. Svobodnyæ polinomial~nyæ vektor x(˘) budem na-

zyvat~ pravym sobstvennym poroßda¸wim vektorom polinomial~noæ matricy F (˘), otveqa¸wim ee sobstvennomu polinomu

φ(˘), esli imeet mesto sootnoxenie F (˘)x(˘) = φ(˘)z(˘), (6)

O SOBSTVENNYH POROȷDAıWIH VEKTORAH 169 gde polinomial~nyæ vektor z(˘) ≢ 0, i vyqislennoe v l¸bom nu-

le ˘� ∉ σ�[x] polinoma φ(˘) znaqenie x(˘�) ØvlØetsØ pravym

sobstvennym vektorom matricy F (˘), otveqa¸wim fftoæ toqke ˘� ∈ σr[F ]. Iz opredeleniØ sleduet, qto F (˘)x(˘) ≢ 0, φ(˘�) = 0 i

F (˘�)x(˘�) = 0,

priqem x(˘�) ≠ 0 pri ˘� ∉ σ�[x]. Takim obrazom, dlØ poqti vseh nuleæ ˘� sobstvennogo polinoma φ(˘) matricy F (˘) vektor x(˘) “poroßdaet” sootvetstvu¸wie im pravye sobstvennye vektory

x(˘�). Togda, sravnivaØ s sootnoxeniem (5), imeem x(˘�) = α�x�,

gde α� – nekotoryæ normiru¸wiæ mnoßitel~.

Zameqanie. PonØtie pravogo sobstvennogo poroßda¸wego vek-

tora matricy, otveqa¸wego ee sobstvennomu polinomu otliqaetsØ ot vvedennogo v [6] ponØtiØ pravogo poroßda¸wego vektora matricy, otveqa¸wego fiksirovannoæ kratnoæ toqke ee spektra. Posledniæ “poroßdaet” sootvetstvu¸wu¸ fftoæ toqke (kotoraØ, v qastnosti, moßet prinadleßat~ i singulØrnomu spektru matricy) pravu¸ ßordanovu polurexetku vektorov. Ukazannye ponØtiØ, tem ne menee, blizki drug drugu.

Dalee v stat~e req~ budet idti tol~ko o poroßdennyh vektorah pervogo vida i, v osnovnom, o pravyh vektornyh harakteristikah i koneqnyh toqkah spektra. Pofftomu opredeleniØ “pravyæ”, “sobstvennyæ” i “koneqnyæ” budem qawe vsego opuskat~.

2.2. Svoæstva sobstvennyh poroßda¸wih vektorov.

Privedem vnaqale rØd soobraßeniæ, otnosØwihsØ k svoæstvam poroßda¸wih vektorov, spravedlivost~ kotoryh legko ustanavlivaetsØ, v tom qisle s pomow~¸ primerov.

1) Poroßda¸wiæ vektor x(˘) q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F (˘) moßet zaviset~ ne ot vseh q skalØrnyh parametrov, a ot men~xego qisla parametrov. V qastnosti, x(˘) moßet byt~ postoØnnym vektorom.

2) Poroßda¸wiæ vektor x(˘) matricy F (˘), otveqa¸wiæ ee sobstvennomu polinomu φ(˘) opredelØetsØ neodnoznaqno (v tom qisle po obweæ stepeni i po stepenØm otnositel~no kaßdogo iz skalØrnyh parametrov). V qastnosti, vektor x(˘) predstavim s

170 V. B. HAZANOV toqnost~¸ do sostavlØ¸weæ, prinadleßaweæ N_c[F ], a ego komponenty – s toqnost~¸ do slagaemyh, kratnyh polinomu φ(˘).

3) Poroßda¸wiæ vektor x(˘) moßet otveqat~ bolee qem odnomu neprivodimomu polinomu φ(˘), v tom qisle ego stepeni.

4) Polinomial~noe rexenie x(˘) matricy F (˘) moßno rassmatrivat~ kak osobyæ vid poroßda¸wego vektora: x(˘) udovletvorØet sootnoxeni¸ vida (6) pri φ(˘) ≡ 0 i l¸bom z(˘) ili pri

z(˘) ≡ 0 i l¸bom φ(˘), a ego znaqeniØ x(˘�) udovletvorØ¸t pri

l¸bom ˘� sootnoxeni¸ vida (5).

Lemma 1. DlØ togo, qtoby poroßda¸wiæ vektor x(˘) matricy F (˘) sootvetstvoval ee sobstvennomu polinomu φ(˘) i tol~ko

emu, neobhodimo i dostatoqno, qtoby otveqa¸wiæ im vektor z(˘) iz (6) ØvlØlsØ svobodnym. Esli vektor z(˘) ne ØvlØetsØ svobodnym i σ_r[z] = {ψ(˘) = 0}, to ψ(˘) takße ØvlØetsØ sobstvennym polinomom matricy F (˘), a x(˘) ØvlØetsØ poroßda¸wim vektorom matricy F (˘), otveqa¸wim polinomu ^φ(˘) := φ(˘)ψ(˘) i tol~ko emu.

Spravedlivost~ lemmy ustanavlivaetsØ oqevidnym obrazom. Esli polinom ψ(˘) polnost~¸ opredelØet regulØrnyæ spektr vektora z(˘), to ψ(˘) ØvlØetsØ NOD ego komponent. Sledovatel~no,

z(˘) = ψ(˘)^z(˘),

priqem vektor ^z(˘) ØvlØetsØ svobodnym. Pri fftom sootnoxenie (6) prinimaet vid

F (˘)x(˘) = φ(˘)ψ(˘)^z(˘) = ^φ(˘)^z(˘).

Lemma 2. Esli matrica F (˘) imeet pravoe nul~-prostranstvo,

to vozmoßno suwestvovanie polinoma φ(˘) i svobodnyh vektorov x(˘), z(˘), udovletvorØ¸wih sootnoxeni¸ (6), kotorye libo vovse ne ime¸t nikakogo otnoxeniØ k sobstvennym polinomam i sootvetstvu¸wim pravym poroßda¸wim vektoram matricy

F (˘), libo otveqa¸t parazitiqeskim “sobstvennym polinomam”

matricy F (˘).

Dokazatel~stvo. Pust~ x1(˘) – proizvol~noe (ne obØzatel~no

svobodnoe) polinomial~noe rexenie matricy F (˘):

F (˘)x1(˘) = 0.

O SOBSTVENNYH POROȷDAıWIH VEKTORAH 171 Esli φ(˘) i x_2(˘) – proizvol~nye polinom i vektor takie, qto vektory

z(˘) = F (˘)x2(˘), x(˘) = φ(˘)x2(˘) + x1(˘)

ØvlØ¸tsØ svobodnymi, to φ(˘), x(˘) i z(˘) formal~no udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ (6). Pri fftom φ(˘) i x(˘) ne ØvlØ¸tsØ, v deæstvitel~nosti, sobstvennym polinomom i sootvetstvu¸wim poroßda¸wim vektoram matricy F (˘).

Esli x_2(˘) – poroßda¸wiæ vektor matricy F (˘), otveqa¸wiæ ee sobstvennomu polinomu φ_2(˘):

F (˘)x2(˘) = φ2(˘)z(˘),

i vektor z(˘) ØvlØetsØ svobodnym, a φ_1(˘) – proizvol~nyæ polinom, pri kotorom vektor

x(˘) = φ1(˘)x2(˘) + x1(˘)

ØvlØetsØ svobodnym, to polinom φ(˘) = φ_1(˘)φ_2(˘) i vektory

x(˘), z(˘) formal~no udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ (6). Pri fftom

polinom φ(˘), soderßawiæ parazitiqeskiæ delitel~ φ_1(˘), ne ØvlØetsØ, v deæstvitel~nosti, sobstvennym polinomom matricy

F (˘)._{Zametim, qto vo vseh nulØh} ˘� polinoma φ(˘) – v pervom

sluqae i polinoma φ_1(˘) – vo vtorom sluqae znaqeniØ vektora x(˘) sovpada¸t so znaqeniØmi polinomial~nogo rexeniØ x_1(˘) : x(˘�) = x_1(˘�).

Niße ustanavliva¸tsØ nekotorye svoæstva poroßda¸wih vektorov, svØzannye s integracieæ i dezyntegracieæ sobstvennyh polinomov matricy.

Lemma 3. Pust~ φi(˘), xi(˘), i = 1, . . . , p – sobstvennye polinomy

i sootvetstvu¸wie im poroßda¸wie vektory matricy F (˘): F (˘)xi(˘) = φi(˘)zi(˘), i = 1, . . . , p, (7) priqem otveqa¸wie im vektory z_i(˘) ØvlØ¸tsØ svobodnymi. Togda polinom φ(λ), ØvlØ¸wiæsØ naimen~xim obwim kratnym (NOK) polinomov φ_i(˘), i = 1, . . . , p, i polinomial~nyæ vektor

x(˘) =^{p∑}_{i=1} αi^{φ(}˘^)_{φi(}˘_) xi(˘), (8)

172 V. B. HAZANOV pri l¸byh otliqnyh ot nulØ konstant α_i udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ vida (6) s vektorom

z(˘) =^{p∑}_{i=1} αizi(˘). (9)

Spravedlivost~ lemmy ustanavlivaetsØ podstanovkoæ vyraßeniØ (8) v (6) s ispol~zovaniem (7).

ZameqaniØ. 1. Iz usloviæ lemmy ne sleduet, qto vektory x(˘) i z(˘) budut svobodnymi. Esli polinom ψ(˘) opredelØet ves~ re-

gulØrnyæ spektr vektora x(˘), to ego deliteli mogut okazat~sØ delitelØmi polinoma φ(˘) i (ili) vseh komponent vektora z(˘). V pervom sluqae sootvetstvu¸wie deliteli sleduet isqerpat~ iz polinoma φ(˘), a vo vtorom – iz regulØrnogo spektra vektora

z(˘).

2. Vozmoßno suwestvu¸t opredelennye usloviØ, pri kotoryh

vektory x(˘) i z(˘) budut svobodnymi.

3. V l¸bom sluqae spektr vektora x(˘) soderßit rexeniØ si-

stemy uravneniæ

φ(˘)_φ i(˘)^{= 0, i = 1, . . . , p,} levye qasti kotoryh predstavlØ¸t soboæ sovokupnost~ vzaimno prostyh polinomov.

Lemma 4. Pust~ φ(˘) – sobstvennyæ polinom matricy F (˘), x(˘)

– sootvetstvu¸wiæ emu poroßda¸wiæ vektor, i otveqa¸wiæ im vektor z(˘) iz (6) ØvlØetsØ svobodnym. Esli stepen~ vektora x(˘) otnositel~no kakogo-libo skalØrnogo parametra ne men~xe sootvetstvu¸weæ stepeni kakogo-libo delitelØ polinoma φ(˘), to moßet byt~ postroen poroßda¸wiæ vektor matricy F (˘) men~- xeæ stepeni otnositel~no fftogo parametra, kotoryæ otveqaet libo fftomu delitel¸, libo polinomu φ(˘).

Dokazatel~stvo. Pust~ φ(˘) = φ1(˘)φ2(˘) i dlØ stepeneæ x(˘) i

φ_1(˘) otnositel~no nekotorogo skalØrnogo parametra λ_i vypolneno uslovie deg_i x ¿ deg_i φ_1.

O SOBSTVENNYH POROȷDAıWIH VEKTORAH 173 Razdelim s ostatkom vse komponenty vektora x(˘) na φ_1(˘) (otnositel~no parametra λ_i):

x(λ) = φ_1(λ)x_2(λ) + x_1(λ), (10)

Sootvetstvu¸wie otnositel~nye stepeni vektorov x_2(˘) – qastnogo ot deleniØ i x_1(˘) – ostatka udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

deg_i x_2 = deg_i x − deg_i φ_1, deg_i x_1 < deg_i φ_1.

Zametim, qto pri φ_1(˘) ≢ const x_1(˘) ≢ 0 v silu predpoloßeniØ o tom, qto vektor x(˘) ØvlØetsØ svobodnym.

PodstavlØØ (10) v (6), poluqaem

F (˘)x1(˘) = φ1(˘)z1(˘), (11)

z_1(˘) = φ_2(˘)z(˘) − F (˘)x_2(˘). (12)

Ravenstvo z_1(˘) ≡ 0 privodit k sootnoxeniØm

F (˘)x1(˘) = 0, F (˘)x2(˘) = φ2(˘)z(˘).

V fftom sluqae imeet mesto odin iz dvuh sluqaev, privedennyh v dokazatel~stve Lemmy 2, qto protivoreqit predpoloßeni¸ o tom, qto φ(˘) i x(˘) – deæstvitel~no sobstvennyæ polinom i sootvetstvu¸wiæ poroßda¸wiæ vektor matricy F (˘).

Takim obrazom, vektor z_1(˘) vida (12) otliqen ot nulevogo. Esli vektor x_1(˘) ØvlØetsØ svobodnym, to iz (11) sleduet, qto on ØvlØetsØ poroßda¸wim vektorom matricy F (˘), otveqa¸wim, po kraæneæ mere, ee sobstvennomu polinomu φ_1(˘).

Esli σ_r[x_1] = {ψ(˘) = 0}, to iz (11) sleduet, qto na polinom

ψ(˘), ili ego deliteli, dolßny delit~sØ libo polinom φ1(˘),

libo vse komponenty vektora z_1(˘). Pervoe uslovie s uqetom predstavleniØ (10) privodit k protivoreqi¸ s predpoloßeniem o tom, qto vektor x(˘) ØvlØetsØ svobodnym. Sledovatel~no,

{ψ(˘) = 0} ⊂ σr[z1]. Takim obrazom, imeem

x_1(˘) = ψ(˘)^x_1(˘), z_1(˘) = ψ(˘)^z_1(˘),

i dlØ svobodnogo vektora ^x_1(˘) poluqaem iz (11):

F (˘)^x1(˘) = φ1(˘)^z1(˘).

Pri fftom vektor ^z_1(˘) ne obØzatel~no ØvlØetsØ svobodnym.

174 V. B. HAZANOV

Zametim, qto esli polinom φ_2(˘) ili ego delitel~ prinadleßit regulØrnomu spektru vektora z_1(˘), to sootnoxenie (12) privedet k ewe odnomu poroßda¸wemu vektoru matricy F (˘).

Niße ustanavliva¸tsØ svoæstva rassmatrivaemyh ob¨ektov (polinomial~nyh matric, ih sobstvennyh polinomov, poroßda- ¸wih vektorov, polinomial~nyh rexeniæ), svØzannye s fiksirovaniem u mul~tiparametra ˘ = (λ, ¯) libo mul~tiparametra

¯ = ¯�, libo skalØrnogo parametra λ = λ�. V dal~neæxem dlØ

l¸bogo polinomial~nogo ob¨ekta a := a(λ, ¯) v ukazannyh variantah fiksirovaniØ parametrov budem ispol~zovat~ odno i to ße oboznaqenie a�:

a� := a�(λ) = a(λ, ¯�), (13) a� := a�(¯) = a(λ�, ¯). (14) Lemma 5. Esli svobodnyæ vektor x(λ, ¯) ØvlØetsØ polinomial~-

nym rexeniem matricy F (λ, ¯), to vektor x�, v sluqae otliqiØ ego ot nulevogo vektora, ØvlØetsØ dlØ matricy F� polinomial~- nym rexeniem (ne obØzatel~no svobodnym).

Esli x(λ, ¯) ØvlØetsØ poroßda¸wim vektorom matricy F (λ, ¯), otveqa¸wim ee sobstvennomu polinomu φ(λ, ¯) i sootvetstvu¸wiæ im vektor z(λ, ¯) ØvlØetsØ svobodnym, to vektor

x�, v sluqae otliqiØ ego ot nulevogo vektora, ØvlØetsØ dlØ ma-

tricy F�

•poroßda¸wim vektorom (ne obØzatel~no svobodnym), otveqa¸wim ee sobstvennomu polinomu φ�, esli φ� ≢ const, z� ≢ 0 i {φ� = 0} ∉ σr[x�]; •polinomial~nym rexeniem (ne obØzatel~no svobodnym), esli

φ� ≡ 0 ili z� ≡ 0.

Dokazatel~stvo. SootnoxeniØ (1) i (6) v usloviØh (13) ili

(14) prinima¸t vid F�x� = 0, (15) F�x� = φ�z�. (16) Pri fftom vozmoßny sledu¸wie varianty: φ� ≢ const, φ� ≡ 0, φ� ≡ const ≠ 0; x� ≢ 0, x� ≡ 0; z� ≢ 0, z� ≡ 0;

O SOBSTVENNYH POROȷDAıWIH VEKTORAH 175 Esli x� ≢ 0, to sootnoxenie (15) oznaqaet, qto vektor x� ØvlØetsØ polinomial~nym rexeniem matricy F�. Esli σ�[x] ≠ ⊥, to vektor x� moßet imet~ i regulØrnyæ spektr (sm. dokazatel~stvo lemmy 6).

Polinom φ� ≢ const imeet koneqnye nuli v obyqnom smysle. Togda, esli x� ≢ 0 i z� ≢ 0, sootnoxenie (16) oznaqaet, qto x� ØvlØetsØ poroßda¸wim vektorom dlØ matricy F� (za iskl¸- qeniem sluqaØ, kogda φ� ØvlØetsØ sobstvennym polinomom dlØ vektora x�). Esli φ� ≡ 0 ili z� ≡ 0, sootnoxenie (16) prinimaet vid (15), i vyvody oqevidny.

ZameqaniØ. 1. Esli matrica F (λ, ¯) zavisit ot q skalØrnyh

parametrov, to matrica F� pri fiksirovanii parametrov vida (14) moßet zaviset~ ot men~xego, qem q − 1, qisla parametrov, a vida (13) – okazat~sØ postoØnnoæ.

2.Ravenstva x� ≡ 0, z� ≡ 0 ne mogut imet~ mesto dlØ sluqaØ (14),

poskol~ku vektory x(λ, ¯), z(λ, ¯) ØvlØ¸tsØ svobodnymi. DlØ sluqaØ (13) ravenstva vozmoßny tol~ko v sluqae suwestvovaniØ u fftih vektorov levyh singulØrnyh spektrov, kotorym prinadleßit odnomernoe rexenie sistemy: μ_i = μ_i�, i = 1, . . . , q − 1.

3. Ravenstvo φ� ≡ 0 dlØ sluqaØ (14) ne moßet imet~ mesto, esli

polinom φ(λ, ¯) ØvlØetsØ neprivodimym.

4. Ravenstvo φ� ≡ const ≠ 0 pri z� ≢ 0 oznaqaet, qto vektor x�, esli on ne ØvlØetsØ nulevym, imeet otnoxenie k beskoneqno udalennym toqkam spektra matricy F� to ße samoe moßet imet~ mesto, kogda φ� ØvlØetsØ sobstvennym polinomom vektora x�.

5. Esli polinom φ(λ, ¯) ØvlØetsØ neprivodimym, to polinom φ�

moßet ne ØvlØt~sØ takovym. Qislo neprivodimyh deliteleæ razloßimogo polinoma φ(λ, ¯) pri fiksirovanii parametrov moßet izmenØt~sØ kak v odnu, tak i v drugu¸ storonu.

Lemma 6. Esli x� – pravyæ sobstvennyæ vektor matricy F (λ, ¯),

otveqa¸wiæ toqke ˘� = (λ�, ¯�) ∈ σ�[F ], to fftot postoØnnyæ vektor ØvlØetsØ dlØ matricy F�:

•znaqeniem ee pravogo polinomial~nogo rexeniØ, •znaqeniem pravogo poroßda¸wego vektora, otveqa¸wego ee sobstvennomu polinomu,

•sobstvennym vektorom, otveqa¸weæ toqke iz σ�[F�],

176 V. B. HAZANOV pri fiksirovannom znaqenii ostavxihsØ parametrov.

Dokazatel~stvo. Pust~ koordinaty toqki ˘� ∈ σ�[F ] udovle-

tvorØ¸t sisteme vida (4), opredelØ¸weæ (q−k)-mernoe sobstvennoe znaqenie matricy F (λ, ¯). V usloviØh (13) ili (14) ffta sistema prinimaet vid: φ_i� = 0, i = 1, . . . , k. Pri fftom vozmoßny sledu¸wie varianty.

Vse φ_i� ≡ 0, togda vektor x� ØvlØetsØ sootvetstvu¸wim znaqeniem pravogo polinomial~nogo rexeniØ (pri fiksirovanii ostavxihsØ skalØrnyh parametrov) matricy F�.

Ne vse φ_i� toßdestvenno ravny nul¸. Togda, esli ih NOD ψ� ≢ const, polinom ψ� ØvlØetsØ sobstvennym polinomom matricy F�, tak qto vektor x� – sootvetstvu¸wee znaqenie otveqa¸- wego emu poroßda¸wego vektora.

Esli li ße ψ� ≡ const, to rexenie rassmatrivaemoæ sistemy prinadleßit koneqnomu singulØrnomu spektru matricy F�. Koneqnost~ spektra predopredelena koneqnost~¸ koordinat toqki

˘� i tem, qto znaqeniØ ostavxihsØ skalØrnyh parametrov budut

udovletvorØt~ sisteme. Takim obrazom, vektor x� ØvlØetsØ sootvetstvu¸wim sobstvennym vektorom matricy F�, otveqa¸wim toqke ee singulØrnogo spektra.

ZameqaniØ. 1. Pervyæ sluqaæ ne moßet imet~ mesto pri fiksi-

rovanii parametrov vida (14), t.k. ffto protivoreqilo by predpoloßeni¸ ot tom, qto sistema (4) ne imeet (q − l)-mernyh rexeniæ s l < k.

2. Tretiæ sluqaæ ne moßet imet~ mesto pri fiksirovanii pa-

rametrov vida (13), t.k. odnoparametriqeskaØ matrica ne imeet singulØrnogo spektra.

3. UtverßdeniØ Lemm 5, 6 budut spravedlivy i pri promeßu-

toqnyh variantah fiksirovaniØ l parametrov, kogda 1 < l < q−1. Pri fftom vozmoßny vse tri sluqaØ, privedennye v Lemme 6.

§3. Postroenie sobstvennyh poroßda¸wih vektorov

Opisyvaemye niße metody postroeniØ pravyh poroßda¸wih vektorov mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy osno-

O SOBSTVENNYH POROȷDAıWIH VEKTORAH 177 vany na ispol~zovanii Lemm 5, 6 i drugih svoæstv poroßda¸- wih vektorov. �ti metody predstavlØ¸t soboæ interpolirovanie s neopredelennymi kofffficientami pravyh vektornyh spektral~nyh harakteristik matric, zavisØwih ot men~xego qisla parametrov.

Naibolee prosto zadaqa postroeniØ poroßda¸wego vektora rexaetsØ v sluqae, kogda ishodnaØ matrica F (˘) obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

N_c[F ] = 0, (17)

σ�[F ] = ⊥, (18)

σ_r[F ] = {φ(˘) = 0}, φ(˘) – neprivodim, (19)

∀˘� ∈ σr[F ], ρ� = rank F (˘�) = ρ − 1, (20) φ(˘) – izvesten. (21)

Odnako, daße pri vypolnenii fftih usloviæ (oni pereqisleny v porØdke ih vaßnosti) predstavlenie poroßda¸wego vektora ØvlØetsØ neodnoznaqnym, v tom qisle po stepenØm otnositel~no vseh parametrov.

Oba metoda approbirovany na rØde primerov. Voprosy, svØzannye s vliØniem oxibok (kak v smysle obuslovlennosti zadaqi, tak i v smysle obuslovlennosti metodov) ne rassmatriva- ¸tsØ.

3.1. Interpolirovanie metodom neopredelennyh kofffficientov._{Opisyvaemyæ niße metod postroeniØ poroßda¸wego vektora}

matricy F (λ, ¯) osnovan na svedenii ishodnoæ zadaqi k odnoparametriqeskoæ pri fiksirovanii parametrov vida (13): ¯ = ¯�.

Tak kak stepen~ poroßda¸wego vektora zaranee ne izvestna budem stroit~ posledovatel~nost~ polinomial~nyh vektorov, stepeni kotoryh vozrasta¸t. Postroenie vektora fiksirovannoæ stepeni, interpoliru¸wego vektornye spektral~nye harakteristiki postoØnnyh matric, kotorye otveqa¸t naboru razliqnyh fiksirovannyh znaqeniæ vseh q parametrov, preryvaetsØ, kogda imeetsØ osnovanie predpolagat~, qto poluqen iskomyæ vektor. Posle fftogo vypolnØetsØ proverka, deæstvitel~no li poluqennyæ vektor ØvlØetsØ poroßda¸wim dlØ ishodnoæ matricy. Pri neudaqnom rezul~tate proverki process prodolßaetsØ.

178 V. B. HAZANOV

Privedem vnaqale opisanie metoda dlØ naibolee prostogo sluqaØ, kogda dlØ matricy F (˘) vypolneny usloviØ (17)–(20).

Na xage k processa, k = 0, 1, . . ., razyskiva¸tsØ vektornye kofffficienty q-parametriqeskogo polinomial~nogo vektora x(˘) v odnom iz dvuh vidov:

•obweæ stepeni k

x(˘) =^{k∑}_{l=0}^∑_{i1+...+iq =l} ai_1...i_q λ^{i1}_1 . . . λ^{iq}_q , (22)

•stepeni k po kaßdomu skalØrnomu parametru

x(˘) =^{k∑}_{i1=0} . . .^{k∑}_{iq =0} ai_1...i_q λ^{i1}_1 . . . λ^{iq}_q . (23)

DlØ qisla M_k vektornyh kofffficientov, opredelØ¸wih vektor

x(˘), imeem: v predstavlenii (22) Mk =^{k∑}_{j=0} C^j_q , v predstavlenii

(23) M_k = (k + 1)^q.

V naqale processa, pri k = 0 vybira¸tsØ dve razliqnye toq-

ki ˘1, ˘2, i dalee pri k > 0 posledu¸waØ, otliqnaØ ot predydu-

wih toqka ˘_i := (λ_{1i}, . . . , λ_{qi}) spektra matricy F (˘), dlØ kaßdoæ iz kotoryh vyqislØetsØ sootvetstvu¸wiæ sobstvennyæ vektor x_i: F (˘i)xi = 0, i = 1, 2, . . . kak bazis kerF (˘_i).

Sposob nahoßdeniØ nekotoroæ toqki ˘� ∈ σ_r [F ] moßet byt~ sledu¸wim. Vybiraem fiksirovannoe ¯� = (μ_1�, . . . , μ_q�_{1,}�) i nahodim matricu F� := F�(λ) = F (λ, ¯�). Matrica F�, kotoraØ v qastnom sluqae ØvlØetsØ postoØnnoæ, moßet

•imet~ koneqnyæ spektr, •imet~ odno pravoe polinomial~noe rexenie, •ne imet~ ni togo, ni drugogo.

V pervom sluqae vyqislØem vse razliqnye sobstvennye znaqeniØ λ�j matricy F� i sootvetstvu¸wie im sobstvennye vektory x�j. Vo vtorom sluqae dlØ pravogo polinomial~nogo rexeniØ x�(λ) stepeni s dlØ s + 1 razliqnogo fiksirovannogo znaqeniØ λ�_j vyqislØem ego znaqeniØ x�_j = x�(λ�_j ). V oboih sluqaØh imeem odno ili sovokupnost~ ravenstv vida

F (λ�_j)x�_j = 0. (24)

O SOBSTVENNYH POROȷDAıWIH VEKTORAH 179 Tretiæ sluqaæ oznaqaet neudaqnyæ vybor ¯�, kotoroe sleduet iskl¸qit~ iz dal~neæxego rassmotreniØ, posle qego vybiraetsØ drugoe fiksirovannoe znaqenie ¯�.

Zametim, qto vypolnenie usloviØ (21), t.e. znanie sobstvennogo polinoma φ(˘) , oblegqilo by zadaqu vybora podhodØwego znaqeniØ ¯�.

Opredeliv oqerednu¸ paru ˘_N , x_N , formiruem sistemu interpolØcionnyh uravneniæ x(˘i) = αixi, i = 1, . . . , N, (25) s neopredelennymi normiru¸wimi kofffficientami α_i. Sistema (25) iz N n uravneniæ otnositel~no M_kn+N neizvestnyh ØvlØetsØ odnorodnoæ. Estestvenno naqinat~ issledovanie sistem vida (25) pri takom N , qto N n ¿ M_kn + N .

Esli sistema (25) imeet rexenie s hotØ by odnim predpisannym α_i = 0, to ffto oznaqaet, qto tekuwee znaqenie k stepeni vektora x(˘) ne ØvlØetsØ dostatoqnym dlØ predstavleniØ vektora α_ix_i v kaqestve svoego znaqeniØ x(˘_i). V fftom sluqae perehodim k sledu¸wemu xagu: k := k + 1.

Esli sistema (25) imeet netrivial~noe rexenie, kotoroe ne soderßit predpisannyh znaqeniæ α_i = 0, to ne l¸boe ee qastnoe rexenie moßet opredelØt~ iskomyæ vektor x(˘), daße kogda stepen~ k ØvlØetsØ dostatoqnoæ dlØ ego predstavleniØ. Priznakom vozmoßnosti postroeniØ poroßda¸wego vektora x(˘) ØvlØetsØ ravenstvo L_N = L_N�_1, gde L_N – qislo fundamental~nogo rØda rexeniæ sistemy (25). Esli L_N < L_N�_1, postroenie posledovatel~nosteæ ˘_i, x_i prodolßaetsØ.

Esli L_N = L_N�_1 (pri uslovii odnoæ i toæ ße stepeni k dlØ obeih sistem), nahodim qastnoe rexenie odnoæ iz sistem, prisvaivaØ L_N svobodnym neizvestnym proizvol~nye znaqeniØ, ne vse ravnye nul¸. Estestvenno v kaqestve svobodnyh maksimal~- no ispol~zovat~ komponenty neizvestnyh vektornyh kofffficientov iz sootvetstvu¸wego predstavleniØ vektora x(˘). Normiru¸wie mnoßitelem α_i, vhodØwie v qislo svobodnyh neizvestnyh, polaga¸tsØ otliqnymi ot nulØ.

Posle fftogo vypolnØem proverku, ØvlØetsØ li poluqennyæ vektor x(˘) svobodnym. DlØ fftogo vyqislØem NOD vseh komponent vektora. Esli on ØvlØetsØ polinomom, otliqnym ot konstanty, to vse komponenty polinomial~nogo vektora delim na nego.

180 V. B. HAZANOV

Zatem nahodim polinomial~nyæ vektor

u(˘) = F (˘)x(˘)

i vyqislØem NOD φ(˘) vseh ego komponent. Esli φ(˘) ≢ const, to vektor x(˘) ØvlØetsØ pravym sobstvennym poroßda¸wim vektorom matricy F (˘), otveqa¸wim ee sobstvennomu polinomu φ(˘). V protivnom sluqae sleduet vernut~sØ k dal~neæxemu postroeni¸ posledovatel~nosteæ ˘_i, x_i i issledovani¸ sootvetstvu¸- wih sistem vida (25). V rezul~tate libo pri tekuweæ stepeni k budet poluqeno men~xe znaqenie L_N , libo voznikaet neobhodimost~ uveliqeniØ stepeni k.

V sluqae, kogda matrica F (˘) ne obladaet kakim-libo iz svoæstv (17)–(20), procedura postroeniØ poroßda¸wego vektora usloßnØetsØ.

Esli ne vypolneno tol~ko uslovie (20), to dlØ nekotoroæ toq-

ki ˘i ∈ σr[F ] moßet okazat~sØ, qto ρi = rank F (˘i) = ρ − t < ρ − 1.

V fftom sluqae bazis ker F (˘_i) budet sostoØt~ iz t vektorov x_{ij}, j = 1, . . . , t. Togda sootvetstvu¸wee toqke ˘_i interpolØcionnoe uravnenie prinimaet vid x(˘i) =^{t∑}_{j=1} αijxij. AnalogiqnaØ situaciØ moßet imet~ mesto, kogda ne vypolneny uslovie (19) – v kratnyh toqkah ˘_i ∈ σ_r[F ], ili uslovie (18) – v kratnyh toqkah ˘_i ∈ σ_r[F ] ∩ σ�[F ], i obØzatel~no budet imet~ mesto pri nevypolnenii usloviØ (17) – v l¸byh toqkah ˘_i.

Esli ne vypolneno uslovie (19) i razliqnym sobstvennym polinomam matricy F (˘) otveqa¸t razliqnye poroßda¸wie vektory, qastnye vektornye harakteristiki x_{ij}, ili ih lineænye kombinacii mogut otnosit~sØ k raznym poroßda¸wim vektoram, kotorym sootvetstvu¸t raznye qastnye rexeniØ interpolØcionnoæ sistemy. V qastnosti, nekotorye normiru¸wie kofffficienty α_{ij} dolßny byt~ ravnymi nul¸ dlØ poluqeniØ opredelennogo poroßda¸wego vektora.

Esli ne vypolneno uslovie (18), to toqkam ˘_i ∈ σ�[F ] budut sootvetstvovat~ vektory x_{ij}, ne ime¸wie otnoxeniØ k poroßda- ¸wemu vektoru. V fftom sluqae, sootvetstvu¸wie im normiru¸- wie mnoßiteli takße dolßny byt~ ravnymi nul¸.

O SOBSTVENNYH POROȷDAıWIH VEKTORAH 181 AnalogiqnaØ neopredelennost~ dlØ normiru¸wih mnoßiteleæ budet imet~ mesto, kogda ne vypolneno uslovie (17). Pri fftom vozmoßno postroenie polinomial~nogo vektora vida (10), kotoryæ otveqaet polinomu, soderßawemu parazitiqeskiæ delitel~ (sm. dokazatel~stvo Lemmy 2), libo postroenie polinomial~nogo rexeniØ.

3.2. InterpolØcionnaØ formula Lagranßa.

Opisyvaemyæ niße metod postroeniØ pravyh sobstvennyh poroßda¸wih vektorov mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F (λ, ¯) ØvlØetsØ rekursivnym po qislu parametrov. On osnovan na ispol~zovanii formuly Lagranßa interpolirovaniØ po sootvetstvu¸wim vektornym spektral~nym harakteristikam (s neopredelennymi kofffficientami), kotorye poluqeny na bolee nizkom (po qislu skalØrnyh parametrov) urovne dlØ razliqnyh fiksirovannyh znaqeniæ skalØrnogo parametra λ = λ�.

Osnovaniem rekursii ØvlØetsØ vozmoßnost~ postroeniØ na nißnem pervom urovne dlØ odnoparametriqeskoæ polinomial~- noæ matricy vseh pravyh poroßda¸wih vektorov�^).

Pravym poroßda¸wim vektorom, otveqa¸wim sobstvennomu polinomu φ(λ) = λ − λ� odnoparametriqeskoæ matricy F (λ), t.e. ee sobstvennomu znaqeni¸ λ�, ØvlØ¸tsØ sootvetstvu¸wie emu lineæno-nezavisimye sobstvennye vektory x� ∉ N_c[F�]. Polinomial~nye rexeniØ matricy F (λ) mogut byt~ naædeny, libo s pomow~¸ ΔW -1 algoritma [2], libo s pomow~¸ perehoda na ewe bolee nizkiæ nulevoæ uroven~, gde dlØ postoØnnoæ matricy rol~ polinomial~nyh rexeniæ igra¸t postoØnnye vektory, obrazu- ¸wie bazis ee Ødra.

Privedem vnaqale opisanie metoda dlØ naibolee prostogo sluqaØ, kogda dlØ matricy F (˘) vypolneny usloviØ (17)–(20).

Na protØßenii vsego processa formiru¸tsØ dve pary posledovatel~nosteæ λ_i, x_i(¯), i = 0, 1, . . . , k i λ_{kj}, x_{kj}(¯), k = 0, 1, . . ., j = 1, 2, . . .. KaßdaØ novaØ para λ�, x�(¯) opredelØetsØ sledu¸- wim obrazom.

VybiraetsØ proizvol~noe znaqenie λ�, otliqnoe ot vseh rassmatrivaemyh ranee. Zatem dlØ matricy F�(¯) = F (λ�, ¯), zavisØweæ ot men~xego qisla skalØrnyh parametrov, s pomow~¸

�)Zdes~ i dalee k qislu poroßda¸wih vektorov budem otnosit~ i polinomial~nye rexeniØ matricy.

182 V. B. HAZANOV rekursii nahoditsØ poroßda¸wiæ vektor x�(¯), esli takovoæ suwestvuet. V protivnom sluqae, neudaqnoe znaqenie λ� iskl¸- qaetsØ iz dal~neæxego rassmotreniØ, i vybiraetsØ novoe znaqenie λ�.

K naqalu xaga k processa (k = 0, 1, . . .) imeem posledovatel~- nost~ razliqnyh znaqeniæ λ_i, i = 0, 1, . . . , k, ispol~zuemyh v kaqestve uzlov interpolirovaniØ, i posledovatel~nost~ sootvetstvu¸wih poroßda¸wih vektorov x_i(¯) matric F_i(¯) = F (λ_i, ¯). �ti posledovatel~nosti budem nazyvat~ bazovymi.

Ispol~zuØ formulu Lagranßa, stroim na osnove bazovyh posledovatel~nosteæ interpolØcionnyæ polinomial~nyæ vektor stepeni ne men~xe k otnositel~no parametra λ:

x^k(λ, ¯) = k∑ i=0 k∏ j=0 j6=i λ − λ_j λ_i − λ_j α_ix_i(¯) (26)

s neopredelennymi normiru¸wimi kofffficientami α_i.

Dalee, naqinaØ s λ_{k1}, x_{k1}(¯), stroØtsØ vspomogatel~nye posledovatel~nosti λ_{kj}, x_{kj}(¯), kotorye ispol~zu¸tsØ dlØ proverki vozmoßnosti postroeniØ poroßda¸wego vektora matricy F (λ, ¯) stepeni k otnositel~no parametra λ. Pri fftom vse znaqeniØ λ_{kj} dolßny byt~ razliqnymi i ne sovpadat~ so znaqeniØmi λ_i iz bazovoæ posledovatel~nosti. Na xage l (l = 1, 2, . . .), ispol~zuØ λ_{kj} , x_{kj} (¯), j = 1, . . . , l, formiruem sistemu uravneniæ x^k(λ_{kj}, ¯) = α_{kj} x_{kj} (¯), j = 1, . . . , l, (27) otnositel~no k + l + 1 neizvestnogo: α_i, i = 0, . . . , k i α_{kj} , j = 1, . . . , l. Qislo skalØrnyh uravneniæ odnorodnoæ sistemy (27) s postoØnnymi kofffficientami opredelØetsØ veliqinoæ n ∑_l j=1 t_j , gde t_j – qislo otliqnyh ot nulØ postoØnnyh vektornyh kofffficientov pri razliqnyh stepenØh polinomial~nyh vektorov x^k(λ_{kj} , ¯) i x_{kj} (¯) iz vektornogo uravneniØ s nomerom j.

Pri issledovanii poluqennoæ sistemy moßet imet~ mesto odin iz sledu¸wih sluqaev.

1) HotØ by odno iz neizvestnyh prinimaet predpisannoe nulevoe znaqenie. V fftom sluqae para λ_{kl}, x_{kl}(¯) popolnØet bazovye posledovatel~nosti: λ_{k+1} := λ_{kl}, x_{k+1}(¯) := x_{kl}(¯), i osuwestvlØetsØ perehod k sledu¸wemu xagu k := k + 1. Zametim, qto

O SOBSTVENNYH POROȷDAıWIH VEKTORAH 183 pri fftom moßno ne nahodit~ zanovo vspomogatel~nye posledovatel~nosti, a ispol~zovat~ ostavxiesØ qleny vspomogatel~nyh posledovatel~nosteæ iz predyduwego xaga (po kraæneæ mere, na naqal~noæ stadii proverok).

2) Ni odno iz neizvestnyh ne prinimaet predpisannogo nulevogo znaqeniØ i libo l = 1, libo pri l > 1 qislo fundamental~- nogo rØda rexeniæ L_l < L_l�_1. V fftom sluqae opredelØetsØ novaØ para ˘_{k,l+1}, x_{k,l+1}(¯) i dlØ l := l + 1 formiruetsØ i issleduetsØ novaØ sistema vida (27).

3) Ni odno iz neizvestnyh ne prinimaet predpisannogo nulevogo znaqeniØ, l > 1 i L_l = L_l�_1. V fftom sluqae nahoditsØ qastnoe rexenie sistemy s nenulevymi znaqeniØmi vseh neizvestnyh. DlØ poluqennogo vektora vida (26) vypolnØetsØ proverka na sootvetstvie ego poroßda¸wemu vektoru matricy F (λ, ¯). Proverka osuwestvlØetsØ v toqnosti tak ße, kak ffto opisano v p. 3.1.

Pri neudaqnom ishode proverki prodolßaetsØ process formirovaniØ vspomogatel~nyh posledovatel~nosteæ, formirovaniØ novoæ sistemy i ee issledovaniØ.

V sluqaØh, kogda matrica F (λ, ¯) ne obladaet kakim-libo iz svoæstv (17)–(20), procedura postroeniØ poroßda¸wego vektora usloßnØetsØ.

Esli ne vypolneno tol~ko uslovie (20), to dlØ nekotoroæ toqki λ� moßet okazat~sØ, qto ρ� = rank F�(¯) = ρ − t < ρ − 1. Togda matrica F�(¯) budet imet~ t razliqnyh poroßda¸wih vektorov x�_s(¯), s = 1, . . . , t, otveqa¸wih odnomu i tomu ße sobstvennomu polinomu. Esli λ� = λ_i ØvlØetsØ bazovoæ, to sleduet zamenit~ α_ix_i(¯) v vyraßenii (26) na sootvetstvu¸wu¸ summu: t∑ s=1 α_{is}x_{is}(¯). Esli λ� = λ_{kj} ØvlØetsØ vspomogatel~noæ, to v soot-

vetstvu¸wem uravnenii j sistemy (27) pravaØ qast~ prinimaet

vid:^t ∑ s=1 α_{kjs}x_{kj s}(¯). Pri fftom sleduet imet~ vvidu, qto nekoto-

rye iz neizvestnyh normiru¸wih mnoßiteleæ α�_s mogut byt~ ravny nul¸ dlØ iskomogo vektora x(λ, ¯).

AnalogiqnaØ situaciØ moßet imet~ mesto, kogda ne vypolneny usloviØ (19) ili (18), i obØzatel~no budet imet~ mesto pri nevypolnenii usloviØ (17).

Esli ne vypolneno uslovie (19), to pri nekotoryh λ� matrica

184 V. B. HAZANOV

F�(¯) moßet imet~ razliqnye poroßda¸wie vektory, otveqa¸- wie razliqnym sobstvennym polinomam, a takße pravye polinomial~nye rexeniØ�^). V fftom sluqae formal~no moßno postupit~ tak ße, kak v predyduwem sluqae. Odnako teper~ pri issledovanii sootvetstvu¸weæ sistemy i nahoßdenii ee qastnyh rexeniæ sleduet rassmatrivat~ vsevozmoßnye varianty, kogda vse sootvetstvu¸wie normiru¸wie mnoßiteli, za iskl¸qeniem odnogo, polaga¸tsØ ravnymi nul¸. Al~ternativoæ ØvlØetsØ postroenie bazovyh posledovatel~nosteæ, soderßawih variabel~nye poroßda¸wie vektory.

AnalogiqnaØ situaciØ moßet imet~ mesto, kogda ne vypolneno uslovie (18), i obØzatel~no budet imet~ mesto dlØ l¸byh λ� pri nevypolnenii usloviØ (17).

Esli ne vypolneno uslovie (18), to pri nekotoryh λ� vozmoßno postroenie vektorov, ne ime¸wih otnoxeniØ k poroßda- ¸wim vektoram. V fftom sluqae sootvetstvu¸wie im normiru¸- wie mnoßiteli dolßny obØzatel~no byt~ ravnymi nul¸ v nezavisimosti ot togo, v kaku¸ iz posledovatel~nosteæ (bazovu¸ ili vspomogatel~nu¸) oni vhodØt.

Esli ße ne vypolneno uslovie (17), to ono ne budet vypolnØt~sØ i dlØ matricy F�(¯). V fftom sluqae vozmoßno postroenie polinomial~nogo vektora x(λ, ¯) vida (10), kotoryæ otveqaet polinomu, soderßawemu parazitiqeskiæ delitel~, libo postroenie polinomial~nogo rexeniØ.

Izloßennoe vyxe oznaqaet neobhodimost~ postroeniØ pri λ = λ� vseh poroßda¸wih vektorov matricy F�(¯).

§4 ZameqaniØ

Analogiqnym obrazom vvoditsØ ponØtie levogo sobstvennogo poroßda¸wego vektora mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy, otveqa¸wego ee sobstvennomu polinomu, ustanavliva- ¸tsØ ego svoæstva i osuwestvlØetsØ ego postroenie.

Ne vse voprosy, otnosØwiesØ k svoæstvam sobstvennyh poroßda¸wih vektorov, metodam ih postroeniØ i perspektive ispol~zovaniØ naxli otraßenie v dannoæ rabote. V qastnosti, ostalis~ otkrytymi sledu¸wie voprosy.

�)�to qrezvyqaæno vaßno s toqki zreniØ rekursivnosti algoritma.

O SOBSTVENNYH POROȷDAıWIH VEKTORAH 185 1) Kak vvesti opredelenie, ob¨edinØ¸wee nynexnee ponØtie sobstvennogo poroßda¸wego vektora i vektora, poroßda¸wego ßordanovu polurexetku vektorov dlØ kratnoæ toqki spektra?

2) Kak svØzany meßdu soboæ levye singulØrnye spektry matricy F (˘), pravogo sobstvennogo poroßda¸wego vektora x(˘) i sootvetstvu¸wego svobodnogo vektora z(˘) iz sootnoxeniØ (6)?

3) Pri kakih usloviØh vozmoßno suwestvovanie pravogo sobstvennogo poroßda¸wego vektora, ne ime¸wego levogo singulØrnogo spektra?

4) Pri kakih usloviØh vozmoßno suwestvovanie sobstvennogo poroßda¸wego vektora, otveqa¸wego vsemu regulØrnomu spektru matricy, ili nekotoroæ sovokupnosti ee sobstvennyh polinomov?

5) Suwestvuet li vozmoßnost~ i kakovy usloviØ postroeniØ dlØ mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy analoga kanoniqeskoæ formy Smita s pomow~¸ bazisov pravyh i levyh polinomial~nyh rexeniæ i poroßda¸wih vektorov?

6) Kak ffffektivno osuwestvlØt~ postroenie poroßda¸wih vektorov dlØ matricy obwego vida? V qastnosti, ne sleduet li predvaritel~no isqerpyvat~ ee pravoe i levoe nul~- prostranstva i dalee posledovatel~no isqerpyvat~ ee sobstvennye polinomy? Pri kakih usloviØh ffto vozmoßno?

7) Vozmoßno li i pri kakih usloviØh isqerpyvanie regulØrnogo spektra mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy i postroenie, takim obrazom, svobodnogo bazisa podprostranstva mnogoparametriqeskih polinomial~nyh vektorov? Vozmoßno li dlØ fftogo i na baze fftogo postroenie rekursivnogo algoritma ∇V -q faktorizacii q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matri- cy? Avtor nadeetsØ, qto na bol~xinstvo voprosov udastsØ poluqit~ soderßatel~nye otvety.

Literatura 1. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih

zadaq. — Zap. nauqn. semin. POMI 229 (1995), 191–246.

2. V. N. KublanovskaØ, Metody i algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq

dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. PO-

MI 238 (1997), 3–330.

3. V. N. KublanovskaØ, V. N. Simonova, Operacii nad skalØrnymi poli-

nomami i ih maxinnaØ realizaciØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 219

186 V. B. HAZANOV (1994), 158–175.

4. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, Otnositel~naØ faktorizaciØ mno-

goqlenov ot neskol~kih peremennyh. — ȷ. vyqisl. matem. i matem. fiz. 36, No. 8 (1996), 6–11.

5. V. B. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah λ-matric. — Zap. nauqn. semin. LOMI 111 (1981), 180–194.

6. V. B. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah mnogoparametriqeskih poli-

nomial~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI 229 (1995), 284–321.

Khazanov V. B. Generating eigenvectors of a multiparameter polynomial matrix.

The notion of a generating eigenvector of a multiparameter polynomial matrix, generalizing the notion of an eigenvector of a one-parameter polynomial matrix, is introduced. Some properties of generating eigenvectors are established, and two methods for constructing are described.

Postupilo 25 maØ 1998 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN