Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 248, 1998 g.

M. N. ˚kovlev NE˚VNYE FUNKCII, OPREDEL˚EMYE URAVNENI˚MI S NEOGRANIQENNYMI OPERATORAMI, I RAZREXIMOST^ OPERATORNYH URAVNENI`

RassmatrivaetsØ suwestvovanie i differenciruemost~ neØvnyh funkciæ, opredelØemyh uravneniØmi vida T x + F (λ, x) = 0, gde T – neograniqennyæ operator i razreximost~ operatornyh uravneniæ vida T x + f(x) = 0 v sluqae kak zamknutogo, tak i ne oblada¸wego fftim svoæstvom operatora T .

Pust~ Λ, X i Y – prostranstva Banaha. Pust~ U ⊂ Λ, V ⊂ X okrestnosti toqek λ_0 ∈ Λ i x_0 ∈ X sootvetstvenno. Pust~ F : U ×V → Y . Pust~ T – additivnyæ i odnorodnyæ operator s oblast~¸ opredeleniØ D(T ) ⊂ X i oblast~¸ znaqeniæ R(T ) ⊂ Y . Pust~ x_0 ∈ D(T ).

Teorema 1. Pust~

1) F (λ, x) nepreryven v toqke (λ_0, x_0);

2) T x_0 + F (λ_0, x_0) = 0;

3) suwestvuet qastnaØ proizvodnaØ F^′x(λ, x) v U ×V ;

4) operator F^′x(λ, x) nepreryven v toqke (λ_0, x_0);

5) suwestvuet obratnyæ k operatoru T + F^′x(λ_0, x_0) operator [T + F^′x(λ_0, x_0)]^{−1};

6) operator [T +F^′x(λ_0, x_0)]^{−1} opredelen na vsem Y i ograniqen kak operator iz Y v X.

Togda suwestvuet operator x(λ), opredelennyæ v nekotoroæ okrestnosti Ω ⊂ Λ toqki λ_0, perevodØwiæ Ω v x(Ω) ⊂ D(T ) i oblada¸wiæ svoæstvami

a) T x(λ) + F (λ, x(λ)) = 0 pri λ ∈ Ω; v) x(λ_0) = x_0;

s) x(λ) nepreryven v toqke λ_0. 216

NE˚VNYE FUNKCII 217 Operator x(λ) opredelØetsØ svoæstvami (a)–(s) odnoznaqno v tom smysle, qto esli x_1(λ) – drugoæ operator, oblada¸wiæ svoæstvami (a)–(s), to suwestvuet takoe η > 0, qto dlØ ‖λ_0 − λ‖ < η x_1(λ) = x(λ).

Dokazatel~stvo. Poloßim

A(λ, x) ≡ [T + F^′x(λ_0, x_0)]^{−1}[F^′x(λ_0, x_0)x − F (λ, x)] i rassmotrim uravnenie x = A(λ, x). Poskol~ku A^′x(λ_0, x_0) = 0 v silu nepreryvnosti operatora F^′x(λ, x) v toqke (λ_0, x_0) suwestvuet qislo k ∈ (0, 1) takoe, qto dlØ nekotoryh r > 0 i R > 0 i vseh (λ, x) takih, qto ‖λ − λ_0‖ 6 r, ‖x − x_0‖ 6 R imeet mesto neravenstvo ‖A^′x(λ, x)‖ 6 k < 1. Ots¸da ‖A(λ, x) − A(λ, z)‖ 6 6 k‖x − z‖, (λ, x), (λ, z) ∈ S(λ0, r)×S(x0, R) ⊂ U ×V. Dalee

‖A(λ, x_0) − x_0‖ = ‖ ‖ [T + F^′(λ_0, x_0)]^{−1} [T x_0 + F (λ, x_0)] ‖ ‖ i v silu nepreryvnosti operatora F (λ, x_0) po λ naædetsØ takoe qislo δ > 0, δ < r, qto ‖A(λ, x_0) − x_0‖ < (1 − k)R pri ‖λ − λ_0‖ 6 δ. Na osnovanii principa sßatyh otobraßeniæ ots¸da dlØ kaßdogo λ ∈ S(λ_0, δ) suwestvuet x(λ) takoæ, qto x(λ) = A(λ, x(λ)), t.e.

[T + F^′x(λ_0, x_0)] x(λ) = F^′x(λ_0, x_0)x(λ) − F (λ, x(λ)).

218 M. N. ˚KOVLEV Poskol~ku D(T ) = D(T + F^′x(λ_0, x_0)), poluqim

T x(λ) + F^′x(λ_0, x_0)x(λ) = F^′x(λ_0, x_0)x(λ) − F (λ, x(λ)), t.e. T x(λ) + F (λ, x(λ)) = 0. V silu principa sßatyh otobraßeniæ x(λ_0) = x_0. Poskol~ku 0 = x(λ) − A(λ, x(λ)) = x_0 − A(λ_0, x_0), imeem

x(λ) − x_0 = A(λ, x(λ)) − A(λ, x_0) + A(λ, x_0) − A(λ_0, x_0). Ots¸da ‖x(λ) − x_0‖ 6 k‖x(λ) − x_0‖ + ‖A(λ, x_0) − A(λ_0, x_0)‖, t.e. ‖x(λ) − x_0‖ 6 1 1 − k ‖A(λ, x_0) − A(λ_0, x_0)‖. V silu nepreryvnosti po λ operatora A(λ, x) poluqaem nepreryvnost~ operatora x(λ) v toqke λ_0. OstaetsØ dokazat~ edinstvennost~ x(λ). Pust~ x_1(λ) drugoe rexenie. V silu nepreryvnosti x_1(λ) v toqke λ_0 i ravenstva x_1(λ_0) = x_0 pri dostatoqno malom ‖λ − λ_0‖ my okazyvaemsØ v usloviØh primenimosti principa sßatyh otobraßeniæ, kotoryæ garantiruet edinstvennost~ rexeniæ.

Teorema 2. Pust~ vypolneny usloviØ teoremy 1 i, krome togo v

U×V suwestvuet qastnaØ proizvodnaØ F˘(λ, x), togda x(λ) differenciruem v toqke λ_0, priqem x^′(λ_0) = −[T + F^′x(λ_0, x_0)]^{−1} F^′˘(λ_0, x_0).

Dokazatel~stvo. Imeem

x(λ) − x_0 + [T + F^′x(λ_0, x_0)]^{−1} F^′˘(λ_0, x_0)(λ − λ_0) = [T + F^′x(λ_0, x_0)]^{−1} [T x(λ) − T x_0 + F^′x(λ_0, x_0) ( x(λ) − x(λ_0) ) +F^′˘(λ_0, x_0)(λ − λ_0)] = [T + F^′x(λ_0, x_0)]^{−1} [F (λ_0, x_0) − F (λ, x(λ))+ +F^′x(λ_0, x_0)(x(λ) − x(λ_0)) + F^′x(λ_0, x_0)(λ − λ_0)].

NE˚VNYE FUNKCII 219 Ots¸da, kakovo by ni bylo ε > 0, pri dostatoqno maloæ norme ‖λ − λ_0‖ poluqim ‖ ‖x(λ) − x(λ_0) + [T + F^′x(λ_0, x_0)]^{−1} F^′˘(λ_0, x_0)(λ − λ_0) ‖ ‖ 6 6 ε^(‖λ − λ0‖ +^‖x(λ) − x(λ0) + [T + F^′_x(λ0, x0)]^{−1} F^′_˘(λ0, x0)(λ − λ0)^‖+ + ‖ ‖ [T + F^′x(λ_0, x_0)]^{−1} F^′˘(λ_0, x_0) ‖ ‖ ‖λ − λ_0‖ qto i pozvolØet zakonqit~ dokazatel~stvo teoremy.

Teorema 3. Pust~

1. T – additivnyæ i odnorodnyæ operator s oblast~¸ opredeleniØ D(T ) ⊂ X, u_0 ∈ D(T ).

2. f(x) – operator iz X v Y nepreryvno differenciruemyæ po Frexe pri vseh x ∈ X.

3. Pri vseh x ∈ X suwestvuet lineænyæ, ograniqennyæ, opredelennyæ na vsem Y operator [T + f^′(x)]^{−1}.

4. ‖[T + f^′(x)]^{−1}‖ 6 Γ < +∞ dlØ vseh x ∈ X. (1) 5. Operator f^′(x) ravnomerno nepreryven pri ‖x − u_0‖ 6 2Γ‖T u_0 + f(u_0)‖

Togda suwestvuet rexenie u^∗ uravneniØ

T x + f(x) = 0. (2)

Pri fftom ‖u_0 − u^∗‖ 6 Γ‖T u_0 + f(u_0)‖. (3)

Dokazatel~stvo. Poloßim

T x + F (λ, x) = f(x) + (λ − 1)(T u_0 + f(u_0)) + T x = 0, (4)

U = (−∞, +∞), x_0 = u_0, λ_0 = 0 V = X.

Togda dlØ uravneniØ (4) vypolneny vse usloviØ teorem 1 i 2 i potomu dlØ 0 6 λ < ω suwestvuet rexenie x(λ) uravneniØ (4). Bolee togo, esli x(λ) l¸boe rexenie uravneniØ (4), dlØ kotorogo x(0) = u_0, dlØ nego pri λ_0 = λ, x_0 = x(λ) toße vypolneny usloviØ teorem 1 i 2 i potomu po teoreme 2 dx dλ (λ) = −[T + f^′(x(λ))]^{−1} [T u_0 + f(u_0)].

220 M. N. ˚KOVLEV Ots¸da ‖ ‖ ‖ dx dλ (λ) ‖ ‖ ‖ 6 Γ‖T u0 + f(u0)‖ i ‖x(λ) − u_0‖ 6 |λ| Γ‖T u_0 + f(u_0)‖ dlØ l¸byh vozmoßnyh rexeniæ uravneniØ (4), udovletvorØ¸wih uslovi¸ x(0) = u_0 i mnoßestvo takih rexeniæ nepusto. Oqevidno, x(1) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (2). Pofftomu budem iskat~ rexenie pri 0 6 λ 6 1. Poloßim A(λ, x) = [T + f^′(u_0)]^{−1} [ f^′(u_0)x − f(x) − (λ − 1) [T u_0 + f(u_0)] ] . (5) Imeem

A^′x(λ, x) = [T + f^′(u_0)]^{−1} [f^′(u_0) − f^′(x)], A^′x(λ, u_0) = 0. (6) Pust~ qislo q takovo, qto 0 < q < 1. Vyberem qislo R > 0 tak, qtoby R 6 Γ‖T u_0 + f(u_0)‖ i ‖f^′(v) − f^′(w)‖ < q/Γ pri vseh ‖v − w‖ 6 R, v, w ∈ S(u_0, 2Γ‖T u_0 + f(u_0)‖). Togda ‖A^′x(λ, x)‖ < q < 1 pri x ∈ S(u_0, R). Dalee

‖A(λ, u_0) − u_0‖ 6 Γ‖ − T u_0 − f(u_0) − (λ − 1)(T u_0 + f(u_0))‖ = = Γ|λ| ‖T u_0 + f(u_0)‖. DlØ |λ| 6^1_2^{(1 − q)R}

Γ‖T u_0 + f(u_0)‖ budet ‖A(λ, u_0) − u_0‖ < (1 − q)R qto obespeqivaet primenimost~ teoremy o sßatyh otobraßeniØh i, sledovatel~no, pri

0 6 λ 6^1_2^{(1 − q)R}

Γ‖T u_0 + f(u_0)‖ suwestvovanie rexeniØ x(λ) uravneniØ (4).

Oboznaqim

λ_1 ≡ 1 2 (1 − q)R Γ‖T u_0 + f(u_0)‖ , x_1 ≡ x (1 2 (1 − q)R Γ‖T u_0 + f(u_0)‖ ) . (7)

NE˚VNYE FUNKCII 221 Togda (λ_1, x_1) udovletvorØet uravneni¸ (4) i moßet byt~ vzØta za naqal~nu¸ pri postroenii rexeniØ vpravo ot λ_1.

Poloßim

B(λ, x) = [T + f^′(x_1)]^{−1} [ f^′(x_1)x − f(x) − (λ − 1)[T u_0 + f(u_0)] ] (8) i budem iskat~ rexenie x(λ) uravneniØ x = B(λ, x) (9) v xare S(x_1, R).

Poskol~ku ‖x_1 − u_0‖ 6 Γ‖T u_0 + f(u_0)‖,

to iz ‖x − x_1‖ 6 Γ‖T u_0 + f(u_0)‖

sleduet ‖x − u_0‖ 6 2Γ‖T u_0 + f(u_0)‖,

t.e. S ( x_1, Γ‖T u_0 + f(u_0)‖ ) ⊆ S ( u_0, 2Γ‖T u_0 + f(u_0)‖ ) . Imeem ‖B^′x(λ, x)‖ < q < 1 pri ‖x_1 − x‖ 6 R ‖B(λ, x_1) − x_1‖ 6 Γ ‖ ‖ − T x_1 − f(x_1) − (λ − 1)(T u_0 + f(u_0)) ‖ ‖ = = Γ ‖ ‖(λ_1−1)(T u_0+f(u_0))−(λ−1)(T u_0+f(u_0)) ‖ ‖ = |λ−λ_1| ‖T u_0+f(u_0)‖Γ i esli |λ_1 − λ| 6 1 2 (1 − q)R Γ‖T u_0 + f(u_0)‖

vypolneny vse usloviØ teoremy o sßatyh otobraßeniØh v xare S(x_1, R) i potomu rexenie uravneniØ (4) suwestvuet pri λ_1 6 λ 6 2λ_1. Analogiqno, esli uße dokazano suwestvovanie rexeniØ pri (n − 1)λ_1 6 λ 6 nλ_1, dokazyvaetsØ suwestvovanie rexeniØ x(λ) uravneniØ (4) pri nλ_1 6 λ 6 (n + 1)λ_1. V samom dele, voz~mem v kaqestve naqal~noæ toqki toqku (t, p) poloßiv t ≡ nλ_1, p ≡ x(nλ_1) i poloßim D(λ, x) ≡ [ T + f^′(p)]^{−1} [f^′(p)x − f(x) − (λ − 1)[T u_0 + f(u_0)] ]

222 M. N. ˚KOVLEV i budem rexat~ uravnenie x = D(λ, x) v xare S(p, Γ‖T u_0 + f(u_0)‖) kak i ran~xe S ( p, Γ‖T u_0 + f(u_0)‖ ) ⊆ S ( u_0, 2Γ‖T u_0 + f(u_0)‖ ) ‖D^′x(λ, x)‖ < q < 1 pri ‖x − p‖ 6 R ‖D(λ, p) − p‖ 6 Γ‖ − T p − f(p) − (λ − 1)(T u_0 + f(u_0)‖ = = |λ − t|Γ‖T u_0 + f(u_0)‖ i tem samym v silu teoremy o sßima¸wih otobraßeniØh dlØ xara S(p, R) rexenie x(λ) uravneniØ (4) suwestvuet dlØ vseh λ takih, qto |λ − t| 6 λ_1 i tem samym dlØ 0 6 λ 6 (n + 1)λ_1. Esli (1 + n)λ_1 ¿ 1 teorema dokazana. Esli ße (n + 1)λ_1 < 1. process moßno prodolßit~ i za koneqnoe qislo xagov doæti do λ = 1. Teorema dokazana.

Teorema 4. Pust~

1. T – additivnyæ i odnorodnyæ zamknutyæ operator s oblast~¸ opredeleniØ D(T ) ⊂ X i oblast~¸ znaqeniæ R(T ) ⊂ Y , u_0 ∈ D(T );

2. f(x) – operator iz X v Y nepreryvno differenciruemyæ po Frexe pri vseh x ∈ X;

3. pri vseh x ∈ X suwestvuet lineænyæ, ograniqennyæ, opredelennyæ na vsem Y operator [T + f^′(x)]^{−1}

4. ‖[T + f^′(x)]^{−1}‖ 6 Γ < +∞ dlØ vseh x ∈ X. (10)

Togda suwestvuet rexenie u^∗ uravneniØ T x + f(x) = 0. Pri fftom

‖u^∗ − u_0‖ 6 Γ‖T u_0 + f(u_0)‖. (11)

Dokazatel~stvo. Rassmotrim opØt~ uravnenie (4). Esli rexe-

nie x(λ) suwestvuet pri vseh λ ∈ [0, 1] (pri λ = 0 rexeniem ØvlØetsØ x(0) = u_0), to polagaØ u^∗ = x(1), poluqim

T u^∗+f(u^∗) = T x(1)+f(x(1)) = T x(1)+f(x(1))+(1−1)[T u_0+f(u_0)] = 0.

Po teoreme 1 x(λ) suwestvuet pri 0 6 λ < ω. Rassmotrim sovokupnost~ promeßutkov 0 6 λ < ω, dlØ kotoryæ suwestvuet rexenie x(λ) uravneniØ (4). Poloßim Δ = sup ω. Esli Δ > 1

NE˚VNYE FUNKCII 223 teorema dokazana. Pust~ Δ 6 1. Togda rexenie moßno sqitat~ opredelennym pri 0 6 λ < Δ. Poskol~ku ‖ ‖ ‖ dx dλ (λ) ‖ ‖ ‖ 6 Γ‖T u0 + f(u0)‖, ‖x(λ) − u_0‖ 6 Γ‖T u_0 + f(u_0)‖ pri 0 6 λ < Δ

suwestvuet lim̆_{→Δ} x(λ) = p. Dalee, poskol~ku

T x(λ) = −f(x(λ)) − (λ − 1)[T u_0 + f(u_0)]

suwestvuet lim̆_{→Δ} T x(λ) = −f(p) − (Δ − 1)[T u_0 + f(u_0)]. Pri fftom x(λ) ∈ D(T ) po teoreme 1. V silu zamknutosti operatora T ots¸da sleduet, qto p ∈ D(T ) i

T p = −f(p) − (Δ − 1)[T u_0 + f(u_0)],

t.e. toqka (Δ, p) udovletvorØet uravneni¸ (4) i moßet byt~ vzØta v kaqestve toqki (λ_0, x_0) v teoreme 1. Po teoreme 1 rexenie x(λ) suwestvuet pri Δ 6 λ < δ pri nekotorom δ > 0, qto protivoreqit sdelannomu predpoloßeni¸ o tom, qto Δ = sup ω i Δ 6 1. Pofftomu Δ > 1 i teorema dokazana.

Zameqanie. Uslovie 4 teoremy 4 ispol~zovalos~ tol~ko dlØ do-

kazatel~stva ocenok ‖ ‖ ‖ dx dλ (λ) ‖ ‖ ‖ 6 Γ‖T u0 + f(u0)‖ 6 c < +∞ pri 0 6 λ < Δ

‖x(λ) − u_0‖ 6 Γ‖T u_0 + f(u_0)‖ 6 c_1 < +∞ pri 0 6 λ < Δ,

pofftomu uslovie 4 teoremy 4 moßno zamenit~ na uslovie ‖ ‖ [T + f^′(x)]^{−1} ‖ ‖ 6 A + B‖x‖ dlØ vseh x ∈ X, kotoroe takße obespeqivaet vypolnenie ocenok ‖ ‖ dx dλ (λ) ‖ ‖ 6 c2 < +∞, ‖x(λ)‖ 6 c3 < +∞ pri 0 6 λ < Δ

i, sledovatel~no, zakl¸qeniØ teoremy 4 o suwestvovanii rexeniØ u^∗ uravneniØ (2).

224 M. N. ˚KOVLEV

Yakovlev M. N. Implicit functions determined by equations with unbounded operators and the solvability of operator equations.

For implicit functions determined by the equation T x + F (λ, x) = 0, where T is an unbounded operator, existence and differentiability conditions are established. Applications concerning the solvability conditions for equations of the form T x + f(x) = 0 are considered.

Postupilo 13 noØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN