Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 248, 1998 g.

M. N. ˚kovlev RAZREXIMOST^ NELINE`NYH URAVNENI` V KONUSE PROSTRANSTVA BANAHA

Pust~ X – vewestvennoe prostranstvo Banaha s konusom K ⊂ X. Pri rexenii uravneniØ T x + F (x) = 0, x ∈ X, (1) qasto okazyvaetsØ, qto operator [T + F^′(u)]^{−1} suwestvuet tol~ko pri u ∈ K. V rabote privedeny usloviØ razreximosti uravneniØ (1) v takom sluqae. DaetsØ primenenie k razreximosti kraevoæ zadaqi dlØ sistemy obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ vtorogo porØdka.

Lemma 1. Pust~ K – konus v B-prostranstve E. Pust~

1. f(u) – nepreryvnyæ operator iz K v K takoæ, qto f(K) ograniqeno v E, t.e. ‖f(u)‖ 6 M pri u ∈ K. 2. DlØ l¸byh v, w ∈ K ∩ S(0, M ) verno neravenstvo ‖f(v) − f(w)‖ 6 L‖v − w‖, L < +∞. Togda integral~noe uravnenie u(t) = t∫ 0 f(u(s))ds, 0 6 t 6 1 (2)

imeet rexenie p(t) ∈ K ∩ S(0, M ) pri 0 6 t 6 1.

Dokazatel~stvo. V prostranstve nepreryvnyh funkciæ C([0, 1],

E), opredelennyh na otrezke [0, 1] so znaqeniØmi v B-prostranst-ve E rassmotrim zamknutoe mnoßestvo Q funkciæ so znaqeniØmi v K i normami, ograniqennymi qislom M , i normoæ ‖p(t)‖_c = max 06t61^{(‖p(t)‖E e−Lt)}. Na mnoßestve^Q rassmotrim operator Φ(z) ≡ t∫ 0 f(z(s))ds, 0 6 t 6 1.

225

226 M. N. ˚KOVLEV Imeem Φ(Q) ⊆ Q, ‖Φ(v(t)) − Φ(w(t))‖_c = max_06_t6_1 ( ‖ ‖ ‖ t∫ 0 [f(v(s)) − f(w(s))]ds ‖ ‖ ‖e^{−Lt} ) 6 6 (1 − e^{−L}) max_{06t61}^(‖v(t) − w(t)‖e^{−Lt)} . Poskol~ku 1 − e^{−L} < 1, dlØ operatora Φ(u) na mnoßestve Q banahova prostranstva C([0, 1], E) vypolneny vse usloviØ teoremy o sßatyh otobraßeniØh i potomu suwestvuet rexenie uravneniØ (2), prinadleßawee mnoßestvu Q.

Teorema 1. Pust~

1. T – additivnyæ i odnorodnyæ operator s oblast~¸ opredeleniØ D(T ) ⊂ X i oblast~¸ znaqeniæ R(T ) ⊂ Y . Zdes~ X i Y vewestvennye banahovy prostranstva.

2. F (x) – operator iz X v Y .

3. F (x) nepreryvno differenciruem po Frexe v kaßdoæ toqke konusa K ⊂ X.

4. Suwestvuet lineænyæ ograniqennyæ, opredelennyæ na vsem Y operator [T + F^′(u)]^{−1} pri kaßdom u ∈ K.

5. ‖ [T + F^′(u)]^{−1}‖ 6 Γ < +∞ pri vseh u ∈ K. (3) 6. −[T + F^′(u)]^{−1} F (0) ∈ K pri vseh u ∈ K. (4) 7. ‖F^′(v) − F^′(w)‖ 6 A‖v − w‖, A < +∞, (5) pri vseh v, w ∈ K ∩ S(0, Γ‖F (0)‖).

Togda suwestvuet rexenie u^∗ ∈ K ∩S(0, Γ‖F (0)‖) uravneniØ T u+ F (u) = 0.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim integral~noe uravnenie Vol~ter- ra u(t) = − t∫ 0 [ T + F^′(u(s)) ]_{−1} F (0) ds, 0 6 t 6 1, (6)

v prostranstve funkciæ u(t) ∈ C([0, 1], X) i primenim lemmu 1. PolagaØ L = Γ^2A, M = Γ‖F (0)‖ poluqaem suwestvovanie rexeniØ u(t) pri 0 6 t 6 1. Oqevidno, ffto rexenie udovletvorØet

RAZREXIMOST^ NELINE`NYH URAVNENI` 227 uravneni¸

T u(t) + F (u(t)) + (t − 1)F (0) = 0, 0 6 t 6 1, (7)

i ostaetsØ poloßit~ u^∗ = u(1).

DlØ ustanovleniØ suwestvovaniØ i poloßitel~nosti obratnogo operatora budem pol~zovat~sØ sledu¸weæ lemmoæ.

Lemma 2. Pust~ X – vewestvennoe banahovo prostranstvo s ko-

nusom K. Pust~ 1. A, B, C – lineænye operatory iz X v banahovo prostranstvo Y C = A − B. 2. Suwestvuet operator A^{−1} ¿ 0. 3. A^{−1} B ¿ 0 i ‖A^{−1}B‖ < 1.

Togda suwestvuet operator C^{−1} i C^{−1} ¿ 0.

Dokazatel~stvo. V samom dele,

C^{−1} = (_{+∞}∑ i=0 [ A^{−1} B ]_i ) A^{−1}, ‖C^{−1}‖ 6 ‖A^{−1}‖ 1 − ‖A^{−1} B‖ . Rassmotrim kraevu¸ zadaqu dlØ sistemy obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ vtorogo porØdka −u^{′′}_i + n∑ j=1 b_{ij}(t)u_j = f_i(t), 0 6 t 6 1 (i = 1, . . . , n) (8)

α_iu_i(0) − β_iu^′_i(0) = 0, γ_iu_i(1) + δ_iu_i(1) = 0 (i = 1, . . . , n). (9) Zdes~ b_{ij}(t) – nepreryvnye pri 0 6 t 6 1 funkciii, b_{ij}(t) 6 0 pri i ≠ j, α_i, β_i, γ_i, δ_i ¿ 0, α_i +γ_i > 0, α_i +β_i > 0, γ_i +δ_i > 0 (i = 1, . . . , n).

Lemma 3. Pust~ gi(t, s) funkciØ Grina operatora Liu ≡ −u^{′′}_t +

b^+_{ii}(t)u, b^+_{ii}(t) = max { 0, b_{ii}(t) } , 0 6 t 6 1, s kraevymi usloviØmi

α_i, β_i, γ_i, δ_i ¿ 0, α_i + γ_i > 0, α_iu(0) − β_iu^′(0) = 0, γ_iu(1) + δ_iu^′(1) = 0, α_i + β_i > 0, γ_i + δ_i > 0, i vypolneny neravenstva

max 06t61 1∫ 0 g_i(t, s) [ b^−_{ii} (s) − w∑ j=1 j≠i b_{ij}(s) ] ds < 1,

(i = 1, . . . , n), −b^−_{ii} (t) = min { 0, b_{ii}(t) } . (10)

228 M. N. ˚KOVLEV Togda operator L, stoØwiæ v levoæ qasti sistemy uravneniæ (8) s kraevymi usloviØmi (9), obratim i obratnyæ operator L^{−1} ¿ 0 kak operator v prostranstve vektor-funkciæ C_n([0, 1]). Zdes~ oblast~ opredeleniØ D(L) = { u(t) ∈ C^{(2)}_n ([0, 1]), u(t) udovletvorØet kraevym usloviØm (9) } . Dokazatel~stvo. Primenim lemmu 2, poloßiv A =^{Li^{}n}_{i=1}, B

opredelØetsØ matriceæ b^−_{11}(t), −b_{12}(t) , . . . , −b_{1n}(t) −b_{21}(t), b^−_{22}(t) , . . . , −b_{2n}(t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . −b_{n1}(t), −b_{n2}(t) , . . . , b^−_{nn}(t) i ispol~zuem ocenku dlØ normy integral~nogo operatora iz C_n([0, 1]) v C_n([0, 1]).

Teorema 2. Pust~ fi(t, u1, . . . , un) (i = 1, . . . , n) funkcii, oprede-

lennye pri 0 6 t 6 1, −∞ < u_i < +∞ (i = 1, . . . , n) i dvaßdy nepreryvno differenciruemye po u_i pri 0 6 u_i < +∞. Pust~ f_i(t, 0, . . . , 0) 6 0, ∂f_i ∂u_j (t, u_1, . . . , u_n) 6 0 pri i ≠ j, 0 6 t 6 1, 0 6 u_i < +∞.

Pust~, dalee, pri 0 6 t 6 1, 0 6 u_i < +∞ (i = 1, . . . , n) max 06t61 1∫ 0 K_i(t, s) [( ∂f_i ∂u_i (s, u_1, . . . , u_n) )_− −

− w∑ j=1 j≠1 ∂f_i ∂u_j (s, u_1, . . . , u_n) ] ds 6 Δ < 1. (11)

Zdes~ K_i(t, s) funkcii Grina operatorov M_iu = −u^{′′}, α_iu(0) − β_iu^′(1) = 0, γ_iu(1) + δ_iu^′(1) = 0. Togda kraevaØ zadaqa

−u^{′′}_i + f_i(t, u_1, . . . , u_n) = 0 (i = 1, . . . , n), 0 6 t 6 1, (12)

α_iu_i(0) − β_iu^′_i(0) = 0, γ_iu_i(1) + δ_iu^′_i(1) = 0 (i = 1, . . . , n) (13) imeet i pritom edinstvennoe neotricatel~noe rexenie u_i(t) ¿ 0 (i = 1, . . . , n). DlØ dokazatel~stva teoremy 2 nam potrebuetsØ sledu¸waØ lemma.

RAZREXIMOST^ NELINE`NYH URAVNENI` 229

Lemma 4. Ime¸t mesto neravenstva

g_i(t, s) 6 K_i(t, s) pri 0 6 t, s 6 1.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim kraevye zadaqi

−u^{′′} + b^+_{ii}(t)u = f(t) ¿ 0 i − w^{′′} = f(t) ¿ 0 pri kraevyh usloviØh α_iu(0) − β_iu^′(0) = 0, γ_iu(1) + δ_iu^′(1) = 0, α_iw(0) − β_iw^′(0) = 0, γ_iw(1) + δ_iw^′(1) = 0.

Togda −(w − u)^{′′} + b^+_{ii}(t)(w − u) = b^+_{ii} w ¿ 0, α_i(w − u)(0) − β_i(w − u)^′(0) = γ, (w − u)(1) + δ_i(w − u)(1) = 0, i znaqit w(t) − u(t) ¿ 0.

Dokazatel~stvo teoremy 2. Primenim teoremu 1, poloßiv X =

C_n([0, 1]) = Y , T u = −u^{′′}, D(T ) = { u(t) ∈ C^{(2)}_n ([0, 1]), α_iu_i(0) − β_iu^′_i(0) = 0 = γ_iu_i(1) + δ_iu^′_i(1) } , F (u) = { f_i(t, u_1, . . . , u_n) }_n i=1, K = { u(t) ∈ C_n([0, 1]), u_i(t) ¿ 0, 0 6 t 6 1, i = 1, . . . , n } . V silu lemmy 2 −[T + F^′(u)]^{−1} F (0) ¿ 0 i

‖ [T + F^′(u)]^{−1}‖ 6 1 1 − Δ max 16i6n^{max}06t61 1∫ 0 K_i(t, s)ds. V silu teoremy 1 suwestvuet rexenie u(t) ¿ 0. Raznost~ dvuh vozmoßnyh neotricatel~nyh rexeniæ v(t) i w(t) z(t) = v(t) − w(t) udovletvorØet lineænoæ sisteme −z^{′′}_i + 1∫ 0 n∑ j=1 ∂f_i ∂u_j (t, v_1 + s(w_1 − v_1), . . . , v_n + s(w_n − v_n))dsz_j = 0,

230 M. N. ˚KOVLEV α_i z_i(0) − β_iz^′_i(0) = 0, γ_i z_i(1) + δ_iz^′(1) = 0,

i v silu lemmy 3 z(t) ≡ 0. Edinstvennost~ takße dokazana v silu neravenstva (11).

Yakovlev M. N. Solvability of nonlinear equations in a cone of a Banach space.

The solvability conditions for the equation T u + F (u) = 0 are found in the case where the operator [T + F^′(u)]^{−1} exists only for u ∈ K, where K is a cone in the Banach space X. An application concerning the solvability of boundary-value problems for a system of second-order differential equations is provided.

Postupilo 15 fevralØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN