Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 248, 1998 g.

M. N. ˚kovlev TEOREMA O SHODIMOSTI METODA N^ıTONA

Pust~ P (x) operator, deæstvu¸wiæ iz prostranstva Banaha X v prostranstvo Banaha Y . V izvestnyh teoremah, sm., naprimer, [1], o shodimosti metoda N~¸tona rexeniØ operatornogo uravneniØ P (x) = 0

predpolagaetsØ suwestvovanie proizvodnoæ Frexe P^′(x) operatora P (x), kotoraØ, po opredeleni¸, ØvlØetsØ pri kaßdom x lineænym ograniqennym operatorom (P^′(x) ∈ L(X, Y )). �to zastavlØet pri rassmotrenii, naprimer, differencial~nyh uravneniæ vvodit~ metriku, v kotoroæ operator P (x) ØvlØetsØ nepreryvnym operatorom. PrivodimaØ niße teorema pozvolØet izbeßat~ fftogo usloßneniØ. Krome togo, klass operatorov, rassmatrivaemyh v nißeprivedennoæ teoreme, soderßit vse operatory, dlØ kotoryh operator P^′(x), udovletvorØet lix~ lokal~nomu uslovi¸ Gel~dera s nekotorym pokazatelem s (0 < s 6 1).

Rassmotrim uravnenie

T x + F (x) = 0, (1)

gde F (x) – operator iz banahova prostranstva X v banahovo prostranstvo Y . Predpoloßim, qto operator F (x) nepreryvno differenciruem po Frexe v nekotorom xare S(x_0, r) ⊂ X radiusa r. Pust~ T – additivnyæ i odnorodnyæ operator s oblast~¸ opredeleniØ D(T ) ⊂ X i oblast~¸ znaqeniæ R(T ) ⊂ Y . Pust~ x_0 ∈ D(T ).

Teorema. Pust~ vypolneny usloviØ.

1. Suwestvuet lineænyæ (opredelennyæ na vsem Y ) operator [T + F^′_x(x)]^{−1} dlØ vseh x ∈ S(x_0, r) ∩ D(T ).

2. DlØ x, z ∈ S(x_0, r) ∩ D(T ) verno neravenstvo ‖ ‖ [T + F^′_x(z)]^{−1}[F (z) − F (x) − F^′_x(x)(z − x)] ‖ ‖ 6 M^s‖x − z‖^{1+s}, 0 < s 6 1. (2) 242

TEOREMA O SHODIMOSTI METODA N^ıTONA 243 3. DlØ x ∈ S(x_0 , r) ∩ D(T ) verno neravenstvo ‖ ‖ [T + F^′_x(x)]^{−1}[T x_0 + F (x_0)] ‖ ‖ 6 k. (3)

4. q = kM < 1. (4) 5. r > r^′ = k ∑_{+∞} k=0 q^{(1+s)}

k_{−1}

. (5) Togda suwestvuet rexenie x^∗ uravneniØ (1), prinadleßawee S(x_0, r^′) ∩ D(T ) k kotoromu shoditsØ iteracionnyæ process x_{n+1} = x_n − [T + F^′_x(x_n)]^{−1}[T x_n + F (x_n)], n = 0, 1, . . . , priqem ‖x_n − x^∗‖ 6 kq^{(1+s)} n_{−1}

1 − q^{s(1+s)}n

(n = 0, 1, . . .). (6)

Dokazatel~stvo. Poloßim

Γ(x) ≡ [T + F^′_x(x)]^{−1}, Γ_n ≡ Γ(x_n), P (x) ≡ T x + F (x), P_n ≡ P (x_n). Pokaßem snaqala, qto x_n ∈ S(x_0, r^′) ∩ D(T ). Imeem ‖x_1 − x_0‖ = ‖Γ_0 P_0‖ 6 k < r^′.

Dalee

Γ_1P_1 = Γ_1P_1 − Γ_1[T (x_1 − x_0) + F^′_x(x_0)(x_1 − x_0) + T x_0 + F (x_0)] = = Γ_1[T x_1 + F (x_1) − T (x_1 − x_0) − F^′_x(x_0)(x_1 − x_0) − T x_0 − F (x_0)] = = Γ_1[F (x_1) − F (x_0) − F^′_x(x_0)(x_1 − x_0)] i sledovatel~no ‖Γ_1P_1‖ 6 M^s‖x_1 − x_0‖^{1+s}.

Dal~neæxie rassußdeniØ provodim metodom polnoæ matematiqeskoæ indukcii.

Pust~ uße dokazano, qto x_n ∈ S(x_0, r^′) ∩ D(T ) i qto spravedlivy ocenki ‖x_n − x_{n−1}‖ 6 kq^{(1+s)} n�1_{−1} (7)

244 M. N. ˚KOVLEV ‖Γ_nP_n‖ 6 M^s‖x_n − x_{n−1}‖^{1+s}. (8) Pokaßem, qto togda ‖x_{n+1} − x_n‖ 6 kq^{(1+s)}

n_{−1}

, (9) otkuda x_{n+1} ∈ S(x_0, r^′) ∩ D(T ) (10) i qto ‖Γ_{n+1} P_{n+1}‖ 6 M^s‖x_{n+1} − x_n‖^{1+s}.

Deæstvitel~no iz (7) i (8)

‖x_{n+1} − x_n‖ = ‖Γ_nP_n‖ 6 M^s‖x_n − x_{n−1}‖^{1+s} 6 kq^{(1+s)}

n_{−1} . Formula (9) dokazana. Dalee imeem T x_n + F (x_n) + [T + F^′_x(x_n)](x_{n+1} − x_n) = 0.

�to pozvolØet ocenit~ ‖Γ_{n+1}P_{n+1}‖:

Γ_{n+1}P_{n+1} = Γ_{n+1}P_{n+1} − Γ_{n+1} [ P_n + [T + F^′_x(x_n)](x_{n+1} − x_1) ] = = Γ_{n+1} [ F (x_{n+1}) − F (x_n) − F^′_x(x_n)(x_{n+1} − x_n) ] , sledovatel~no ‖Γ_{n+1}P_{n+1}‖ 6 M^s‖x_{n+1} − x_n‖^{1+s} i neravenstvo (10) takße dokazano.

Teper~ ustanovim fundamental~nost~ posledovatel~nosti {x_n}. Iz neravenstva treugol~nika i ocenok (9) imeem ‖x_{n+p} − x_n‖ 6 k n+p−1 ∑ k=n q^{(1+s)}

k_{−1}

. (11)

Ots¸da x_n → x^∗ ∈ S(x_0, r^′). Imeem x_{n+1} = Γ_n [ F^′_x(x_n)x_n−F (x_n) ] = Γ_n [ F^′_x(x_n)x_n−F (x_n)−F^′_x(x^∗)x^∗+F (x^∗) ] + [ Γ_n − Γ(x^∗) ][ F^′_x(x^∗)x^∗ − F (x^∗) ] + Γ(x^∗) [ F^′_x(x^∗)x^∗ − F (x^∗) ] . (12)

TEOREMA O SHODIMOSTI METODA N^ıTONA 245 Dalee ‖Γ_n‖ 6 ‖Γ_n − Γ(x^∗)‖ + ‖Γ(x^∗)‖ 6 6 ‖Γn‖ ‖F^′(xn) − F^′(x^∗)‖ ‖Γ(x^∗)‖ + ‖Γ(x^∗)‖. Ots¸da, v silu nepreryvnoæ differenciruemosti operatora F (x) v xare S(x_0, r), pri dostatoqno bol~xih n ‖Γ_n‖6‖Γ(x^∗)‖/1 − ‖Γ(x^∗)‖ ‖F^′(x_n) − F^′(x^∗)‖ < 2‖Γ(x^∗)‖, ‖Γ(x^∗) − Γ_n‖ 6 ‖Γ_n‖ ‖F^′(x^∗) − F^′(x_n)‖ ‖Γ(x^∗)‖ 6

6 2‖Γ(x^∗)‖^2 ‖F^′(xn) − F^′(x^∗)‖.

Ots¸da ‖Γ(x^∗) − Γ_n‖ → 0 pri n → ∞.

Takim obrazom pravaØ qast~ sootnoxeniØ (12) stremitsØ pri n → ∞ k vyraßeni¸

Γ(x^∗) [ F^′(x^∗)x^∗ − F (x^∗) ] . Ots¸da, v qastnosti, sleduet, qto x^∗ ∈ D(T ) i [ T + F^′_x(x^∗) ] x^∗ = T x^∗ + F^′_x(x^∗)x^∗ = F^′_x(x^∗)x^∗ − F (x^∗), t.e.

T x^∗ + F (x^∗) = 0.

PerehodØ k predelu pri p → ∞ v ocenke (11), poluqim ‖x_n − x^∗‖ 6 k ∞∑ k=n q^{(1+s)}

k_{−1} 6 kq^{(1+s)} n_{−1}

1 − q^{s(1+s)}n , poskol~ku (1 + s)^k − 1 ¿ ks pri s > −1.

Sledstvie. Pust~ vypolneny usloviØ.

1. Suwestvuet lineænyæ (opredelennyæ na vsem Y ) operator [T + F^′_x(x)]^{−1} dlØ vseh x ∈ S(x_0 , r) ∩ D(T ).

2. DlØ z, v, w ∈ S(x_0, r) ∩ D(T ) verno neravenstvo ‖[T + F^′_x(z)]^{−1}[F^′_x(v) − F^′_x(w)]‖ 6 L‖v − w‖^s (0 < s 6 1). (13)

246 M. N. ˚KOVLEV

3. DlØ x ∈ S(x_0, r) ∩ D(T ) verno neravenstvo

‖[T + F^′_x(x)]^{−1}[T x_0 + F (x_0)]‖ 6 k.

4. q = k (_L 1+s )_{1/s} < 1.

5. Verno neravenstvo (5) Togda verny vse zakl¸qeniØ teoremy.

Dokazatel~stvo. Imeem v silu neravenstva (13)

‖[T + F^′_x(z)]^{−1}[F (z) − F (x) − F^′_x(x)(z − x)]‖ = ‖ ‖ ‖ 1∫ 0 [ T +F^′_x(z) ]_{−1}[ F^′_x(x+t(z −x))−F^′_x (x) ] (z −x)dt ‖ ‖ ‖ 6^L_{1 + s} ‖z −x‖^{1+s}.

Pofftomu moßno poloßit~

M^s = L 1 + s . OstaetsØ primenit~ teoremu.

Zameqanie. Esli pri l¸byh x ∈ X imeet mesto T x = 0, t.e.

T ≡ 0 i suwestvuet vtoraØ proizvodnaØ F^{′′}(x), ograniqennaØ v xare S(x_0, r), qto vleqet vypolnenie neravenstva (13) s s = 1, to my poluqaem teoremu, dokazannu¸ I. P. Mysovskih [2].

Literatura

1. V. A. Trenogin, Funkcional~nyæ analiz. M. (1993).

2. I. P. Mysovskih, O shodimosti metoda L. V. Kantoroviqa dlØ rexeniØ nelineænyh funkcional~nyh uravneniæ i ego priloßeniØ. — Vestn. LGU 11 (1953), 25–48.

Yakovlev M. N. A convergence theorem for the Newton method. The convergence of the Newton method is established dor equations of the form T x + F (x) = 0, where T is an unbounded operator, and the Fréchet derivative F^′(u) of the operator F (u) satisfies Hölder’s condition.

Postupilo 3 noØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN