M. I. Belixev O EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ MLADXIH QLENOV VOLNOVOGO URAVNENI˚ PO DINAMIQESKIM GRANIQNYM DANNYM

PosvØwaetsØ ¸bile¸ Ol~gi Aleksandrovny Ladyßenskoæ

0. Vvedenie

V rabote obsußdaetsØ vozmoßnost~ vosstanovleniØ mladxih qlenov volnovogo uravneniØ vnutri oblasti po dinamiqeskim nabl¸deniØm na ee granice. Osobennost~ rassmatrivaemogo sluqaØ sostoit v sledu¸wem: ffvol¸ciØ izuqaemyh dinamiqeskih sistem s graniqnym upravleniem opredelØetsØ nesamosoprØßennym operatorom. My predprinimaem popytku rasprostranit~ na takie sistemy nax podhod – t.n. BC-metod,^{∗)} osnovannyæ na svØzØh obratnyh zadaq s teorieæ graniqnogo upravleniØ (sm. [1, 5–9]).

V ograniqennoæ oblasti Ω ⊂ R^n, ∂Ω = Γ rassmotrim sistemu

u_{tt} − Δu − ⟨ b, ∇u ⟩ = 0 v Ω × (0, T ); (0.1) u | |_{t=0} = u_t | |_{t=0} = 0; (0.2) u | |_{Γ×[0,T ]} = f, (0.3)

s gladkim vektornym polem b = {b^1, . . . , b^n}; pust~ u = u^f (x, t) est~ rexenie. Operator R^T : f →^{∂uf}_{∂ν} | |_{Γ×[0,T ]} (ν – normal~) igraet

rol~ dannyh obratnoæ zadaqi.

My pokazyvaem, qto pole b odnoznaqno vosstanavlivaetsØ po operatoru R^{2T} v prigraniqnom sloe Ω^ξ = {x ∈ Ω | dist(x, Γ) < ξ}, tolwina kotorogo ξ = ξ(T ) < T opredelØetsØ geometrieæ Ω. �tot sloæ soderßitsØ v t.n. zone Bardosa, opisyvaemoæ v rabote. Rexa¸wu¸ rol~ v vosstanovlenii igraet ustanovlennoe K. Bardosom v 1994 svoæstvo lokal~noæ graniqnoæ upravlØemosti dinamiqeskoæ sistemy (0.1)–(0.3) (sm. [3, 4]).

�)ot “Boundary Control.” 55

56 M. I. BELIXEV

Posledniæ iz izvestnyh nam rezul~tatov po vosstanovleni¸ mladxih qlenov prinadleßit S. Nakamura [17]. V qasti, kasa- ¸weæsØ uravneniæ, ne soderßawih qlena s u_t my perekryvaem fftot rezul~tat: vremØ nabl¸deniØ, nußnoe nam dlØ vosstanovleniØ, suwestvenno men~xe ispol~zovannogo v [17] (sm. takße [12, 13]).

Rabota ØvlØetsØ xagom na puti obobweniØ odnomernogo varianta podhoda [1] na mnogomernye nesamosoprØßennye zadaqi. Sleduet zametit~, qto po stepeni zaverxennosti naxi rezul~- taty ewe daleki ot svoih odnomernyh analogov.

Rezul~taty raboty anonsirovalis~ v [7].

S l¸bov~¸ i velikim uvaßeniem avtor posvØwaet fftu rabotu ¸bile¸ Ol~gi Aleksandrovny Ladyßenskoæ.

1. GeometriØ

V fftom razdele privodØtsØ neobhodimye svedeniØ iz geometrii. VvodØtsØ podoblasti (zony Bardosa), v kotoryh budet rexat~sØ obratnaØ zadaqa.

1.1. �ækonal i cut locus. Pust~ Ω ⊂ R^n est~ ograniqennaØ

oblast~ s gladkoæ (klassa C^∞) graniceæ Γ. FunkciØ τ : Ω → R_+,

τ (x) := dist(x, Γ) nazyvaetsØ ffækonalom.

Pust~ ℓ_γ est~ prØmoæ luq, vyhodØwiæ iz toqki γ ∈ Γ vnutr~ Ω po normali k granice; ℓ_γ [0, s] – segment luqa dliny s ¿ 0; x(γ, s) – dal~niæ (ot Γ) konec fftogo segmenta. Qislo s_∗ = s_∗(γ) > 0 nazyvaetsØ kritiqeskoæ dlinoæ, esli τ (x(γ, s)) = s pri s 6 s_∗ i

τ (x(γ, s)) < s pri s > s_∗. Inymi slovami, segment ℓ_γ [0, s] minimi-

ziruet rasstoØnie ot x(γ, s) do Γ tol~ko pri s 6 s_∗.

Toqka x_∗(γ) := x(γ, s_∗ (γ)) nazyvaetsØ toqkoæ razdela luqa ℓ_γ . Mnoßestvo ω = ⋃ γ∈Γ x_∗(γ) nazyvaetsØ mnoßestvom razdela cut locus) oblasti Ω otnositel~- no ee kraØ Γ (sm. [10, 11]). �to zamknutoe mnoßestvo nulevoæ mery:

ω = ω; mes ω = 0; dist(ω, Γ) > 0. (1.1)

V Ω rassmotrim rasxirØ¸weesØ semeæstvo podoblasteæ (slo- ev) Ω^ξ := { x ∈ Ω | | τ (x) < ξ}, ξ > 0.

O EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ 57

Oni isqerpyva¸t oblast~; veliqinu

T_∗ := inf { ξ > 0 | | Ω^ξ ⊃ Ω}

nazovem vremenem zapolneniØ.

Sloi Ω^ξ ograniqeny poverhnostØmi urovnØ ffæeonala

Γ^ξ := { x ∈ Ω | τ (x) = ξ } , ξ ¿ 0. (Γ^0 = Γ), ffkvidistantnymi granice. Qasti Γ^ξ \ ω ØvlØ¸tsØ glad-

kimi (n − 1)-mernymi poverhnostØmi; na ω tipiqna poterØ gladkosti. Sam ffækonal moßet byt~ negladkim tol~ko na ω.

1.2. Polugeodeziqeskie koordinaty. Toqke x ∈ Ω \ ω sopo-

stavim (edinstvennu¸) blißaæxu¸ toqku granicy γ(x) ∈ Γ :

dist(x, γ(x)) = τ (x); paru (γ(x), τ (x)) nazovem polugeodeziqeskimi koordinatami (p.-g.k.) toqki x (sm. [11]).

Fiksiruem x_0 ∈ Ω \ ω; pust~ γ(x_0) = γ_0, τ (x_0) = τ_0. V okrestnosti toqki γ_0 ∈ Γ vyberem sistemu lokal~nyh koordinat γ^μ : Γ → R, μ = 1, . . . , n−1. Nabor funkciæ γ^1 ∘γ(·), . . . , γ^{n−1} ∘γ(·), τ (·) obrazuet koordinatnu¸ sistemu v nekotoroæ okrestnosti toqki x_0.

�lementy evklidovyh dliny i ob¨ema v p.-g.k. ime¸t izvestnyæ vid:

ds^2 = g_{μν} dγ^μ dγ^ν + (dτ )^2; dx = β dΓ dτ, (1.2)

gde dΓ – evklidova mera na Γ; β = β(γ, τ ) := [ det{g_{μν}(γ, τ )} det{g_{μν}(γ, 0)} ]_{1/2}

est~ Økobian perehoda ot dekartovyh koordinat k p.-g.k.

1.3. Vykroæka. S polugeodeziqeskimi koordinatami svØßem

otobraßenie i : Ω \ ω → Γ × [0, T_∗], i(x) := (γ(x), τ (x)), ØvlØ¸- weesØ biekcieæ na svoæ obraz. Mnoßestvo Θ := i(Ω \ ω) nazovem vykroækoæ oblasti Ω (sm. [6]). �to qast~ cilindra Γ × {τ ¿ 0}, ograniqennaØ sverhu “beregom” θ := ⋃ γ∈Γ (γ, s_∗(γ)) – grafikom kri-

tiqeskoæ dliny s_∗( · ).

1.4. IzobraßeniØ. Oboznaqim Σ := Γ × [0, T∗]; pust~ x(γ, τ ) est~

toqka v Ω \ ω, ime¸waØ dannye p.-g.k.; y( · ) – funkciØ na Ω. Funkci¸ ~y, zadannu¸ na Σ pravilom ~y(γ, τ ) := { β^{1/2}(γ, τ )y(x(γ, τ )), (γ, τ ) ∈ Θ; 0 , (γ, τ ) ∈ Σ \ Θ,

58 M. I. BELIXEV

nazovem izobraßeniem funkcii y.

Rassmotrim (vewestvennye) gil~bertovy prostranstva H :=

L_2(Ω), F := L_2(Σ) i podprostranstvo F_Θ := {f ∈ F | supp f ⊂ Θ},

sostoØwee iz funkciæ, lokalizovannyh na vykroæke. Operator

I : H → F, Iy := ~y, korrektno opredelennyæ v silu (1.1), nazovem operatorom izobraßeniØ. Pereqislim ego svoæstva (sm. [9]):

(i) operator I izometriqen; vypolneny sootnoxeniØ

(Iy, Iv)_F = (y, v)_H ; Ran I = F_Θ; I^∗ I = 1I_H; I I^∗ = X_Θ,

gde X_Θ est~ proektor v F na F_Θ, sreza¸wiæ funkcii na vykroæ- ku; (ii) soprØßennyæ operator I^∗ : F → H deæstvuet po pravilu

(I^∗ f)(x) = β^{−1/2} ( γ(x), τ (x) ) f ( γ(x), τ (x) ) , x ∈ Ω \ ω; (1.3)

on annuliruet funkcii f ∈ F ⊖ F_Θ, lokalizovannye vne vykroæ- ki. 1.5. Zony Bardosa. Fiksiruem T > 0 i vydelim v Ω prile-

ga¸wu¸ k granice zonu B^T , opredelØemu¸ sledu¸wim obrazom. Pust~ x ∈ Ω, ℓ_{x,α} est~ luq, ishodØwiæ iz x v napravlenii

α ∈ S^{n−1}; τ_{x,α} – vremØ, za kotoroe toqka, dvißuwaØsØ vdol~ luqa

s ediniqnoæ skorost~¸, dostigaet granicy Γ; τ̌_{x,α} est~ naimen~- xee iz dvuh vremen τ_{x,α} i τ_{x,−α}. Mnoßestvo

B^T := { x ∈ Ω | | sup α τ̌_{x,α} < T }

vvedeno Klodom Bardosom v [3]; ono igraet vaßnu¸ rol~ v posledu¸wih rassmotreniØh.

Zony B^T rasxirØ¸tsØ s rostom T , isqerpyvaØ Ω; pri dostatoqno bol~xih T oni soderßat prigraniqnye sloi Ω^ξ (ξ < T ). Esli oblast~ Ω vypukla, to poslednee imeet mesto pri l¸bom T > 0. Zony B^T moßno vvesti dlØ proizvol~nogo rimanova mnogoobraziØ s kraem, odnako v obwem sluqae oni mogut okazat~sØ pustymi ili ne isqerpyvat~ ego. PrepØtstviem k ih rasxireni¸ slußat zamknutye geodeziqeskie, otdelØ¸wie kraæ ot ostal~noæ qasti mnogoobraziØ.

O EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ 59

2. Dinamika

RassmatrivaetsØ dinamiqeskaØ sistema (0.1)–(0.3). OpisyvaetsØ svoæstvo upravlØemosti sistemy, igra¸wee kl¸qevu¸ rol~ pri rexenii obratnoæ zadaqi.

2.1. Naqal~no-kraevaØ zadaqa. Pust~ b = {b^1, . . . , b^n}, b^k( · ) ∈

C^∞(Ω) est~ vektornoe pole v Ω; rassmotrim zadaqu

u_{tt} − Δu − ⟨ b, ∇u ⟩ = 0 v Q^T ; (2.1) u | t=0 = u_t | t=0 = 0; (2.2) u | |_{ΣT} = f, (2.3)

v kotoroæ Q^T := Ω × (0, T ); Σ^T := Γ × [0, T ]; f – graniqnoe upravlenie; u = u^f (x, t) – rexenie (volna). Pereqislim izvestnye svoæstva rexeniØ (ih moßno izvleq~ iz rabot [14–16]):

(i) pust~

M^T := { f ∈ C^∞(Σ^T ) | ( ∂ ∂t )_j f | t=0= 0, j = 0, 1, . . . }

est~ lineal gladkih upravleniæ; pri f ∈ M^T zadaqa (2.1)–(2.3) imeet edinstvennoe klassiqeskoe rexenie u^f ∈ C^∞(Q^T );

(ii) otobraßenie f → u^f nepreryvno iz L_2(Σ^T ) v C([0, T ]; L_2(Ω)),

qto pozvolØet opredelit~ obobwennoe rexenie dlØ f ∈ L_2(Σ^T );

(iii) opredelennoe na M^T otobraßenie f →^{∂uf}_{∂ν} | |_{ΣT} (ν – vnexnØØ

normal~ k Γ) nepreryvno iz H^1(Σ^T ) v L_2(Σ^T ) (H^α(. . . ) – sobolevskiæ klassy).

2.2. DinamiqeskaØ sistemy. Rassmotrim zadaqu (2.1)–(2.3)

kak dinamiqesku¸ sistemu (niße eæ pripisyvaetsØ simvol “α^T ”), sopostavlØØ eæ standartnye atributy teorii upravleniØ – prostranstva i operatory.

(i) Prostranstvo upravleniæ (vhodov) F^T := L_2(Σ^T ) nazyvaetsØ vnexnim prostranstvom sistemy α^T . V nem vydeleno semeæstvo rasxirØ¸wihsØ podprostranstv F^{T,ξ} := { f ∈ F^T | | supp f ⊂ Γ × [T − ξ, T ]}, 0 6 ξ 6 T, obrazovannyh zapazdyva¸wimi upravleniØmi (ξ – dlitel~nost~ deæstviØ upravleniØ iz F^{T,ξ}).

60 M. I. BELIXEV

Proektory X^{T,ξ} v F^T na F^{T,ξ} deæstvu¸t kak srezki: ( X^{T,ξ} f ) ( · , t) = θ ( t − (T − ξ) ) ( · , t), 0 6 t 6 T ;

(θ(. . . ) – funkciØ Hevisaæda). Vnexnee prostranstvo soderßit gladkiæ lineal M^T .

(ii) Prostranstvo H = L_2(Ω) nazyvaetsØ vnutrennim; volny

(sostoØniØ) u^f ( · , t) sut~ ego fflementy (sm. p. 2.1, (ii)). V H vydeleno semeæstvo podprostranstv

H^ξ := { y ∈ H | | supp y ∈ Ω^ξ }, 0 6 ξ 6 T.

Proektory G^ξ v H na H^ξ sreza¸t funkcii na Ω^ξ: (G^ξ y)(x) = θ(ξ − τ (x)) y(x), x ∈ Ω. (iii) Sootvetstvie “vhod−→sostoØnie” v sisteme α^T realizu-

etsØ operatorom upravleniØ W^T : F^T → H,

W^T f := u^f ( · , T ),

nepreryvnym po svoæstvu (ii), p. 2.1.

Nezavisimost~ kofffficientov volnovogo uravneniØ (2.1) ot vremeni privodit k svoæstvu stacionarnosti sistemy. Pust~

W^T i W^T

0 sut~ operatory upravleniØ sistem α^T i α^T 0, T < T^′; vvedem operator zapazdyvaniØ T^{T,T} 0 : F^T → F^T 0, ( T^{T,T} 0 f ) ( · , t) = { 0, 0 6 t < T − T^′; f( · , t − (T^′ − T )), T^′ − T 6 t 6 T^′, i otmetim, qto soprØßennyæ k nemu deæstvuet po pravilu ( (T^{T,T} 0 )^∗ f ) ( · , t) = ( · , t + (T^′ − T ) ) , 0 6 t 6 T. (2.4)

Sootnoxenie stacionarnosti imeet vid:

W^T = W^T 0 T^{T,T} 0 . (2.5)

Giperboliqnost~ zadaqi (2.1)–(2.3) vleqet koneqnost~ skorosti voln: supp u^f ( · , ξ) ⊂ Ω^ξ. V silu stacionarnosti sistemy ime- em W^T F^{T,ξ} ⊂ H^ξ , 0 6 ξ 6 T. (2.6)

(iv) Sootvetstvie “vhod−→vyhod” osuwestvlØetsØ operatorom

reakcii R^T : F^T → F^T ,

Dom R^T = { f ∈ H^1(Σ^T ) | f |_{t=0}= 0 } ,

O EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ 61

R^T f := ∂u^f ∂ν | | | |_{ΣT} , korrektno opredelennym po svoæstvu (iii), p. 2.1. Stacionarnost~ sistemy privodit k sootnoxeni¸

R^T = ( T^{T,T} 0)∗ R^T 0 T^{T,T} 0 (2.7)

(T < T^′), legko sledu¸wemu iz (2.5).

(v) Operator L : H → H, Dom L = H^2(Ω), L := Δ + ⟨ b, ∇ ⟩ opredlelØet ffvol¸ci¸ sistemy α^T . V silu stacionarnosti volnovoe uravnenie (2.1) ffkvivalentno spleteni¸ W^T ∂^2 ∂t^2 = L W^T na M^T . (2.8)

Operator L nesamosoprØßen.

2.3. PriblißennaØ upravlØemost~. Mnoßestvo

U^ξ := W^T F^{T,ξ} = { u^f ( · , ξ) | f ∈ F^T } nazyvaetsØ dostißimym k momentu t = ξ. Semeæstvo U^ξ, 0 6 ξ 6 T , oqevidno, rasxirØetsØ s rostom ξ, priqem U^ξ ⊂ H^ξ (sm. (2.6)). Central~nym dlØ BC-metoda svoæstvom dostißimyh mnoßestv okazyvaetsØ ih plotnost~:

clos U^ξ = H^ξ, 0 6 ξ 6 T. (2.9)

Kak i v samosoprØßennom sluqae (s L = Δ) ono ustanavlivaetsØ s ispol~zovaniem fundamental~noæ teoremy edinstvennosti Hol~mgrena–`ona–Tataru (sm. [18]). Vyvod (2.9) po sheme D. Rassella, privedennyæ v [8] bez izmeneniæ perenositsØ na sluqaæ L = Δ + ⟨ b, ∇ ⟩.

O svoæstve (2.9) v teorii upravleniØ govorØt, kak o priblißennoæ upravlØemosti sistemy α^T . ImeetsØ vvidu, qto l¸baØ zadannaØ funkciØ y ∈ H^ξ moßet byt~ skol~ ugodno toqno (v metrike H) approksimirovana volnoæ u^f ( · , ξ) za sqet podbora graniqnogo upravleniØ f.

62 M. I. BELIXEV

Iz svoæstva (2.9) sleduet suwestvovanie t.n. volnovyh bazisov, toqnee, polnyh sistem voln. Fiksiruem ξ ∈ (0, T ]; pust~ {f^ξ_j }, j = 1, 2, . . . est~ sistema upravleniæ, polnaØ v F^{T,ξ}:

clos Lin {f^ξ_j } = F^{T,ξ}

(Lin – lineænaØ oboloqka); togda po (2.9) imeem:

clos Lin {u^{f ξj} ( · , T )} = H^ξ . (2.10)

Vo vnutrennem prostranstve sistemy deæstvu¸t volnovye proektory P^ξ, proektiru¸wie v clos U^T na clos U^ξ. Ravenstvo

P^ξ = G^ξ, 0 6 ξ 6 T (2.11)

ØvlØetsØ poleznoæ formoæ zapisi sootnoxeniØ (2.9).

2.4. Lokal~naØ toqnaØ upravlØemost~. Vaßnoæ osobennost~¸

sistemy α^T ØvlØetsØ ee toqnaØ upravlØemost~ za dostatoqno bol~xoe vremØ:

U^T = H^T , T > T_0;

gde T_0 opredelØetsØ geometrieæ oblasti (sm. [4]). S drugoæ storony, buduqi priblißenno upravlØemoæ pri vseh vremenah (sm. (2.9)), sistema zavedomo ne ØvlØetsØ toqno upravlØemoæ pri malyh vremenah: U^T ≠ H^T , T < T_∗ (sm. [2]). V svete skazannogo interesen i vaßen sledu¸wiæ promeßutoqnyæ rezul~tat, utoqnØ¸wiæ harakter upravlØemosti sistem vida (2.1)–(2.3).

Pust~ D est~ kompakt v Ω; qerez U^T_D oboznaqim mnoßestvo sußeniæ u^f ( · , T ) | |_D.

Teorema 1 (K. Bardos, 1994). DlØ l¸byh T > 0 i D ⊂ B^T spra-

vedlivo sootnoxenie U^T | |_D = L_2(D). (2.12)

�tot rezul~tat (sm. [3]), obrazno govorØ, oznaqaet sledu¸wee. Esli menØt~ poloßenie malogo kompakta D v sloe Ω^T , zapolnennom volnami, to mnoßestvo “vyrezok” volny u^f ( · , T ) | D stanovitsØ bogaqe pri peremewenii D ot golovnoæ qasti voln (vblizi ih perednego fronta Γ^T ) nazad k hvostovoæ qasti (vblizi Γ).

O EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ 63

Sdelaem ogovorku. Sootnoxenie (2.12) ustanovleno v [3] (s ispol~zovaniem osnovnogo rezul~tata raboty [4]) dlØ volnovogo uravneniØ vida u_{tt} − ( ∂ ∂x^k a^{kℓ} ∂ ∂x^ℓ ) u = 0, Odnako, kak otmeqeno v [4], prisutstvie mladxih qlenov ne osloßnØet dokazatel~stv.

2.5. Dual~naØ sistema. Dual~noæ k α^T my nazyvaem dinamiqe-

sku¸ sistemu vida

u_{tt} − L_# v = 0 v Q^T ; (2.13) v | |_{t=0} = v_t | |_{t=0} = 0; (2.14) v | |_{ΣT} = g, (2.15)

s operatorom

L_# := Δ − ⟨ b, ∇ ⟩ − div b,

soprØßennym k L po Lagranßu. Rexenie zadaqi (2.13)–(2.15) oboznaqim qerez v^g = v^g (x, t); otveqa¸wie sisteme α^T_# operatory uslovimsØ snabßat~ indeksom: W^T_# , R^T_# i t.d. Vnexnee i vnutrennee prostranstva u sistem α^T i α^T_# obwie: F^T_# ≡ F^T ,

H_# ≡ H.

Dual~naØ sistema obladaet temi ße svoæstvami, qto i ishodnaØ: dlØ nee vypolneny vse sootnoxeniØ (2.5)–(2.12).

Operatory reakcii sistem α^T i α^T_# svØzany prostym sootnoxeniem. Vo vnexnem prostranstve vvedem operator Y^T :

F^T → F^T ,

(Y^T f)( · , t) := f( · , T − t), 0 6 t 6 T

i operator b_ν , umnoßa¸wiæ upravleniØ na funkci¸ b_ν = b_ν (γ) :=

⟨ b(γ), ν(γ) ⟩, γ ∈ Γ. IntegriruØ po qastØm v ravenstve 0 = ∫ Q^T dx dt [ u^f_{tt}(x, t) − (Lu^f )(x, t) ] v^g ( x, T − t ) , netrudno poluqit~ ravenstvo

R^T_# = Y^T (R^T )^∗ Y^T + b_ν, (2.16)

64 M. I. BELIXEV

spravedlivoe na Dom R^T_# = Dom R^T = {f ∈ H^1(Σ^T ) | f |_{t=0}= 0}; v nem (R^T )^∗ – soprØßennyæ k R^T v F^T .

Operator C^T : F^T → F^T ,

C^T := (W^T_# )^∗ W^T

nazyvaetsØ svØzyva¸wim. �tot termin motivirovan sootnoxeniem ( C^T f, g ) F^T = ( W^T f, W^T_# g ) H = ( u^f ( · , T ), v^g( · , T ) ) H, (2.17)

svØzyva¸wim metriki vnexnego i vnutrennego prostranstv. Fakt, vydviga¸wiæ C^T na peredniæ plan v naxem podhode sostoit v tom, qto svØzyva¸wiæ operator Øvno i prosto vyraßaetsØ qerez operator reakcii, igra¸wiæ rol~ dannyh v obratnoæ zadaqe. DlØ formulirovki rezul~tata vvedem:

(i) operator reakcii R^{2T} : F^{2T} → F^{2T} , otveqa¸wiæ sisteme

α^{2T} (zadaqe (2.1)–(2.3) s udvoennym vremenem);

(ii) operator neqetnogo prodolßeniØ S^T : F^T → F^{2T} ,

(S^T f)( · , t) := { f( · , t), 0 6 t < T ; −f( · , 2T − t), T 6 t 6 2T ; (iii) operator integrirovaniØ J^{2T} : F^{2T} → F^{2T} ,

(J^{2T} f)( · , t) := t∫ 0 dηf( · , η), 0 6 t 6 2T. Teorema 2. Pri l¸bom T > 0 spravedlivo predstavlenie

C^T f = 1 2 (S^T )^∗ R^{2T} J^{2T} S^T f, f ∈ H^1(Σ^T ). (2.18)

Sposob vyvoda (2.18) ne otliqaetsØ ot privedennogo v [1] dlØ odnomernogo sluqaØ. Predstavlenie (2.18) po forme to ße, qto i v samosoprØßennom sluqae (sm. [6, 8]); vozmoßnost~ prØmogo obobweniØ dlØ L_# ≠ L obnarußena S. A. Avdoninym.

Formula (2.18) predstavlØet (nepreryvnyæ) operator C^T lix~ na plotnom mnoßestve; iz-za neograniqennosti R^{2T} ona neverna dlØ proizvol~nyh f ∈ F^T . Tem ne menee, teorema 2 pozvolØet utverßdat~: svØzyva¸wiæ operator C^T odnoznaqno opredelØetsØ operatorom reakcii R^{2T} .

O EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ 65

2.6. Lemmy o linealah. Zaverxim razdel vspomogatel~nymi

rezul~tatami, neposredstvenno ispol~zuemymi v obratnoæ zadaqe. Oni vyvodØtsØ iz svoæstv upravlØemosti, opisannyh v p.p. 2.3, 2.4. Iz soobraßeniæ dal~neæxego udobstva my otnosim rassmotreniØ k dual~noæ, a ne ishodnoæ sisteme.

Fiksiruem ξ ∈ (0, T ) i vvedem podprostranstva F^{T,ξ}_⊥ := F^T ⊖ F^{T,ξ}; H^{T,ξ}_⊥ := H^T ⊖ H^{T,ξ}, sovpada¸wie s L_2(Γ × [0, T − ξ]) i L_2(Ω^T \ Ω^ξ) sootvetstvenno; razloßim podprostranstvo H^T v summu

H^T = H^ξ ⊕ H^{T,ξ}_⊥ . (2.19)

Lemma 1. Lineal (W^T_# )^∗ H^T ⊂ F^T raspadaetsØ v summu

(W^T_# )^∗ H^T = (W^T_# )^∗ H^ξ · + (W^T_# )^∗ H^{T,ξ}_⊥ . (2.20)

dvuh nepereseka¸wihsØ linealov, priqem podprostranstvo F^{T,ξ}_⊥ otdelØet slagaemye:

(W^T_# )^∗ H^ξ ∩ F^{T,ξ}_⊥ = {0}; (W^T_# )^∗ H^{T,ξ}_⊥ ⊂ F^{T,ξ}_⊥ . (2.21)

Dokazatel~stvo. Po izvestnomu operatornomu ravenstvu ime- em: Ker (W^T_# )^∗ = H ⊖ clos Ran W^T_# = (sm. (2.9) dlØ W^T_# ) = H ⊖ H^T ,

v silu qego (W^T_# )^∗ deæstvuet na podprostranstvo H^T in¨ektivno, perevodØ razloßenie (2.19) v (2.20).

DlØ l¸byh g ∈ F^{T,ξ} i y ∈ H^{T,ξ}_⊥ imeem ravenstva ( (W^T_# )^∗ y, g ) = ( y, W^T_# g)_H = (sm. (2.6) dlØ W^T_# ) = 0,

iz kotoryh sleduet vtoroe iz sootnoxeniæ (2.21).

Pust~ g ∈ (W^T_# )^∗ H^ξ ∩ F^{T,ξ}_⊥ ; v fftom sluqae g = (W^T_# )^∗y, y ∈ H^ξ i, v to ße vremØ, g ⊥ F^{T,ξ}. Pofftomu dlØ proizvo~nogo h ∈ F^{T,ξ} imeem:

0 = (g, h)_F T = ( (W^T_# )^∗ y, h ) F^T = (y, W T # h)_H,

otkuda zakl¸qaem, qto y = 0 v silu plotnosti W^T_# F^{T,ξ} v H^ξ (sm. (2.9)). Sledovatel~no, g = (W^T_# ) · 0 = 0. Lemma dokazana.

66 M. I. BELIXEV

Sledstvie. Kaßdyæ fflement h ∈ (W^T_# )^∗ H^T edinstvennym obra-

zom raskladyvaetsØ v summu

h = h_1 + h_2; h_1 ∈ (W^T_# )^∗ H^ξ , h_2 ∈ F^{T,ξ}_⊥ . (2.22)

Svoæstvo toqnoæ lokal~noæ upravlØemosti daet dopolnitel~- nu¸ informaci¸ o lineale (W^T_# )^∗ H^ξ, figuriru¸wem v razloßeniØh.

Lemma 2. Pust~ T i ξ ∈ (0, T ) takovy, qto imeet mesto vlo-

ßenie Ω^ξ ⊂ B^T ; pust~ {f^ξ_j }, j = 1, 2, . . . est~ sistema upravleniæ, polnaØ v F^{T,ξ}. Togda lineal (W^T_# )^∗ H^ξ zamknut v F^T i spravedlivo predstavlenie (W^T_# )^∗ H^ξ = clos Lin {C^T f^ξ_j }. (2.23)

Dokazatel~stvo. Soglasno teoreme 1 dlØ D = Ω^ξ imeem:

U^T_# | |_{Ω ξ} = G^ξ W^T_# F^T = sm. (2.12)) = H^ξ ,

t.e. operator G^ξ W^T_# imeet zamknutyæ obraz, sovpada¸wiæ s H^ξ . Pofftomu soprØßennyæ (W^T_# )^∗ G^ξ deæstvuet na H^ξ izomorfno, v silu qego obraz (W^T_# )^∗ H^ξ zamknut.

Oboloqka Lin {W^T f^ξ_j } plotna v H^ξ po (2.10); pofftomu mnoßestvo

(W^T_# )^∗ Lin {W^T f^ξ_j } = Lin {(W^T_# )^∗ W^T f^ξ_j } = Lin {C^T f^ξ_j }

plotno v lineale (W^T_# )^∗ H^ξ . Iz zamknutosti poslednego vytekaet (2.23). Lemma dokazana.

Razloßenie (2.22) sygraet central~nu¸ rol~ v obratnoæ zadaqe. Predstavlenie (2.23) dast vozmoßnost~, raspolagaØ svØzyva¸wim operatorom, vosstanovit~ v F^T lineal (W^T_# )^∗ H^ξ .

3. Amplitudnyæ integral OpisyvaetsØ operatornaØ konstrukciØ, rexa¸waØ obratnu¸ zadaqu.

Operatornye summy i integral. Napomnim, qto sreza¸wie

proektory X^{T,ξ} i G^ξ, deæstvu¸wie v F^T i H sootvetstvenno, vvedeny v p. 2.2, (i) i (ii).

O EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ 67

Vyberem razbienie Ξ := {ξ_j}, j = 0, 1, . . . , N : 0 = ξ_0 < ξ_1 < . . . <

ξ_N = T vremenn&ogo intervala [0, T ]; pust~ r(Ξ) := max(ξ_j − ξ_{j−1})

est~ ego rang. Razbieni¸ otveqa¸t dva nabora proektov

Δ_j X^{T,ξ} := X^{T,ξj} − X^{T,ξj}�^1 ; Δ_j G^ξ := G^{ξj} − G^{ξj}�^1

v F^T i H. Obrazuem summu

A^T_Ξ := N∑ j=1 Δ_j G^ξ W^T Δ_j X^{T,ξ}, (3.1)

ØvlØ¸wu¸sØ operatorom iz F^T v H. Netrudno ubedit~sØ, qto on ograniqen: ‖A^T_Ξ ‖ 6 ‖W^T ‖; Ran A^T_Ξ ⊂ H^T .

Opixem predel, k kotoromu stremØtsØ summy (3.1) pri izmel~qenii razbieniØ. S vektornym polem b svØßem funkci¸ Φ, opredelennu¸ v Ω \ ω po sledu¸wemu pravilu:

Φ(x) := 1 2 ∫ ℓ_γ(_x) [0,τ(x)] | ds | ⟨ b(s), ∇τ (s) ⟩, gde integrirovanie vedetsØ po segmentu kratqaæxego luqa, soedinØ¸wego x s Γ; zatem opredelim funkci¸ ε(x) := e^{Φ(x)}, x ∈ Ω \ ω. PoslednØØ opredelØet operator umnoßeniØ ^ε : H → H, ^εy =

ε( · )y( · ).

Nam udobno vvesti reducirovannyæ operator izobraßeniØ

I^T : H → F^T , deæstvu¸wiæ po pravilu I^T y := ~y | |_{ΣT} , gde ~y – “polnoe” izobraßenie funkcii y (sm. p. 1.4). DlØ soprØßennogo (I^T )^∗ : H → F^T iz predstavleniØ (1.3) netrudno poluqit~: ( (I^T )^∗ f ) (x) = { β^{−1/2}(γ(x), τ (x))f(γ(x), τ (x)), x ∈ Ω^T \ ω; 0, dlØ ostal~nyh x ∈ Ω.

(3.2)

Otmetim legko proverØemoe ravenstvo

(I^T )^∗ I^T = G^T ; (3.3)

napomnim deæstvie operatora Y^T : (Y^T f)( · , t) = f( · , T−t), 0 6 t 6 T .

68 M. I. BELIXEV

Teorema 3. Pri izmel~qenii razbieniØ summy (3.1) shodØtsØ k

predelu A^T := lim_{r(Ξ)→0} A^T_Ξ = ^ε^{−1} (I^T )^∗ Y^T (3.4)

v smysle slaboæ operatornoæ shodimosti.

Predel~nyæ operator nazyvaetsØ amplitudnym integralom i oboznaqaetsØ

A^T = T∫ 0 dG^ξ W^T dX^{T,ξ}. My opuskaem dokazatel~stvo teoremy 3, poskol~ku ono vpolne analogiqno predloßennomu v rabote [9] dlØ samosoprØßennogo sluqaØ (sm. takße [8]). Odnako, dlØ polnoty izloßeniØ, v p. 3.2 privodØtsØ soobraßeniØ ffvristiqeskogo haraktera, proØsnØ¸wie dinamiqesku¸ prirodu konstrukcii A^T i sostavlØ¸wie ideænu¸ osnovu dokazatel~stva.

3.2. Rasprostranenie razryvov; geometriqeskaØ optika. Na-

xi rassmotreniØ otnosØtsØ k horoxo izvestnomu faktu: v giperboliqeskoæ sisteme (2.1)–(2.3) razryvnye upravleniØ poroßda- ¸t razryvnye volny. Razryvy rasprostranØ¸tsØ vdol~ luqeæ ot Γ vnutr~ Ω.

Vyberem gladkoe upravlenie f ∈ M^T , fiksiruem ξ ∈ (0, T ) i oboznaqim qerez f_ξ ( · , t) := (X^{T,ξ} f)( · , t) = θ(t − (T − ξ))f( · , t), 0 6 t 6 T srezku f na Γ×[T −ξ, T ]. Upravlenie f_ξ, voobwe govorØ, razryvno pri t = T − ξ: f_ξ(γ, t) | | | t=T −ξ+0 t=T −ξ−0 = f(γ, T − ξ) − 0, γ ∈ Γ. (3.5) Rassmotrim zadaqu (2.1)–(2.3), v kotoroæ v kaqestve upravleniØ vzØta srezka f_ξ. Ee rexenie u^{fξ} lokalizovano v prostranstvennovremennom cilindre Q^T nad harakteristiqeskoæ poverhnost~¸ X^{T,ξ} := { (x, t) ∈ Q^T | | t = τ (x) + (T − ξ) } .

O EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ 69

Sama harakteristika neset razryv rexeniØ: blizi X^{T,ξ} (i vne maloæ okrestnosti mnoßestva ω × (0, T )) imeem izvestnoe predstavlenie geometriqeskoæ optiki u^{fξ} (x, t) = ε^{−1}(x)β^{−1/2} ( γ(x), τ (x) ) × ×f ( γ(x), t − τ (x) ) θ ( t − τ (x) − (T − ξ) ) + . . . , (3.6)

v kotorom opuweno slagaemoe, annuliru¸weesØ na X^{T,ξ} (sm., naprimer, [19]; v [9] moßno naæti dokazatel~stvo, prinadleßawee A. P. Kaqalovu).

V final~nyæ moment volna u^{fξ} ( · , T ) lokalizovana v podoblasti Ω^ξ; soglasno (3.6) na svoem perednem fronte, – poverhnosti

Γ^ξ, – ona imeet razryv, amplituda kotorogo opredelØetsØ raz-

ryvom upravleniØ (3.5) i mnoßitelem ε^{−1} β^{−1/2}, opredelØemyh polem b i rashodimost~¸ polØ luqeæ ℓ_γ . V tonkom sloe Ω^ξ \Ω^{ξ−Δξ} , primyka¸wem k Γ^ξ imeem predstavlenie u^{fξ} (x, T ) = ε^{−1}(x)β^{−1/2} ( γ(x), τ (x) ) f ( γ(x), T − τ (x) ) + . . . (3.7)

(opuwen qlen, annuliru¸wiæsØ na Γ^ξ).

ObratimsØ k summe (3.1); rassmotrim ee otdel~noe slagaemoe na f ∈ M^T . Po svoæstvu (2.6) imeem ( G^{ξj} − G^{ξj}�^1 ) W^T X^{T,ξj}�^1 = 0,

otkuda

Δ_j G^ξ W^T Δ_j X^{T,ξ} f = Δ_j G^ξ W^T X^{T,ξj} f = Δ_j G^ξ u^{fξj} ( · , T ).

Volna u^{fξj} ( · , T ) imeet razryv na Γ^{ξj} ; proektor Δ_jG^ξ “vyrezaet” qast~ volny, lokalizovannu¸ v sloe Ω^{ξj} \ Ω^{ξj}�^1 , gde deæstvuet predstvlenie (3.7): ( Δ_j G^ξ W^T Δ_j X^{T,ξ} f ) (x) = { ε^{−1}(x)β^{−1/2} ( γ(x), τ (x) ) f ( γ(x), T −τ (x) ) +. . . , x ∈ [ Ω^{ξj} \Ω^{ξj}�^1 ] \ω; 0 dlØ ostal~nyh x ∈ Ω.

SummiruØ “posloæno” slagaemye i uderßivaØ lix~ glavnye qleny, my prihodim k priblißennomu ravenstvu ( A^T_Ξ f ) (x) ⊔ { ε^{−1}(x)β^{−1/2} ( γ(x), τ (x) ) f ( γ(x), T − τ (x) ) , x ∈ Ω^T \ ω; 0 dlØ ostal~nyh x ∈ Ω.

70 M. I. BELIXEV

pravaØ qast~ kotorogo sovpadaet s ^ε^{−1}(I^T )^∗ Y^T f (sm. (3.2)). Pofftomu shodimosti (3.4) sleduet oßidat~.

ProishodØwee v konstrukcii A^T summirovanie amplitud razryvov voln, rasprostranØ¸wihsØ v sisteme α^T , motiviruet ispol~zuemyæ nami termin – amplitudnyæ integral.

Zametim, qto geometriqeskaØ optika pozvolØet kontrolirovat~ formu volny vblizi perednego fronta. Ispol~zuØ predstavlenie (3.7), moßno pokazat~, qto dlØ l¸boæ toqki x_0 ∈ Ω^T \ ω vozmoßen vybor upravleniæ f_1, . . . , f_n ∈ F^T takoæ, qto vektory i ∇u^{f1} (x_0, T ), . . . , ∇u^{fn} (x_0, T ) sostavØt bazis v R^n.

3.3. Operator upravleniØ v forme amplitudnogo integrala. DlØ dual~noæ sistemy α^T_# teorema 3 daet predstavlenie

A^T_# = T∫ 0 dG^ξ W^T_# dX^{T,ξ} = ^ε (I^T )^∗ Y^T

(izmenenie stepeni ^ε ob¨ØsnØetsØ zamenoæ polØ b na −b pri perehode ot L k L_#). PerehodØ k soprØßennym operatoram, imeem: T∫ 0 dX^{T,ξ} (W^T_# )^∗ dG^ξ = Y^T I^T ^ε,

otkuda, s uqetom (3.3), poluqaem sootnoxenie

G^T ^ε = (I^T )^∗ Y^T T∫ 0 dX^{T,ξ} (W^T_# )^∗ dG^ξ. (3.8)

UmnoßaØ sprava na W^T i uqityvaØ ravenstva

G^T ^ε W^T = ^ε G^T W^T = (sm. (2.6) dlØ ξ = T ) = ^ε W^T ,

prihodim k predstavleni¸

^ε W^T = (I^T )^∗ Y^T T∫ 0 dX^{T,ξ} (W^T_# )^∗ dG^ξ W^T . (3.9)

Podgotovim naædennye predstavleniØ k ispol~zovani¸ v obratnoæ zadaqe. Pust~ 1( · ) = 1 est~ ediniqnaØ funkciØ na Ω;

O EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ 71

ε^T := G^T ε – srezka funkcii ε na Ω^T ; otmetim, qto ε^T = G^T ^ε 1.

PrimenØØ obe qasti (3.8) k ediniqnoæ funkcii, uqityvaØ ravenstvo (2.11) (upravlØemost~!) i nezavisimost~ (W^T_# )^∗ ot peremennoæ integrirovaniØ, poluqaem:

ε^T = (I^T )^∗ Y^T T∫ 0 dX^{T,ξ} d [ (W^T_# )^∗ P^ξ1 ] . (3.10)

Dalee, vvedem semeæstvo operatorov

Π^{T,ξ} := (W^T_# )^∗ P^ξ W^T , 0 6 ξ 6 T ;

ispol~zuØ ih i ewe raz obrawaØs~ k (2.11) preobrazuem predstavlenie (3.9) k vidu:

W^T = ^ε^{−1}(I^T )^∗ Y^T T∫ 0 dX^{T,ξ} dΠ^{T,ξ}. (3.11) Stoit zametit~, qto v pravoæ qasti (3.11) real~no prisutstvu- ¸t znaqeniØ funkcii ε, prinimaemye e¸ tol~ko v podoblasti

Ω^T .

Kak i v (3.4), integraly v predstavleniØh (3.10) i (3.11) shodØtsØ v slabom smysle.

Niße, v hode rexeniØ obratnoæ zadaqi, my naædem po ee dannym integraly, vhodØwie v (3.10), (3.11). �to dast vozmoßnost~ opredelit~ ε | |_{ΩT} i, zatem, vosstanovit~ operator upravle-

niØ W^T .

4. ObratnaØ zadaqa

OpisyvaetsØ procedura vosstanovleniØ vektornogo polØ po operatoru reakcii. PrivoditsØ obobwenie dlØ volnovogo uravneniØ s mladximi qlenami pervogo i nulevogo porØdka.

4.1. OsnovnaØ teorema. Sformuliruem glavnyæ rezul~tat ra-

boty. Napomnim, qto zony Bardosa B^T opredeleny v p. 1.5.

Teorema 4. Pust~ poloßitel~nye vremena T , T^′ takovy, qto zo-

na B^T 0 soderßit sloæ Ω^T ; togda operator reakcii R^{2T} 0 odnoznaqno opredelØet vektornoe pole b v Ω^T .

OstavxaØsØ qast~ raboty posvØwena dokazatel~stvu teoremy 4. Ono daetsØ v forme procedury, privodØweæ k vosstanovleni¸ b | |_{ΩT} .

72 M. I. BELIXEV

4.2. Vosstanovlenie linealov (W^T_# )^∗ H^ξ . Po operatoru R^{2T 0}

naædem, ispol~zuØ predstavlenie (2.18), operator C^T 0. Fiksiruem ξ ∈ (0, T ); v podprostranstve F^T 0^{,ξ} ⊂ F^T 0 vyberem polnu¸ sistemu upravleniæ {f^ξ_j } i vosstanovim v F^T 0 lineal (W^T 0_# )^∗ H^ξ po predstavleni¸ (2.23).

Iskomyæ lineal (W^T_# )^∗ H^ξ v F^T naædem s pomow~¸ redukcii: soglasno (2.5) imeem

(W^T_# )^∗ H^ξ = (T^{T,T} 0 )^∗ (W^T

0_# )^∗ H^ξ , 0 < ξ 6 T.

4.3. Nahoßdenie funkcii ε^T . DlØ opredeleniØ ε^|_{ΩT} budet is-

pol~zovano predstavlenie (3.10). VhodØwie v nego operatory I^T ,

Y^T i X^{T,ξ} v situacii obratnoæ zadaqi izvestny i ostaetsØ lix~

naæti semeæstvo fflementov (W^T_# )^∗ P^ξ 1, 0 6 ξ 6 T . My sdelaem ffto v dva priema.

(i) Snaqala naædem fflement (W^T_# )^∗ 1. V F^T vvedem funkci¸

¶T = ¶^T (γ, t) := T − t, 0 6 t 6 T ; otmetim legko proverØemoe

vkl¸qenie ¶^T ∈ Dom (R^T )^∗ = Dom (R^T_#)^∗.

Lemma 3. Spravedlivo ravenstvo

(W^T_# )^∗ 1 = Y^T R^T Y^T ¶^T . (4.1)

Dokazatel~stvo. DlØ proizvol~nogo g ∈ M^T imeem sootnoxe- niØ ( (W^T_# )^∗ 1, g ) F^T = (1, W T # g)_H = ∫ Ω dx v^g (x, t) =

= ∫ Ω dx T∫ 0 dt(T − t)v^g_{tt}(x, t) = T∫ 0 dt(T − t) ∫ Ω dx(L_# v^g )(x, t) =

= T∫ 0 dt(T − t) ∫ Γ dΓ [ ∂v^g ∂ν (γ, t) − b_ν (γ) b^g (γ, t) ] = (_{¶T} , R^T_# g − b_ν g ) F^T =

= sm. (2.16)) = ( Y^T R^T Y^T ¶^T , g ) F^T . SopostavlØØ naqalo i konec vykladki i uqityvaØ plotnost~ M^T v F^T , poluqaem (4.1). Lemma dokazana.

O EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ 73

V obratnoæ zadaqe operator R^T (T < T^′) izvesten (sm. (2.7)); znaqit, fflement (W^T_# )^∗ 1 sootnoxeniem (4.1) opredelen.

(ii) RaspolagaØ linealom (W^T_# )^∗ H^ξ, naædem razloßenie vi-

da (2.22):

(W^T_# )^∗ 1 = h_1 + h_2; h_1 ∈ (W^T_# )^∗ H^ξ , h_2 ∈ F^{T,ξ}_⊥ . (4.2)

S drugoæ storony, imeem predstavlenie

1 = P^ξ 1 + [ P^T − P^ξ ] 1 + [ 1I_H − P^T ] 1, (4.3)

v kotorom slagaemye vhodØt v podprostranstva H^ξ, H^{T,ξ}_⊥ i H⊖H^T sootvetstvenno. V silu (2.9) (dlØ U^T_# = W^T_# F^T ) imeem:

H ⊖ H^T = H ⊖ clos Ran W^T_# = Ker (W^T_# )^∗;

znaqit, tret~e slagaemoe (4.3) annuliruetsØ operatorom (W^T_# )^∗. PrimenØØ posledniæ, poluqaem predstavlenie

(W^T_# )^∗ 1 = (W^T_# )^∗ P^ξ 1 + (W^T_# )^∗ [ P^T − P^ξ ] 1, (4.4)

slagaemye v kotorom vhodØt v (W^T_# )^∗ H^ξ i (W^T_# )^∗ H^{T,ξ}_⊥ ⊂ F^{T,ξ}_⊥ sootvetstvenno. Po edinstvennosti takogo razloßeniØ, sravnivaØ (4.2) i (4.4) zakl¸qaem, qto h_1 = (W^T_# )^∗ P^ξ 1, t.e. iskomyæ fflement naæden.

MenØØ ξ i povtorØØ razloßenie (4.2), vosstanovim v F^T semeæstvo (W^T_# )^∗ P^ξ 1, 0 6 ξ 6 T . Ispol~zuØ ego v (3.10), opredelim funkci¸ ε v Ω^T .

4.4. Vosstanovlenie W^T . Vyberem f ∈ M^T i naædem razloße-

nie vida (2.22):

C^T f = h_1 + h_2; h_1 ∈ (W^T_# )^∗ H^ξ, h_2 ∈ F^{T,ξ}_⊥ .

S drugoæ storony, imeem razloßenie

C^T f = (W^T_# )^∗ W^T f = (W^T_# )^∗ P^ξ W^T f + (W^T_# )^∗ [ 1I_H − P^ξ ] W^T f togo ße vida, otkuda s neobhodimost~¸ zakl¸qaem:

h_1 = (W^T_# )^∗ P^ξ W^T f = Π^{T,ξ}f.

Poluqiv semeæstvo Π^{T,ξ}f, 0 6 ξ 6 T i znaØ naædennu¸ na predyduwem xage funkci¸ ε | |_{ΩT} , opredelim W^T f s pomow~¸ (3.11).

ProvodØ rasxirenie po nepreryvnosti (s M^T ), opredelim deæstvie W^T na vsem F^T . Operator upravleniØ vosstanovlen.

74 M. I. BELIXEV

4.5. Vosstanovlenie polØ. Sootnoxenie (2.8) opredelØet ope-

rator L na mnoßestve gladkih voln u^f ( · , T ) ∈ W^T M^T . Kak moßno pokazat~, ono dostatoqno bogato, qtoby, var~iruØ f, opredelit~ komponenty polØ b^1, . . . , b^n iz volnovogo uravneniØ (sr. s zakl¸qitel~nym zameqaniem p. 3.2). Itak, pole b | Ω^T vosstano-

vleno; obratnaØ zadaqa rexena.

4.6. ObobweniØ. Obsudim vozmoßnost~ vosstanovleniØ vseh

mladxih qlenov v uravnenii u_{tt} − Δu − ⟨ b, ∇u ⟩ + qu = 0 (5.1) po operatoru reakcii. Niqego ne menØØ v opisannoæ vyxe sheme, my summem vosstanovit~ operatory Π^{T,ξ}, a po nim operator ^ε W^T (sm. (3.11)). Dalee, iz spleteniØ (2.8) opredelØetsØ operator ^εL^ε^{−1} = Δ + ⟨ b^′, ∇ ⟩ − q^′ s kofffficientami

b^′ = b + 2ε∇ε^{−1}; q^′ = q − ⟨ b, ε∇ε^{−1} ⟩ − εΔε^{−1}, (5.2)

kotoryæ sredi proqih operatorov takogo vida vydelen tem, qto otveqa¸wee emu pole b^′ imeet nulevu¸ proekci¸ na normal~nye luqi ℓ_γ . Podqerknem, qto na odnoznaqnoe vosstanovlenie b i q rassqityvat~ i ne prihoditsØ, poskol~ku zamena u → χu (χ ∈ C^∞(Ω); χ > 0 v Ω; χ ≡ 1 vblizi Γ) v volnovom uravnenii privodit k dinamiqeskoæ sisteme s tem ße operatorom reakcii

R^T , no drugim operatorom ffvol¸cii χLχ^{−1}. Skazannoe privodit

k sledu¸wemu rezul~tatu.

Teorema 5. Pust~ vremena T , T^′ takovy, qto zona B^{T 0} soderßit

sloæ Ω^T ; togda operator R^{2T} opredelØet kofffficienty uravneniØ (5.1) v Ω^T s toqnost~¸ do preobrazovaniØ (5.2).

Teorema bez problem obobwaetsØ na sluqaæ rimanova mnogoobraziØ s kraem, v kotorom ime¸tsØ zony Bardosa, soderßawie sloi Ω^T .

4.7 Gipotezy. V samosoprØßennom sluqae BC-metod daet opti-

mal~nyæ po vremeni rezul~tat: po operatoru R^{2T} kofffficienty vosstanavliva¸tsØ v Ω^T (sm. [6, 8]). Rezul~tat ße dannoæ raboty dalek ot optimal~nogo i est~ osnovaniØ polagat~, qto on moßet byt~ usilen. My namerenno postroili izloßenie tak, qtoby vydelit~ kl¸qevoæ moment – nahoßdenie linealov (W^T_# )^∗ H^ξ. Esli

O EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ 75

budet naæden sposob izvlekat~ ih iz R^{2T} (a ne R^{2T} 0), to neuluqxaemyæ rezul~tat, – vosstanovlenie v oblasti Ω^T , zahvaqennoæ volnami, – budet nemedlenno poluqen. Taku¸ vozmoßnost~ otkryl by poloßitel~nyæ otvet na l¸boæ iz sledu¸wih voprosov:

(i) verno li, qto [ clos (W^T_# )^∗ H^ξ ] ∩ F^{T,ξ}_⊥ = {0} pri l¸bom T > 0?

(ii) verno li, qto podprostranstvo F^T ⊖ clos (W^T_# )^∗ H^ξ netrivi-

al~no pri l¸bom T > 0, a ego obraz pri otobraßenii operatorom

W^T ploten v H^{T,ξ}_⊥ ?

Vtoroæ vopros ravnosilen probleme suwestvovaniØ upravleniæ f ∈ F^T , poroßda¸wih volny “bez hvostov”: supp u^f ( · , T ) ⊂

Ω^T \ Ω^ξ.

4.8. ZameqaniØ. Rezul~taty raboty anonsirovalis~ na konfe-

renciØh “Boundary Control and Inverse Problems” (MMI im. L. �ælera; Sankt-Peterburg, i¸l~–avgust 1996 g.) i “Control and Par-

tial Differential Equations” (CIRM–Luminy, 16–20 June, 1997).

Obobwenie shemy BC-metoda na dinamiqeskie zadaqi s nesamosoprØßennymi operatorami naqalos~ s raboty [1]. Naqal~- nyæ fftap issledovaniØ mnogomernogo sluqaØ proveden avtorom sovmestno s S. A. Avdoninym. ˚ priznatelen emu za sotrudniqestvo.

Literatura

1. S. Avdonin, M. Belishev, — Control and Cybernetics 25, No. 3 (1996), 429–440, Boundary control and dynamical inverse problem for nonselfadjoint Sturm–Liouville operator.

2. S. A. Avdonin, M. I. Belixev, S. A. Ivanov, UpravlØemost~ v zapolnennoæ oblasti dlØ mnogomernogo volnovogo uravneniØ s singulØrnym graniqnym upravleniem. — Zap. nauqn. semin. LOMI 210 (1994), 7–21.

3. C. Bardos, M. Belishev, The wave Shaping Problem. PDE and functional analysis (in the Memory of P. Grisvard). Progress in Nonlinear Diff. Equations and their Applications, 22 (1995), 41–59.

4. C. Bardos, G. Lebeau, J. Rauch, Sharp sufficient conditions for the observation, control, and stabilization of waves from the boundary. — SIAM J. Control and Optimization 30, No. 5 (1992), 1024–1065.

5. M. I. Belixev, Ob odnom podhode k mnogomernym obratnym zadaqam dlØ volnovogo uravneniØ. — DAN SSSR 297, No. 3 (1987), 524–527.

76 M. I. BELIXEV

6. M. I. Belixev, Graniqnoe upravlenie i prodolßenie volnovyh poleæ.

Preprint LOMI R-1-90, 41 s.

7. M. I. Belishev, Boundary control and dynamical reconstruction of vector fields (the BC-method). Proceedings of the Conference “Control and PDE”, CIRM–Luminy, 16–20 June, 1997.

8. M. I. Belishev, Boundary control in reconstruction of manifolds and metrics. — Inverse Problems 13, No. 5 (1997), 3–49.

9. M. I. Belixev, A. P. Kaqalov, Operatornyæ integral v mnogomernoæ spektral~noæ obratnoæ zadaqe. — Zap. nauqn. semin. POMI 215 (1994), 9–37.

10. D. Gromol, V. Klingenberg, V. Meæer, Rimanova geometriØ v celom.

Mir, M., 1971, 343 s.

11. P. Hartman, Geodesic parallel coordinates in the large. — Am. J. Math. 86, No. 4 (1964), 705–727.

12. V. Isakov, An inverse hyperbolic problem with many boundary measurements. — Comm. PDE 16 (1991), 1183–1195.

13. V. Isakov, Z. Sun, Stability estimates for hyperbolic inverse problems with local boundary data. — Inverse Problems 8 (1992), 193–206.

14. O. A. LadyßenskaØ, SmexannaØ zadaqa dlØ giperboliqeskogo uravneniØ.

GITTL, M., 1953, 279 s.

15. O. A. LadyßenskaØ, Kraevye zadaqi matematiqeskoæ fiziki. M., Nauka, 1973, 408 s.

16. I. Lasiecka, J.-L. Lions, R. Triggiani, Non homogeneous boundary value problems for second order hyperbolic operators. — J. Math. and Pures et Appl. 65, (1986), 149–192.

17. S. Nakamura, Uniqueness for an inverse hyperbolic problem. — Jpn. J. Math. 22, No. 2 (1996), 257–261.

18. D. Tataru, Unique continuation for solutions to PDE’s; between Hörmander theorem and Holmgren’s theorem. — Comm. PDE 20 (1995), 855–884.

19. B. R. Vaænberg, Asimptotiqeskie metody v uravneniØh matematiqeskoæ fiziki. Nauka, M., 1982, 294 s.

Belishev M. I. On a uniqueness of the recovering low-order terms in the wave equation via dynamical boundary measurements.

An approach to the dynamical inverse problems based upon their relations to the Boundary Control Theory (so-called BC-method) is developed. The method is applied to the problem of reconstruction of a vector field in a domain via the response operator (the dynamical Dirichlet-to- Neumann map). A peculiarity of the case under consideration is that the operator which governs an evolution of the corresponding dynamical system is nonselfadjoint. The paper gives a brief description of technique of the BC-method.

Postupilo 6 oktØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta RAN