M. X. Birman, A. B. Puxnickiæ

DISKRETNY` SPEKTR V LAKUNAH VOZMUWENNOGO PSEVDOREL˚TIVISTSKOGO MAGNITNOGO GAMIL^TONIANA

Ol~ge Aleksandrovne Ladyßenskoæ

Vvedenie

V prostranstve L_2(R^d), d ¿ 2, rassmotrim magnitnyæ gamil~- tonian M = ( 1 i ∇ − A(x) )_2 + I, x ∈ R^d, d ¿ 2, (0.1)

i bolee obwiæ operator Xredingera

G = M + W (x). (0.2)

Toqnye usloviØ na magnitnyæ vektor-potencial A i na fflektriqeskiæ potencial W privodØtsØ niße. Pust~ dalee, V – “isqeza¸wiæ” pri |x| → ∞ potencial vozmuweniØ, V (x) ¿ 0 i G_±(α) = G ∓ αV, α > 0. (0.3) Pust~ λ = λ̄ – regulØrnaØ toqka dlØ G. Oboznaqim qerez

N_±(λ, α; G, V ) qislo sobstvennyh znaqeniæ operatora G_±(t), pro-

xedxih qerez toqku λ pri roste konstanty svØzi t ot nulØ do α. V rabote [3] byla poluqena sledu¸waØ asimptotika veælevskogo tipa pri α → ∞: N_+(λ, α; G, V ) ∼ (2π)^{−d}ω_dα^{d/2} ∫ V^{d/2}dx, V ∈ L_{d/2}(R^d), d ¿ 3, (0.4) gde ω_d := vol {x ∈ R^d | |x| < 1}. Odnovremenno bylo pokazano, qto

N_−(λ, α; G, V ) = o(α^{d/2}). (0.5) 1

2 M. X. BIRMAN, A. B. PUXNICKI` Suwestvenno, qto pri fftom na vektor-potencial nakladyvalos~ lix~ lokal~noe uslovie A ∈ L_{d,loc} (R^d).

Zdes~ my rassmatrivaem analogiqnyæ vopros dlØ psevdorelØtivistskogo magnitnogo operatora

G_{1/2} = M^{1/2} + W (x), x ∈ R^d, d ¿ 2. (0.6)

Kak i v [3], my ishodim iz odnoæ abstraktnoæ teoremy, poluqennoæ v [2] (sm. niße teoremu 1.1). Pri proverke ee usloviæ nekotorye osloßeneniØ (po sravneni¸ so sluqaem operatora (0.2)) poØvlØ¸tsØ iz-za nelokal~nogo haraktera operatora (0.6). Teorema 1.1 pozvolØet svesti vyqislenie asimptotiki k sluqa¸, kogda λ leßit levee spektra G_{1/2}. DlØ takih λ uße primenima variacionnaØ tehnika; odnako i zdes~ nelokal~nyæ harakter operatora (0.6) privodit k dopolnitel~nym osloßneniØm.

Metodiqeski nam udobnee rassmatrivat~ bolee obwiæ opera- tor G_l = M^l + W (x), 0 < l < 1, x ∈ R^d, d ¿ 2. (0.7)

Poputno my zanovo poluqaem asimptotiku (0.4) pri neskol~ko bolee obwih predpoloßeniØh o potenciale W (x) v (0.2).

V suwestvennom my sleduem planu raboty [3], v kotoryæ, vproqem, vneseny nekotorye uproweniØ. Pri issledovanii zadaq s magnitnym polem prihoditsØ pol~zovat~sØ ponØtiØmi, svØzannymi s polugruppami, dominiruemymi poloßitel~nymi. Zdes~ my opiraemsØ na raboty [1] i [5], gde ime¸tsØ ssylki i na drugie istoqniki. Po povodu materiala stat~i [5] i blizkih voprosov my pol~zovalis~ konsul~taciØmi G. V. Rozenbl¸ma; vyraßaem emu svo¸ iskrenn¸¸ priznatel~nost~.

Niße | · | – standartnaØ norma v C^d . Simvol ∫ predpolagaet integrirovanie po R^d. Qerez C, c (vozmoßno, s indeksami) oboznaqa¸tsØ razliqnye ocenoqnye postoØnnye. Klassy H^s,^ffiH^s sut~ obyqnye klassy Soboleva porØdka s > 0 s gil~bertovoæ metrikoæ.

§1. Predvaritel~nye svedeniØ 1. Niße H – kompleksnoe separabel~noe gil~bertovo pro-

stranstvo, ‖·‖ – norma v H. DlØ samosoprØßennogo v H operatora B qerez ρ(B), σ(B) oboznaqa¸tsØ sootvetstvenno ego rezol~ventnoe mnoßestvo i spektr. Dalee, E_B(·) – spektral~naØ mera dlØ

DISKRETNY` SPEKTR V LAKUNAH 3 B, a 2B_± := |B| ± B. Qerez S_∞ oboznaqaetsØ klass vseh kompaktnyh lineænyh operatorov v H; qerez S_p, 0 < p < ∞, – klassy Neæmana–Xattena. DlØ T ∈ S_∞ vvoditsØ funkciØ raspredeleniØ s-qisel n(s, T ) = card {k | s_k(T ) > s}, s > 0. DlØ T = T^∗ ∈ S_∞ polagaem n_±(s, T ) = n(s, T_±). Klass Σ_p, 0 < p < ∞, – mnoßestvo vseh T ∈ S_∞, dlØ kotoryh koneqen funkcional

‖T ‖^p_{Σp} := sup_{s>0} s^pn(s, T ),

opredelØ¸wiæ v Σ_p kvazinormu. Prostranstvo Σ_p – neseparabel~noe; ego separabel~noe podprostranstvo, vydelØemoe usloviem n(s, T ) = o(s^{−p}), s → +0, oboznaqaetsØ qerez Σ^0_p. DlØ T ∈ S_∞ i p > 0 poloßim

Δ_p(T ) = lim sup_{s→+0} s^pn(s, T ),

δ_p(T ) = lim inf_{s→+0} s^pn(s, T ),

a dlØ T = T^∗ ∈ S_∞ opredelim

Δ^{(±)}_p (T ) = Δ_p(T_±), δ^{(±)}_p (T ) = δ_p(T_±).

�ti funkcionaly nepreryvny v Σ_p. Bolee togo, oni opredeleny i nepreryvny na faktor-prostranstve Σ_p/Σ^0_p.

2. Pust~ teper~ operator A = A^∗ > I i a – ego kvadratiqnaØ

forma s oblast~¸ opredeleniØ d[a]. Pust~ Z – opredelennyæ na

d[a] zamykaemyæ operator v H i v – forma v[u, u] = ‖Zu‖^2, u ∈ d[a], (1.1) kotoraØ predpolagaetsØ kompaktnoæ v gil~bertovom prostranstve d[a] s metrikoæ a[·, ·]. Togda kaßdaØ iz form a_±(α) := a ∓ αv, α > 0, d[a_±(α)] = d[a], (1.2)

4 M. X. BIRMAN, A. B. PUXNICKI` poluograniqena snizu i zamknuta. Sootvetstvu¸wie formam (1.2) operatory budem oboznaqat~ qerez A_±(α), a takße pisat~ A_±(α) = A ∓ αV, V = Z^∗Z. Pust~ teper~ f_∗ – neotricatel~naØ forma na d[a] i f_∗[u, u] 6 εa[u, u] + c(ε)‖u‖^2, ∀ε ∈ (0, 1], (1.3) a f – vewestvennaØ forma na d[a], takaØ qto |f[u, u]| 6 f_∗[u, u], u ∈ d[a]. Togda forma b := a + f, d[b] = d[a], poluograniqena snizu i zamknuta. S ee pomow~¸ vvoditsØ semeæstvo form b_±(α) = b ∓ αv, α > 0, i operatory B_±(α) = B ∓ αV . Sledu¸wee utverßdenie soderßitsØ v teoreme 1.2 iz [2].

Teorema 1.1. Pust~ λ =^¯λ ∈ ρ(A), μ = μ̄ ∈ ρ(B) i pri nekotorom

p > 0 vypolneny usloviØ

ZA^{−1/2} ∈ Σ_{2p}, (1.4)

ZA^{−1} ∈ Σ^0_{2p}. (1.5)

Togda (pri sdelannyh v fftom punkte predpoloßeniØh) lim {_{sup} inf } α→∞ α^{−p}N_+(λ, α; A, V ) = lim

{_{sup} inf } α→∞ α^{−p}N_+(μ, α; B, V ), (1.6)

N_−(μ, α; B, V ) = o(α^p), α → ∞. (1.7) Smysl sootnoxeniØ (1.6) v tom, qto vyqislenie asimptotiqeskih harakteristik dostatoqno vypolnit~ tol~ko dlØ operatora A, priqem v toqke λ = 0, t.e. levee σ(A). �to pozvolØet ispol~- zovat~ variacionnu¸ tehniku.

DISKRETNY` SPEKTR V LAKUNAH 5 §2. Formulirovki rezul~tatov 1. Vvedem osnovnye ob¨ekty. Operatory v H = L2(R^d), d ¿ 2,

niße opredelØ¸tsØ qerez svoi kvadratiqnye formy. Pri fftom ishodnye formy zada¸tsØ pervonaqal~no na klasse C^∞_0 (R^d), a zatem zamyka¸tsØ.

Operator (0.1) vvoditsØ qerez kvadratiqnu¸ formu m[u, u] = ∫ (| | ( 1 i ∇ − A ) u | |^2 + |u|^2 ) dx, (2.1) A ∈ L_{d,loc} (R^d) pri d ¿ 3; A ∈ L_{σ,loc} (R^2), σ > 1 pri d = 2. (2.2)

DlØ operatora M_l := M^l, l ∈ (0, 1), kvadratiqnaØ forma est~ m_l [u, u] = ‖M^{l/2}u‖^2. Operatory M , M_l i formy m, m_l, sootvetstvu¸wie sluqa¸ A = 0, oboznaqim qerez H^0, H^0_l i h^0, h^0_l . Dalee vvoditsØ operator

H_l := M_l + U qerez formu h_l[u, u] = m_l[u, u] + ∫ U |u|^2dx, 0 < l < 1, (2.3) U (x) ¿ 0, U ∈ Lı_{,loc} (R^d), (2.4)

¶ := d/2l. (2.5) NarØdu s U vvedem ewe vewestvennyæ potencial F , dlØ kotorogo vypolneno sledu¸wee “neØvnoe” uslovie: ∫ |F | |u|^2dx 6 εh^0_l [u, u] + C(ε)‖u‖^2, ∀ε ∈ (0, 1]. (2.6) Niße (sm. zameqanie 2.2) my ukaßem usloviØ, dostatoqnye dlØ spravedlivosti sootnoxeniØ (2.6). Poloßim teper~

W (x) = U (x) + F (x) (2.7)

i vvedem operator G_l vida (0.7) s pomow~¸ formy g_l[u, u] = h_l[u, u] + ∫ F |u|^2dx = m_l [u, u] + ∫ W |u|^2dx.

6 M. X. BIRMAN, A. B. PUXNICKI`

2. Pust~ teper~ potencial vozmuweniØ V udovletvorØet uslo-

viØm V (x) ¿ 0, V ∈ Lı(R^d), d ¿ 2, 0 < l < 1. Oboznaqim Z = V^{1/2} i rassmotrim formu v vida (1.1), a takße formy m_{l,±}(α) = m_l ∓ αv, h_{l,±}(α) = h_l ∓ αv, α > 0, (2.8) g_{l,±}(α) = g_l ∓ αv, α > 0. (2.9) Formy (2.8), (2.9) opredelØ¸t soboæ operatory M_{l,±}(α) = M_l ∓ αV, H_{l,±}(α) = H_l ∓ αV, α > 0, G_{l,±}(α) = G_l ∓ αV = M_l + U + F ∓ αV, α > 0. Nax osnovnoæ rezul~tat – sledu¸waØ teorema.

Teorema 2.1. Pust~ d ¿ 2, l ∈ (0, 1). Pri sdelannyh vyxe pred-

poloßeniØh o potencialah A, U , F , V dlØ l¸bogo λ = λ̄ ∈ ρ(G_l) spravedlivy sootnoxeniØ

lim_{α→∞} α^−ıN_+(λ, α; G_l, V ) = (2π)^{−d}ω_d ∫ V ı_{dx,} (2.10)

N_−(λ, α; G_l, V ) = o(αı), (2.11) gde pokazatel~ ¶ opredelen v (2.5).

Zameqanie 2.2. Privedem fflementarnye dostatoqnye usloviØ,

obespeqiva¸wie (2.6). Legko vyvesti (2.6) iz sledu¸wego sootnoxeniØ: ∫ |F |^{1/l}|u|^2dx 6 ε ∫ (|∇u|^2 + |u|^2)dx + c(ε)‖u‖^2, ∀ε ∈ (0, 1]. (2.12) Dalee, pust~ Q^d – ediniqnyæ kub v R^d, i vypolneno uslovie lim |y|→∞ ∫ Q^d+y |F |ıdx = 0, y ∈ R^d, d ¿ 3. (2.13) Togda spravedlivo (2.12), a znaqit, i (2.6). Blizkoe, no neskol~- ko inoe uslovie prigodno dlØ d ¿ 2. Imenno, (2.12) vypolneno, esli

sup_{y∈} R^d ∫ Q^d+y |F |^rdx < ∞, r > ¶, d ¿ 2. (2.14)

DISKRETNY` SPEKTR V LAKUNAH 7

3. Sluqaæ operatora (0.3) formal~no otveqaet znaqeni¸ l = 1.

Odnako teper~ prihoditsØ sqitat~ d ¿ 3; poØsneniØ na fftot sqet sm. v zameqanii 3.2. V ostal~nom, soobraßeniØ, ispol~zovannye pri dokazatel~stve teoremy 2.1, sohranØ¸t silu pri l = 1, priqem so znaqitel~nymi uproweniØmi. Takim obrazom poluqaetsØ

Teorema 2.3. Pust~ d ¿ 3 i potencialy A, U , V udovletvorØ¸t

usloviØm

A ∈ L_{d,loc} (R^d; R^d), 0 6 U ∈ L_{d/2,loc} (R^d), 0 6 V ∈ L_{d/2}(R^d),

a dlØ F vypolneno sootnoxenie (2.12) pri l = 1. Pust~ operatory G, G_±(α) opredeleny v (0.1)–(0.3), (2.7) i pust~ λ = λ̄ ∈ ρ(G). Togda spravedlivy formuly (0.4), (0.5).

Pri U = 0 ffta teorema perehodit v teoremu 1.1 iz [3]. Takoe obobwenie nel~zØ sqitat~ skol~ko-nibud~ glubokim, no ono moßet okazat~sØ poleznym.

Zameqanie 2.4. Uslovie (2.12) pri l = 1 obespeqivaetsØ l¸bym

iz usloviæ (2.13), (2.14) pri ¶ = d/2, d ¿ 3.

§3. Podgotovitel~nye predloßeniØ 1. Dokazatel~stvo teoremy 2.1 opiraetsØ na teoremu 1.1 (pri

p = ¶). Roli operatorov A, B seæqas igra¸t H_l, G_l; formy f, f_∗

i v sut~ sootvetstvenno ∫ F |u|^2dx, ∫ |F | |u|^2dx, v[u, u] = ∫ V |u|^2dx = ‖Zu‖^2; operator Z = V^{1/2} – operator umnoßeniØ. Nadleßit proverit~ usloviØ (1.4), (1.5), (1.3). Otmetim preßde vsego sledu¸wee predloßenie, kotoroe oqevidnym obrazom vytekaet (v silu neravenstva U (x) ¿ 0) iz variacionnyh soobraßeniæ.

Predloßenie 3.1. UsloviØ (1.4), (1.5), (1.3) vypolneny pri A =

H_l, esli oni vypolneny pri A = M_l.

2. Pristupim k proverke usloviæ (1.4), (1.5), (1.3) dlØ A =

M_l i p = ¶. Snaqala ustanovim (1.4). Polugruppa exp(−tH^0) dominiruet (sm. [5]) polugruppu exp(−tM ). �to oznaqaet, qto potoqeqno (poqti vs¸du) |(e^{−tM} z)(x)| 6 (e^{−tH0} |z|)(x), t > 0, z ∈ L_2(R^d), d ¿ 2. (3.1)

8 M. X. BIRMAN, A. B. PUXNICKI` Iz (3.1) sleduet (sm. [4] ili [5, p. 2.4]), qto pri l ∈ (0, 1) |(e^{−tMl} z)(x)| 6 (e^{−tH0l} |z|)(x), t > 0, z ∈ L_2(R^d), d ¿ 2. (3.2) Sootnoxenie (3.2) vmeste s Øvnym vyraßeniem dlØ Ødra

Q^0_l (t; x, y) integral~nogo operatora exp(−tH^0_l ) pozvolØet vospol~-

zovat~sØ teoremoæ 2.4 iz [5], qto privodit k ocenke dimRan E_{Ml−αV} (−∞, 0) 6 C(d, l)αı ∫ V ı_{dx,} α > 0, d ¿ 2, l ∈ (0, 1). (3.3)

Suwestvenno, qto postoØnnaØ v (3.3) ne zavisit ot potenciala

A(x). Kak izvestno, dimRan E_{Ml−αV} (−∞, 0) = n(α^{−1}, ZM^{−1}_l Z) = n(α^{−1/2}, ZM^{−1/2}_l ), a potomu (3.3) ravnosil~no ocenke ‖ZM^{−1}_l Z‖ı = ‖ZM^{−1/2}_l ‖^2ı_2ı 6 C(d, l) ∫ V ı_{dx, d} ¿_{2, l ∈ (0, 1).} (3.4) Takim obrazom, (1.4) vypolneno pri A = M_l.

Zameqanie 3.2. 1) PsevdorelØtivistskiæ magnitnyæ operator

obsußdaetsØ v [5, p. 3.4]. Tam poluqena ocenka dlØ

dimRan E_Γ(−∞, 0), gde Γ = (M_{1/2} − I) − αV i d ¿ 3. �tot sluqaæ

bolee sloßen, qem ocenka (3.3); v pravu¸ qast~ ocenki vhodit ∫ (V^d + V^{d/2})dx.

2) Pri l = 1 ocenka (3.4) sohranØet silu, no tol~ko pri

d ¿ 3. V fftom sluqae ona ØvlØetsØ sledstviem prinadleßawego

Libu “magnitnogo varianta” izvestnoæ ocenki CvikelØ–Liba– Rozenbl¸ma (sm. [5]). Imenno otsutstvie ocenki (3.3) pri l = 1,

d = 2 privodit k trebovani¸ d ¿ 3 v teoreme 2.3.

3. Ustanovim teper~ (1.5) pri A = Ml. V silu (3.4), dostatoq-

no ustanovit~ (1.5) dlØ kakogo-libo plotnogo v Lı(R^d) mnoßestva funkciæ V . Budem sqitat~, qto V ∈ Lı(R^d) ∩ L_1(R^d), d ¿ 2. Togda, oqevidno,

Z exp(−H^0_l ) ∈ S_2. (3.5)

DISKRETNY` SPEKTR V LAKUNAH 9 ˚dro Q_l(t; x, y) integral~nogo operatora exp(−tM_l ) maßoriruetsØ (sm. [5, p. 2.4]) Ødrom Q^0_l : |Q_l(t; x, y)| 6 Q^0_l (t; x, y), t > 0, p.v. x, y ∈ R^d. Ots¸da i iz (3.5) sleduet, qto

Z exp(−M_l) ∈ S_2,

a sledovatel~no, pri l¸bom R > 0

Y_l(R) := Z M^{−1}_l E_{Ml} (0, R) =

= Z exp(−M_l)((exp M_l)E_{Ml} (0, R)M^{−1}_l ) ∈ S_2 ⊂ Σ^0_2ı. (3.6)

S drugoæ storony,

Y_l(R) = (ZM^{−1/2}_l )(M^{−1/2}_l E_{Ml} (0, R)) �^2–→ ZM^{−1}_l ; (3.7)

ffto sleduet iz (3.4) i togo, qto pri R → ∞ ‖M^{−1/2}_l E_{Ml} (R, ∞)‖ → 0. SootnoxeniØ (3.6), (3.7) privodØt k (1.5) dlØ A = M_l.

4. Ostalos~ proverit~ (1.3) dlØ A = Ml, t.e. ustanovit~ ocen-

ku ∫ |F | |u|^2dx 6 εm_l [u, u] + C(ε)‖u‖^2, ∀ε ∈ (0, 1]. (3.8) Pust~ γ ¿ 0. Otmetim, qto sootnoxeniØ (3.1), (3.2) sohranØt silu, esli v nih zamenit~ M_l i H^0_l sootvetstvenno na M_l + γI i

H^0_l + γI. UmnoßaØ zatem (3.2) na t^{−1/2} i integriruØ po poluosi R_+, poluqim neravenstvo

|(M_l+γI)^{−1/2}z|(x) 6 ((H^0_l +γI)^{−1/2}z)(x), z ∈ L_2(R^d), d ¿ 2, l ∈ (0, 1).

(3.9) Ots¸da vytekaet

Predloßenie 3.3. Pust~ φ(x) ¿ 0 – izmerimaØ funkciØ. Togda

pri γ ¿ 0

‖φ(M_l + γI)^{−1/2}‖ 6 ‖φ(H^0_l + γI)^{−1/2}‖, d ¿ 2, l ∈ (0, 1). (3.10)

Deæstvitel~no, iz (3.9) sleduet, qto dlØ z ∈ L_2(R^d) ‖φ(M_l + γI)^{−1/2}z‖ 6 ‖φ(H^0_l + γI)^{−1/2}|z| ‖ 6 ‖φ(H^0_l + γI)^{−1/2}‖ ‖z‖,

10 M. X. BIRMAN, A. B. PUXNICKI` qto i privodit k (3.10). •

Zametim teper~, qto veliqina ‖φ(M_l + γI)^{−1/2}‖^2 sovpadaet s nailuqxeæ postoØnnoæ C v ocenke

‖φu‖^2 6 C(m_l[u, u] + γ‖u‖^2). (3.11)

Ots¸da i iz (3.10) vidno, qto (3.11) vypolneno, kol~ skoro

‖φu‖^2 6 C(h^0_l [u, u] + γ‖u‖^2), (3.12)

priqem postoØnnaØ C v (3.11), (3.12) – odna i ta ße. Skazannoe oznaqaet, qto (3.8) ØvlØetsØ sledstviem neravenstva (2.6). Itak, (1.3) vypolneno dlØ A = M_l.

Otmetim, qto rassußdeniØ v fftom punkte v znaqitel~noæ mere sledu¸t rabote [1] (sm. teoremy 2.4, 2.5 v [1]).

§4. Zaverxenie dokazatel~stva teoremy 2.1 1. Ob¨edinØØ rezul~taty §3 s teoremoæ 1.1 (pri p = ¶), vi-

dim, qto (2.11) uße ustanovleno (qto sleduet iz (1.7)), a (2.10) dostatoqno dokazat~ dlØ H_l vmesto G_l (t.e. pri F = 0) i pri

λ = 0. Tak kak H_l ¿ M_l ¿ I, to toqka λ = 0 nahoditsØ levee σ(M_l)

i, tem bolee, levee σ(H_l). No togda N_+(0, α; H_l, V ) sovpadaet s qislom otricatel~nyh sobstvennyh znaqeniæ operatora H_l − αV , α > 0. Rassmotrim zadaqu o posledovatel~nyh maksimumah otnoxeniØ kvadratiqnyh form ∫ V |u|^2dx/h_l[u, u], u ∈ d[h_l]. (4.1) (Napomnim, qto forma h_l opredelena v (2.3)). Posledovatel~nye maksimumy otnoxeniØ (4.1) sovpada¸t so spektrom kompaktnogo operatora X > 0, kotoryæ poroßdaetsØ formoæ qislitelØ v gil~bertovom prostranstve d[h_l] s metrikoæ h_l[·, ·]. Variacionnyæ podhod k vyqisleni¸ asimptotiki N_+(0, α; H_l, V ) osnovan na izvestnom sootnoxenii

N_+(0, α; H_l, V ) = n(s, X), αs = 1. (4.2)

V dal~neæxem budem pol~zovat~sØ oboznaqeniØmi tipa n(s, (4.1)) vmesto n(s, X); analogiqno budem pisat~ Δ_p((4.1)) vmesto Δ_p(X)

DISKRETNY` SPEKTR V LAKUNAH 11 i t.p. Takim obrazom, v silu (4.2), dokazatel~stvo asimptotiqeskoæ formuly (2.10) svoditsØ k proverke ravenstv

Δı((4.1)) = δı((4.1)) = (2π)^{−d}ωd ∫ V^ddx. (4.3)

NarØdu s (4.1) rassmotrim otnoxenie ∫ V |u|^2dx/m_l[u, u], u ∈ d[m_l], (4.4) i dlØ nego ustanovim ravenstvo

Δı((4.4)) = δı((4.4)) = (2π)^{−d}ωd ∫ V ı_{dx.} (4.5)

Posle fftogo poluqit~ (4.3) uße nesloßno.

V silu ocenki (3.4) dostatoqno ustanovit~ sootnoxenie (4.5) dlØ kakogo-libo Lı-plotnogo mnoßestva neotricatel~nyh potencialov V . My ustanovim (4.5) dlØ potencialov, postoØnnyh na kubah Q_k, obrazu¸wih koneqnyæ nabor {Q_k}^L_{k=1}: V (x) = V_k > 0,

x ∈ Q_k. My predpolagaem, qto kuby poparno ne pereseka¸tsØ i

V (x) ≡ 0, esli x ∈ Q_0 := R^d \ (_L ⋃ k=1 Q̄_k ) . V fftih predpoloßeniØh

udaetsØ ispol~zovat~ “vilku Dirihle–Neæmana”, obhodØ trudnosti, svØzannye s nelokal~nost~¸ operatora M_l.

2. Nißnie asimptotiqeskie ocenki dlØ (4.4). Suzim

oblast~ opredeleniØ formy m (sm. (2.1)), vvedØ dopolnitel~- nye graniqnye usloviØ u | ∂Q_k = 0, k = 0, 1, . . . , L, i poluqivxu¸sØ zamknutu¸ formu oboznaqim m̌. Sootvetstvu¸- wiæ eæ operator M̌ , oqevidno, est~ ortogonal~naØ summa operatorov M̌^{(k)}, kaßdyæ iz kotoryh deæstvuet v L_2(Q_k), k = 0, . . . , L:

M̌ = L∑ k=0 ⊕M̌^{(k)}. (4.6)

Vvedem, dalee, operator

M̌_l := (M̌ )^l = L∑ k=0 ⊕(M̌^{(k)})^l =: L∑ k=0 ⊕M̌^{(k)}_l . (4.7)

12 M. X. BIRMAN, A. B. PUXNICKI` Operatoram M̌_l, M̌^{(k)}_l sootvetstvu¸t kvadratiqnye formy

m̌_l [u, u] = ‖M̌_{l/2}u‖^2, m̌^{(k)}_l [u, u] = ‖M̌^{(k)}_{l/2} u‖^2_{L2(Qk )}. (4.8)

Pri fftom

m̌_l = L∑ k=0 ⊕m̌^{(k)}_l , l ∈ (0, 1). (4.9)

Poskol~ku M < M̌, to iz neravenstva Gaænca sleduet, qto M_l <

M̌_l. Pofftomu spektr otnoxeniØ ∫ V |u|^2dx/m̌_l[u, u], l ∈ (0, 1), (4.10) daet nißn¸¸ ocenku dlØ spektra otnoxeniØ (4.4). Ispol~zuØ (4.9), a takße soglaxenie o svoæstvah V , nahodim, qto (4.10) raspadaetsØ v ortogonal~nu¸ summu otnoxeniæ V_k ∫ Q_k |u|^2dx/m̌^{(k)}_l [u, u], k = 1, . . . , L, (4.11k) i nulevogo otnoxeniØ, sootvetstvu¸wego k = 0. V silu (4.8), (4.9)

n(s, (4.10)) = L∑ k=1 n(s, (4.11k)), (4.12)

n(s, (4.11k)) = n(sV^{−1}_k , (M̌^{(k)})^{−l}) = n((sV^{−1}_k )^{1/l}, (M̌^{(k)})^{−1}). (4.13k)

Spektr operatora (M̌^{(k)})^{−1} est~ spektr otnoxeniØ ∫ Q_k |u|^2dx / ∫ Q_k (| | | ( 1 i ∇ − A ) u | |^2 + |u|^2 ) dx, u ∈^ffiH^1(Q_k). (4.14k)

Bez izmeneniØ funkcionalov δ_{d/2}, Δ_{d/2} v znamenatele (4.14k) moßno ubrat~ qleny, soderßawie A, poskol~ku, v silu usloviØ (2.2), ffti qleny poroßda¸t formy, kompaktnye v H^1(Q_k). Takim obrazom, delo svoditsØ k spektru otnoxeniØ ∫ Q_k |u|^2dx / ∫ Q_k (|∇u|^2 + |u|^2)dx, u ∈^ffiH^1(Q_k). (4.15k)

DISKRETNY` SPEKTR V LAKUNAH 13 Kak horoxo izvestno,

Δ_{d/2}((4.15k)) = δ_{d/2}((4.15k)) = (2π)^{−d}ω_dmes Q_k. (4.16k)

V itoge poluqaem

Δ_{d/2}((4.14k)) = δ_{d/2}((4.14k)) = (2π)^{−d}ω_dmes Q_k,

i prostoæ peresqet na osnovanii (4.13k) i (4.12) daet

Δı((4.10)) = δı((4.10)) = (2π)^{−d}ωd ∫ V ı_{dx,} (4.17)

a potomu δı((4.4)) ¿ (2π)^{−d}ωd ∫ V ı_{dx.} (4.18)

3. Verhnie asimptotiqeskie ocenki dlØ (4.4). Zdes~ vse

delaetsØ po sheme predyduwego punkta, no oblast~ opredeleniØ formy m rasxirØetsØ. Imenno, funkcii iz d[m] leßat v

H^1_{loc} (R^d); ffto uslovie my oslabim, trebuØ lix~ u | Q_k ∈ H 1(Q_k), k = 1, . . . , L; krome togo, sqitaem, qto u | Q0 sovpadaet s sußeniem na Q_0 kakoælibo funkcii iz d[m]. Analitiqeskoe vyraßenie dlØ rasxirennoæ formy (oboznaqim ee m̂) po-preßnemu daetsØ integralom (2.1). Operator, poroßdennyæ formoæ m̂, oboznaqim M̂ i otmetim, qto M̂ < M i M̂_l := (M̂)^l < M_l. Spravedlivy ortogonal~nye razloßeniØ, analogiqnye (4.6), (4.7). Dalee vvodØtsØ formy m̂_l,

m̂^{(k)}_l po analogii s (4.8) i rassmatrivaetsØ otnoxenie ∫ V |u|^2dx/m̂_l[u, u], l ∈ (0, 1). (4.19) ˚sno, qto spektr otnoxeniØ (4.19) daet ocenku sverhu dlØ spektra otnoxeniØ (4.4). Ostal~nye rassußdeniØ takße povtorØ¸t dovody p. 4.2 s oqevidnymi izmeneniØmi. Delo svoditsØ k asimptotike spektra otnoxeniØ vida (4.15k), no teper~ dlØ vseh funkciæ u ∈ H^1(Q_k). Asimptotika – ta ße, qto i v (4.16k). V itoge okazyvaetsØ, qto

Δı((4.19)) = δı((4.19)) = (2π)^{−d}ωd ∫ V ı_{dx,}

14 M. X. BIRMAN, A. B. PUXNICKI` i sledovatel~no,

Δı((4.4)) 6 (2π)^{−d}ωd ∫ V ı_{dx.} (4.20)

Neravenstva (4.18), (4.20) privodØt k (4.5).

4. Nam ostalos~, opiraØs~ na (4.5), poluqit~ (4.3). Poskol~ku

U (x) ¿ 0, to spravedlivo neravenstvo n(s, (4.1)) 6 n(s, (4.4)), a

potomu

Δı((4.1)) 6 (2π)^{−d}ωd ∫ V ı_{dx.} (4.21)

Ustanovim teper~ nißn¸¸ ocenku. V silu predloßeniØ 3.1 ocenka (3.4) perenositsØ na operator H_l, a potomu dostatoqno rassmotret~ tot ße klass potencialov V , qto i v pp. 4.2, 4.3. Budem pol~zovat~sØ oboznaqeniØmi p. 4.2. Oqevidno, my poluqim nißn¸¸ ocenku dlØ spektra otnoxeniØ (4.1), esli zamenim ego otnoxeniem ∫ V |u|^2dx/(m̌_l[u, u] + ∫ U |u|^2dx), u ∈ d[m̌_l]. (4.22) �to otnoxenie raspadaetsØ (sr. s (4.9)) v ortogonal~nu¸ summu nulØ i otnoxeniæ V_k ∫ Q_k |u|^2dx /( m̌^{(k)}_l [u, u] + ∫ Q_k U |u|^2dx ) , k = 1, . . . , L. (4.23k) Vospol~zuemsØ teper~ sledu¸wim prostym utverßdeniem.

Predloßenie 4.1. DlØ otnoxeniØ form ∫ Q_k U |u|^2dx / m̌^{(k)}_l [u, u] (4.24k)

vypolneno

Δı((4.24k)) < ∞, k = 1, . . . , L. (4.25k)

Dokazatel~stvo. Pust~ Uk – prodolßenie nulem funkcii U^|_{Qk}

na R^d \ Q_k. ˚sno, qto otnoxenie (4.24k) est~ sußenie otnoxeniØ ∫ U_k|u|^2dx / m̌_l[u, u], (4.26k)

DISKRETNY` SPEKTR V LAKUNAH 15 a potomu n(s, (4.24k)) 6 n(s, (4.26k)). Dalee, spektr otnoxeniØ ∫ U_k|u|^2dx / m_l [u, u] (4.27k)

daet ocenku sverhu dlØ spektra otnoxeniØ (4.26k), otkuda poluqaem: n(s, (4.24k)) 6 n(s, (4.27k)). V silu (2.4) spravedlivo vkl¸- qenie U_k ∈ Lı(R^d). Pofftomu, v sootvetstvii s (4.5), nahodim, qto

Δı((4.27k)) < ∞, a togda verno i (4.25k). •

SootnoxeniØ (4.25) pokazyva¸t, v qastnosti, qto forma v qislitele (4.24k) kompaktna otnositel~no formy znamenatelØ. Ots¸da sleduet, qto δı((4.23k)) = δı((4.11k)), k = 1, . . . , L, a togda, s uqetom (4.17),

δı((4.22)) = δı((4.10)) = (2π)^{−d}ωd ∫ V ı_{(x)dx.} Sledovatel~no,

δı((4.1)) ¿ δı((4.22)) = (2π)^{−d}ωd ∫ V ı_{(x)dx.} Vmeste s (4.21) ffto daet (4.3). Teorema 2.1 dokazana.

Zameqanie 4.2. Uslovie (2.4) ispol~zovalos~ tol~ko pri do-

kazatel~stve sootnoxeniØ (4.25). Odnako faktiqeski my pol~- zovalis~ lix~ kompaktnost~¸ qislitelØ v (4.24k) otnositel~- no znamenatelØ. �to daet vozmoßnost~ neskol~ko oslabit~ uslovie (2.3), no v L_p-terminah umen~xit~ pokazatel~ p = ¶ nel~zØ. Analogiqnoe zameqanie verno i otnositel~no usloviæ (2.2) na vektor-potencial A(x). My ne budem zdes~ vhodit~ v podrobnosti.

Literatura

1. J. Avron, I. Herbst, B. Simon, Schrödinger operators with magnetic fields. I.

General interactions. — Duke Math. J. 45, No. 4 (1978), 847–883. 2. M. Sh. Birman, Discrete spectrum in the gaps of a continuous one for perturbations with large coupling constant. — Adv. in Soviet Math. 7 (1991), 57–73.

3. M. Sh. Birman, G. D. Raikov, Discrete spectrum in the gaps for perturbations of the magnetic Schrödinger operators. — Adv. in Soviet Math. 7 (1991), 75–84.

16 M. X. BIRMAN, A. B. PUXNICKI`

4. O. Bratteli, A. Kishimoto, D. Robinson, Positive and monotonicity properties of

C0-semigroups, I. — Commun. Math. Phys. 75 (1980), 67–84. 5. G. Rozenbl¸m, M. SolomØk, Ocenka CLR dlØ generatorov poloßitel~-

nyh polugrupp i polugrupp, dominiruemyh poloßitel~nymi. — Algebra

i Analiz 9, ˝ 6 (1997), 214–236.

Birman M. Sh., Pushnitskii A. B. Discrete spectrum in the gaps of perturbed pseudorelativistic Hamiltonian.

Pseudorelativistic Hamiltonian

G_{1/2} = ((−i∇ − A)^2 + I)^{1/2} + W, x ∈ R^d, d ¿ 2,

is considered under wide conditions on potentials A(x), W (x). It is assumed that the real point λ is regular for G_{1/2}. Let G_{1/2}(α) = G_{1/2} −αV , where α > 0, V (x) ¿ 0, V ∈ L_d(R^d). Denote by N (λ, α) the number of eigenvalues of G_{1/2}(t) that cross the point λ as t increases from 0 to α. The Weyl type asymptotics for N (λ, α) as α → ∞ is obtained.

Postupilo 4 sentØbrØ 1997 g. Sankt-Peterburgskiæ Gosudarstvennyæ universitet