A. I. Vinogradov GIPOTEZA PETERSONA DL˚ NULEVOGO VESA I

Ol~ge Aleksandrovne Ladyßenskoæ

Vvedenie

V fftoæ rabote budut sohraneny oboznaqeniØ iz rabot [1–4]. V qastnosti, v rabote [4] bylo poluqeno ravenstvo (3.2) v kotorom vektor L_n(ω) sobstvennogo qisla λ_n vyraßen qerez ves~ ostal~noæ spektr, pl¸s arifmetiqeskie summy. �to predstavlenie pozvolit nam poluqit~ gipotezu Petersona dlØ nulevogo vesa v fftoæ rabote. Pri fftom v svØzi c deleniem ravenstva (3.2) [4] na spektral~nu¸ i arifmetiqesku¸ qast~, vsØ rabota tak ße razbita na dve qasti: ocenka spektral~nyh komponent v qasti I i ocenka arifmetiqeskih summ v qasti II.

DlØ prostoty my ograniqimsØ gruppoæ SL(2, Z), t.k. perehod k obweæ kongruffnc-gruppe ne vnosit kakih-to suwestvennyh izmeneniæ v shemu sqeta, usloßnØetsØ tol~ko tehnika ocenok nepreryvnoæ komponenty iz-za rosta qisla verxin fundamental~noæ oblasti. Pri fftom nado pomnit~ o zameqaniØh v konce raboty [4], sdelannyh dlØ gruppy SL(2, Z).

Iz opredeleniØ (2.3) [4] poluqaem:

L_n(ω) =^∞L_n(ω) ·^∞φ_n(z_n). (0.1)

Iz ravenstv (1.13) [4] i (2.19) [2] sleduet: ∞ φ_n(z_n) =^t ( 1 2 , 1 π ) · sin πz_n ∞ L_n(ω) =^t(L̂_n, Ľ_n)(ω).

Krome togo z_n =^1_2 + i–_n (sm. [2], (1.14)–(1.15)), pofftomu sin πz_n =

ch π–_n.

*Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant No. 96-01-00679, S.-Peterburg, RossiØ. 118

GIPOTEZA PETERSONA 119

S uqetom fftih ravenstv (0.1) prinimaet vid:

L_n(ω) =^t ( 1 2 L̂_n(ω), 1 π Ľ_n(ω)) · ch π–_n. (0.2)

Iz ravenstv (2.14) i (2.16) [2] poluqaem:

L̂_n(ω) = ∑ 16j6jn^{αj · tj (l) · Lj (ω̄1) · Lj(ω2)} Ľ_n(ω) = ∑ 16j6jn^{ξj · αj · tj(l) · Lj (ω1) · Lj (ω2).} (0.3)

DlØ uproweniØ formul my opustili vtoroæ indeks “n” v pravyh qastØh (0.3), po sravneni¸ s [2], t.k. n – fiksirovano.

Iz ravenstv (0.3) vidno, qto vektor L_n(ω) imeet tri svobodnyh parametra: celoe qislo l ¿ 1 i dva kompleksnyh parametra

ω_1 i ω_2 ob¨edinennyh v odin vektor ω = (ω_1, ω_2). Parametrami

vektora ω rasporØdimsØ sledu¸wim obrazom: pust~

ω_2 = ω̄_1, (0.4)

gde qerta oznaqaet kompleksnoe soprØßenie.

Esli vspomnit~, qto ω_1 i ω_2 lineæno vyraßaetsØ qerez ishodnye vspomogatel~nye parametry s_1 = 1/2 + it_1 i s_2 = 1/2 + it_2 s pomow~¸ ravenstv: (sm. (0.9) [2])

ω_1 = s_2 + s_1 − 1/2, ω_2 = s_2 − s_1 + 1/2,

togda uslovie (0.4) oznaqaet, qto s_2 = 1/2, pofftomu

ω_1 = s_1 = 1/2 + it_1

ω_2 = s̄_1 = 1 − s_1 = 1/2 − it_1.

(0.5)

V rezul~tate ravenstvo (0.2) prinimaet vid:

L_n(ω) = ch π–_n · ∑ 16j6jn^{αj · tj (l) ·} ∞ L_j (ω), (0.6)

gde_∞

L_j (ω) =^t ( 1 2 |L_j (s_1)|^2, ξ_j π L_j (s̄_1) · L_j (s_1) ) . RØdy Gekke L_j (s_1) vedut sebØ ne regulØrno na prØmoæ Re s_1 = 1/2, pofftomu vektor (0.6) sleduet usrednit~ integral~no po mnimoæ

120 A. I. VINOGRADOV

qasti t_1 = Im s_1. No preßde, qem ffto sdelat~, napomnim, qto v levoæ qasti ravenstva (3.2) [4] stoit lineænaØ kombinaciØ: [ η_n(ω) + O ( 1 T^k )] L_n(ω) + [ ε_n(ω) + O ( 1 T^k )] δ · L_n(ω), (0.7)

gde L_n iz (0.1), δ = ( 0 1 1 0 ) . Pofftomu operaci¸ integral~nogo usredneniØ sleduet primenØt~ ko vsemu vektoru (0.7), glavnoæ qast~¸ kotorogo ØvlØetsØ vektor

η_n(ω) · L_n(ω) ≡ (η_n · L_n)(ω). (0.8)

V pravoæ qasti toßdestva (0.8) my pridali vektornomu kofffficientu η_n(ω) vid lineænogo operatora umnoßeniØ dlØ udobstva vyqisleniæ.

V svØzi so vtorym ravenstvom (0.5) dlØ parametra u_2 = Im ω_2 iz (2.17) [4] spravedlivo ravenstvo: u_2 = −t_1, pofftomu (2.17) [4] prinimaet vid:

η_n(ω) = −^t(th πt_1 − th π–_n; th πt_1 + th π–_n) i 2 + O ( 1 |s_1| ) . (0.9)

DlØ giperboliqeskogo tangensa spravedliva asimptotika:

th πt_1 = sign t_1 + O(e^{−π|t1|}), |t_1| → ∞,

podstavlØØ ee v (0.9) poluqaem:

η_n(ω) = −^t(sign t_1 − th π–_n; sign t_1 + th π–_n) i 2 + O ( 1 |s_1| ) . (0.10)

Krome togo spravedliva sistema ravenstv:

1 ± th π–_n = e^{±π}–^n /ch π–_n,

gde znaki ±1 sleva i sprava soglasovany. Vmeste s (0.10) ffto privodit k sisteme:

ch π–_n · η_n(ω) = {_{en} 2i + O (_1 |s1 | ) , t_1 > 0 i 2 · δ · e_n + O (_1 |s1 | ) , t_1 < 0.

(0.11) gde e_n =^t(e^{−π}–^n , e^{+π}–^n ).

GIPOTEZA PETERSONA 121

Napomnim, qto parametr –_n = √ λ_n − 1/4 fiksirovan vmeste s

sobstvennym qislom λ_n, v to vremØ kak |t_1| → ∞, pofftomu umnoßenie ostatka v (0.10) na ch π–_n vliØet tol~ko na konstantu v 0-simvole i ne vliØet na ego porØdok po s_1 v (0.11). Pri fftom ostatki v (0.10) i (0.11) ponima¸tsØ v vektornom smysle:

1 =^t(1, 1), kaßdaØ komponenta ostatoqnogo vektora ne prevyxa-

et po svoemu porØdku ukazannoæ veliqiny, hotØ konstanty v 0- simvole u nih mogut byt~ raznye.

V dal~neæxem my budem usrednØt~ vektor (0.7) po parametru

t_1 = Im s_1. DlØ sluqaev t_1 > 0 i t_1 < 0 vektor (0.11) imeet raznye

znaqeniØ, pofftomu dlØ opredelennosti vyberem sluqaæ t_1 > 0. Togda vmeste s ravenstvom (0.6) vektor (0.8) preobrazuetsØ k vidu:

(η_n · L_n)(ω) = e_n 2i ∑ 16j6jn^{αj · tj (l) ·} ∞ L_j (ω) · ( 1 + O ( 1 |s_1| )) . (0.12)

K summe (0.12) my primenim usrednØ¸wiæ integral~nyæ operator J vida: J = π^2/24 T · log T · 3T /2∫

T /2 (·)dt. (0.13)

V rezul~tate ravenstvo (0.12) preobrazuetsØ k vidu:

J ⊗ (η_nL_n)(ω) = e_n 2i ∑ 16j6jn^{αj · tj (l) ·} ∞ J_j · ( 1 + O

( log T T )) , (0.14)

gde_∞

J_j =^t ( 1 2 Ĵ_j; 1 π ξ_j · J̌_j ) J̌_j – integral (0.13) s Ødrom |L_j(s_1)|2 na meste simvola (·) , J̌_j –

integral (0.13) s Ødrom L_j (s_1) · L_j (s̄_1) na meste (·). Parametr T iz ukoroqennogo uravneniØ [1]. Analogiqnyæ parametr T_0 iz [3] dlØ nulevoæ verxiny priravnØem k T ,

T_0 = T.

Asimptotika integrala Ĵ_j iz (0.14) poluqena v [6]. Ispol~zuØ ee poluqaem ravenstvo

α_j · Ĵ_j = ( 1 + θ_1 log T ) , θ_1 ≪ 1. (0.15)

122 A. I. VINOGRADOV

Asimptotika integrala J̌_j iz (0.14) poluqaetsØ toqno takße po sheme raboty [5] (sluqaæ kogda Ødrom svertki Rankina ØvlØetsØ proizvedenie f_j (z) · f_j(−z̄) vmesto |f_j (z)|^2). V fftom sluqae glavnyæ kofffficient asimptotiki (0.15) budet umnoßen na veliqinu

ξ_j = ±1 v zavisimosti ot qetnosti ili neqetnosti funkcii f_j(z).

Pofftomu

α_j · J̌_j = ξ_j · ( 1 + θ_2 log T ) , θ_2 ≪ 1.

PodstavlØØ ffto ravenstvo vmeste s (0.15) v (0.14) poluqaem:

α_j ·^∞J_j = v + O ( 1 log T ) , v =^t ( 1 2 , 1 π ) . (0.16)

Snova otmetim, qto ostatok v (0.16) ponimaetsØ v vektornom smysle. DlØ togo, qtoby iz vseæ summy (0.14) vydelit~ individual~noe slagaemoe s fiksirovannym nomerom j = j_0 vospol~- zuemsØ svobodnym parametrom l ¿ 1 i opredelim ego usloviem

l = q · l_1, q = p^ν , (l_1, p) = 1, (0.17)

gde p – fiksirovannoe prostoe dlØ kotorogo my budem dokazyvat~ gipotezu Petersona; ν ¿ 1 – celoe fiksirovannoe s usloviem, qto

q = p^ν = T^{ε0} , ε_0 6 1/2 – fiksirovano. (0.18)

Iz mul~tiplikativnosti sobstvennyh qisel operatorov Gekke i ravenstva (0.17) poluqaem:

t_j(l) = t_j (q) · t_j(l_1).

Podstavim ffto ravenstvo v summu (0.14) i umnoßim ee na veliqinu

c_0 · t_{j0} (l_1) · N^{−1} · exp ( − l_1 N ) , (0.19)

gde c_0 =^{π2}_{24} · α_{j0}, N = q · T , posle qego usrednim summu po vsem

l_1 ¿ 1 (p, l_1) = 1 i oboznaqim fftu operaci¸ qerez S. V rezul~tate

ravenstvo (0.14), s uqetom (0.16), preobrazuetsØ k vidu: S ⊗ J ⊗ (η_n · L_n)(ω) = e_n 2i ∑ 16j6jn^{tj (q) · Sj ·} ( v + O ( 1 log T )) , (0.20)

GIPOTEZA PETERSONA 123 gde S_j = c_0N ∑ (l1,p)=1 t_{j0} (l_1) · t_j(l_1) · exp ( − l_1 N ) . Napomnim, qto vo vseh ravenstvah do (0.16) vkl¸qitel~no 0- simvoly ne zavisØt ot l, pofftomu v usrednØ¸wem ravenstve (0.20) oni vyneseny za znak summirovaniØ po l_1.

Ispol~zuØ predstavlenie ffksponenty

exp(−l_1/N ) = 1 2πi ∫ Re s>1 ( N l_1 )_s · Γ(s)ds, (0.21)

svedem summu S_j k integralu:

S_j = c_0 2πi ∫ Re s>1 N^{s−1} · πj(p, s) · Γ(s) · R_j(s)ds, (0.22) gde R_j(s) = ∞∑ n=1 t_{j0} (n) · t_j (n) · n^{−s} = ∏ p π^{−1}_j (p, s) π_j(p, s) = 1 − t_{j0} (p) · t_j (p) · (√ p + 1 √p )_{−2s} . V svertke Rankina R_j(s) my opustili vtoroæ indeks j_0, t.k. on fiksirovan, po fftoæ ße priqine on opuwen v lokal~nom mnoßitele πj(p, s), kotoryæ poØvlØlsØ v Ødre integrala (0.22) iz usloviØ vzaimnoæ prostoty (l_1, p) = 1.

PerenosØ kontur (0.22) vlevo na prØmu¸ Re s = 1/2, poluqaem sistemu dvuh usloviæ:

S_j = { π_0(p) + O (_{1√} N ) , j = j_0

0 + O (_{1√} N ) , j ≠ j_0, (0.23)

gde π_0(p) – ffto π_j(p, s) dlØ j = j_0 i s = 1:

π_0(p) = 1 − |t_{j0}(p)|^2 · (√ p + 1 √ p )_{−2} . Iz ocenki |t_j(p)| 6 2 ·^4√p poluqaem ocenku snizu:

π_0(p) ¿ 0, 04, esli p ¿ 13.

124 A. I. VINOGRADOV

DlØ ostavxihsØ prostyh p = 2, 3, 5, 7, 11 vsegda vypolnØetsØ uslovie π_0(p) ≠ 0, t.k. svertka Rankina R_{j0} (s) = R_{j0,j0} (s) imeet pol¸s v toqke s = 1. Pofftomu suwestvuet takaØ konstanta a = a(–_{j0} ) > 0, qto dlØ prostyh p 6 11 spravedlivo uslovie: |π_0(p)| ¿ a > 0. PolagaØ a_0 = min(0, 04, a) iz dvuh neravenstv poluqaem odno, spravedlivoe dlØ vseh prostyh:

|π_0(p)| ¿ a_0 > 0. (0.24)

PodstavlØØ (0.23) v (0.20), poluqaem S ⊗ J ⊗ (η_nL_n)(ω) = e_n 2i · π_0(p) · t_{j0} (q) · ( v + O ( 1 log T )) . (0.25)

IshodØ iz levoæ qasti ravenstva (3.2) [4], my vydelili iskomu¸ veliqinu t_{j0} (q) v (0.25). V dal~neæxem my poluqim dlØ nee ocenku t_{j0} (q) ≪ q^ε, ishodØ iz pravoæ qasti ravenstva (3.2) [4];

ε > 0 – skol~ ugodno malo, no fiksirovano. Poka ße prodolßim

issledovanie levoæ qasti (3.2) [4].

VydelØØ iz (0.7) vtoroe slagaemoe s kofffficientom ε_n(ω) · δ, pridadim emu formu analogiqnu¸ (0.8):

ε_n(ω) · δ · L_n(ω) ≡ δ · (ε_n · L_n)(ω). (0.26)

Napomnim, qto ε_n(ω) – skalØr iz (2.11) [4], δ = ( 0 1 1 0 ) . PrimenØØ k vektoru (0.26) te ße samye operacii usredneniØ J i S, kotorye byli primeneny k (0.8), poluqaem ocenku:

S ⊗ J ⊗ δ · (ε_n · L_n)(ω) ≪ t_{j0} (q) · T^{−1}. (0.27)

�ta ocenka ponimaetsØ v vektornom smysle. Ona ØvlØetsØ sledstviem ocenki (2.15) [4] dlØ skalØra ε_n(ω), kotoru¸ moßno perepisat~ v vide ε_n(ω) ≪ exp(−π|t_1|) s uqetom (0.5).

Ocenka (0.27) spravedliva i dlØ dvuh ostavxihsØ qasteæ vektora (0.7). V rezul~tate poluqaem dlØ vektora (0.7) asimptotiqeskoe ravenstvo:

S ⊗ J ⊗ ((0.7)) = e_n 2i · π_0(p) · t_{j0} (q) · ( v + O ( 1 log T )) , (0.28)

GIPOTEZA PETERSONA 125

qtoby sokratit~ dlinu formul, my ispol~zovali v levoæ qasti (0.28) nomer vektora (0.7) vmesto nego samogo. �tu uprowennu¸ simvoliku my budem ispol~zovat~ i v dal~neæxem.

Esli usrednØ¸wiæ integral~nyæ operator J iz (0.13) zamenit~ na soprØßennyæ k nemu J̄, qto oznaqaet zamenu parametra

s_1 = 1/2 + it_1 na s̄_1 = 1/2 − it_1, togda vmesto verhnego raven-

stva (0.11) budet spravedlivo nißnee i, sootvetstvenno, vmesto (0.28) poØvitsØ ravenstvo:

S ⊗ J̄ ⊗ ((0.7)) = − ē_n 2i · π_0(p) · t_{j0} (q) · ( v + O ( 1 log T )) , (0.29) gde ē_n = δ · e_n =^t(e^π–^n , e^{−π}–^n ).

VyqitaØ poqlenno ravenstvo (0.28) iz (0.29), poluqaem:

S ⊗ (J̄ − J) ⊗ ((0.7)) =

= Ch π–_{j0} · π_0(p) · t_{j0} (q) · ( iv + O ( 1 log T ) ), (0.30)

gde –j0 ≡ –j0,n ≡ –n, t.k. vse sobstvennye funkcii fj,n n-go “Øwi-

ka” ime¸t odin i tot ße parametr –_n = √ λ_n − 1/4.

V (0.30) zaverxeno vydelenie mnoßitelØ t_{j0} (q) iz levoæ qasti (3.2) [4] i naxa glavnaØ zadaqa v dal~neæxem budet sosto- Øt~ v tom, qtoby poluqit~ upomØnutu¸ vyxe ocenku, ispol~zuØ pravu¸ qast~ (3.2) [4]. Perehod k polnoæ gipoteze Petersona:

|t_{j0} (p)| 6 2 ØvlØetsØ uße standartnoæ zadaqeæ. Podrobnosti moß-

no naæti, naprimer, v [7].

§1. Diskretnye sostavlØ¸wie

Napomnim, qto v pravoæ qasti (3.2) [4] simvol R^{disc}_n opredelØetsØ raznost~¸

R^{disc}_n (w) = Γ_1(w) · M_2(w) ·^∘Z^{disc}_n (w) − M_1(w) ·^∞Z^{disc}_n (w), (1.1)

gde^∘Z^{disc}_n i^∞Z^{disc}_n – diskretnye sostavlØ¸wie spektral~nyh razloßeniæ [2, 3] bez n-go “Øwika”. Iz (2.17) [2] i (2.18) [2] poluqaem_∞

Z^{disc}_n (w) = ∑ m≠n ∞ L_m(ω) ·^∞φ(z_m, w). (1.2)

126 A. I. VINOGRADOV

(Napomnim, qto dlØ SL(2, Z) mul~tiplikator trivialen χ ≡ 1.) Analogiqno iz (2.22) [3] poluqaem ∘ Z^{disc}_n (w) = ∑ m≠n ∘ L_m(ω) ·^∘φ(z_m, w). (1.3)

Otmetim, qto Γ_1(w)v pravoæ qasti (1.1) – ffto Γ_q(w) pri q = 1 (ne sleduet putat~ kongruffnc-modul~ q iz [1–4], kotoryæ zdes~ = 1, s parametrom q iz (0.17) fftoæ raboty).

Iz opredelØ¸wego ravenstva (1.6) [4] poluqaem:

Γ_1(w) =

Γ(1 − w_3) Γ(1 − w_2)

· (2π)^{2ω2−1}. (1.4)

˚vnyæ vid vektora^∞L_m(ω), pri uslovii (0.5): l = q ·l_1, priveden v

(0.6). Analogiqno dlØ^∘L_m(ω) s tem ße usloviem (0.5) poluqaem: ∘ L_m(ω) =^t(Ľ_{m,0}, L̂_{m,0})(ω), (1.5) gde Ľ_{m,0}(ω) = ∑ 16j6jm^{αj · ξj · tj(q) · tj (l1) · L} 2 j (s_1)

L̂_{m,0}(ω) = ∑ 16j6jm^{αj · tj (q) · tj (l1) · Lj (s1) · Lj (s̄1).} (1.6)

�ti ravenstva sledu¸t iz [3], §2 formuly (2.21) i (2.22), s uqetom togo, qto my rassmatrivaem sluqaæ gruppy SL(2, Z), gde spektral~nye kofffficienty α_j i t_j odinakovy dlØ verxin ∞ i 0. Pri fftom radi uproweniØ simvoliki my snova opustim vtoroæ indeks m v pravyh qastØh (1.6). My ego vosstanovim, kogda ffto budet principial~no neobhodimo.

Raznica vektorov v ih “perevernutosti” i v momentah L-rØdov Gekke v (0.3) i v (1.6).

Simvol R^{disc}_n (w) vhodit v pravu¸ qast~ (3.2) [4] v toqke

w = z_n = 1/2 + i–_n, k tomu ße on umnoßaetsØ na matriqnyæ

kofffficient c^{−1}_n × M^{−1}_1 (z_n) (bez haraktera dlØ sluqaØ SL(2, Z)), gde c_n = 2π · Γ(2i–_n).

Pofftomu obwaØ diskretnaØ sostavlØ¸waØ pravoæ qasti (3.2) [4] imeet vid:

c^{−1}_n [Γ_1(z_n) · (M^{−1}_1 · M_2)(z_n) ·^∘Z^{disc}_n (z_n) − Z^{disc}_n (z_n)], (1.7)

GIPOTEZA PETERSONA 127 gde (M^{−1}_1 · M_2)(z_n) ≡ M^{−1}_1 (w) · M_2(w) | |_{w=zn} . Napomnim, qto n – fiksirovanno, pofftomu c_n – konstanta. Deæstvie lineænyh operatorov J i S na (1.7) svoditsØ k pokomponentnomu ih primeneni¸. Pofftomu kaßdoe slagaemoe moßno rassmatrivat~ otdel~no. DlØ opredelennosti naqnem so vtorogo slagaemogo, t.k. ono prowe pervogo.

Pod deæstviem fftih operatorov ravenstvo (1.2) transformiruetsØ k vidu:

S ⊗ J ⊗^∞Z^{disc}_n (ω) = ∑ m≠n [S ⊗ J ⊗^∞L_m(ω)] ·^∞φ(z_m, z_n). (1.8)

Teper~ napomnim, qto v levoæ qasti ravenstva (0.6) stoit vek-

tor L_n(ω) =^∞L_n(ω) · ch π–_n, pofftomu sokrawaØ giperboliqeskiæ kosinus sleva i sprava v (0.6) i zamenØØ n na m, poluqaem ∞ L_m(ω) = ∑ 16j6jm^{αj,m · tj,m(q) · tj,m(l1) ·} ∞ L_{j,m}(ω). (1.9) PrimenØØ k fftomu ravenstvu operatory J i S, poluqaem: S ⊗ J ⊗^∞L_m(ω) = ∑ 16j6jm^{αj,m · tj,m(q) · Sj,m ·} ∞ J_{j,m}, (1.10)

gde_∞ J_{j,m} =^t ( 1 2 Ĵ_{j,m}, 1 π ξ_{j,m} · J̌_{j,m} ) ØvlØetsØ vektorom iz (0.14), v kotorom fiksirovannyæ indeks n zamenen na m → ∞.

Toqno takße S_{j,m} ØvlØetsØ summoæ S_j iz (0.20), v kotoroæ

t_j(l_1) ≡ t_{j,n}(l_1) zameneno na t_{j,m}(l_1) iz m-go “Øwika”, kogda m ≠ n.

(V dal~neæxem u peremennoæ summirovaniØ l_1 my opustim nißniæ indeks 1, sohraniv uslovie (l, p) = 1.) V fftom sluqae kontur integrirovaniØ (0.22) moßno sdvinut~ vlevo na prØmu¸

Re s = 1/2. Pri fftom v vidu regulØrnosti svertki Rankina v

toqke s = 1, kogda m ≠ n, poluqaem predstavlenie: S_{j,m} = c_0 2πi ∫ Re s=1/2 N^{s−1} · Γ(s) · π_{j,m}(p, s) · R_{j,m}(s)ds. (1.11)

128 A. I. VINOGRADOV

Kogda m → ∞, my uße ne moßem pol~zovat~sØ vtoroæ ocenkoæ (0.23) dlØ integrala (1.11), t.k. ona byla poluqena pri fiksirovannom n.

Po fftoæ ße priqine nel~zØ pol~zovat~sØ asimptotikoæ [5] dlØ

ocenki vektora^∞J_{j,m} iz (1.10).

DlØ ocenki summy (1.8) razob~em ee na tri qasti:

S ⊗ J ⊗^∞Z^{disc}_n (ω) = ( ∑ m≠n –m 6^√T + ∑ m≠n √ T <–m6T + ∑ m≠n –m >T

) (·) =

= ∑ 1 + ∑ 2 + ∑ 3 . (1.12)

DlØ ocenki vektora^∞φ(z_m, z_n) v pervoæ summe (1.12), kogda –_m 6 √ T vospol~zuemsØ ravenstvami (1.9) [4] i (1.10) [4]. V rezul~tate pri fiksirovannom n i ograniqenii –_m 6 √ T , poluqaem ocenku ∞ φ(z_m, z_n) ≪ 1 –m^{. (1.13)}

Ona ponimaetsØ v vektornom smysle, t.e. kaßdaØ komponenta vektora^∞φ = (φ̂, φ̌) ne prevoshodit po svoemu porØdku pravoæ qasti (1.13), konstanty v ocenke zavisØt ot –_n, hotØ i po raznomu dlØ kaßdoæ komponenty.

Napomnim, qto summa ∑ 1 iz (1.12) vektornaØ ∑ 1 =^t

( ^^∑_{1 ,} ˇ^∑_1^)

i dlØ ee normy spravedliva ocenka ‖ ∑ 1 ‖ = √ |^^∑_{1 |}2_{+ |}ˇ^∑_{1 |}2 6_|^^∑_{1 | + |}ˇ^∑_{1 |. (1.14)}

Rassmotrim dlØ opredelennosti pervoe slagaemoe pravoæ qasti (1.14). Iz principa: “modul~ summy men~xe summy moduleæ slagaemyh” poluqaem ocenku:

^^∑_{1 ≪}^∑

–j 6^√T α_j · |t_j(q)| · |S_j| · Ĵ_j · 1 –j^{, (1.15)}

gde ispol~zovana ocenka (1.13).

GIPOTEZA PETERSONA 129

Pri poluqenii ocenki (1.15) my slomali peregorodki meßdu “Øwikami” v (1.10) i zapisali pravu¸ qast~ (1.15) v privyqnom vide, numeruØ ee slagaemye odnim indeksom j, otveqa¸wim j-oæ sobstvennoæ funkcii diskretnogo spektra. Krome togo, my vkl¸qili v pravu¸ qast~ (1.15) n-yæ “Øwik” kotorogo ne bylo v (1.12) (qtoby j-numeraciØ byla sploxnoæ, bez propuskov). Ego otsutstvie na pervom fftape pozvolilo poluqit~ dlØ summy Rankina S_{j,m} integral~noe predstavlenie (1.11) na prØmoæ

Re s = 1/2, posle qego vozvrawenie n-go “Øwika” v pravu¸ qast~

(1.15) uße ne opasno.

VspominaØ, qto N = q · T , poluqaem iz (1.11) ocenku S_j ≪ R̂_j /√ qT , (1.16) gde R̂_j = ∫ Re s=1/2 |Γ(s)| · |R_{j,j0}(s)|dt, s = 1/2 + it.

R_{j,j0}(s) – svertka Rankina iz (0.22), gde indeks j ¿ 1 l¸boæ, j_0-fiksirovan. DlØ sobstvennyh qisel operatorov Gekke seæqas

izvestna ocenka:

|t_j (q)| 6 σ_0(q) ·^4 √ q = (ν + 1)^4 √ q. Krome togo, po uslovi¸ (0.18) q = p^ν 6 √ T , pofftomu ν +1 6 log T , sledovatel~no |t_j(q)| <^4 √ q · log T. (1.17)

PodstavlØØ (1.17) i (1.16) v (1.15), poluqaem:

^^∑_{1 ≪}^{log T}_{√T √q}^∑

–j 6^√T α_j · R̂_j · Ĵ_j · 1 –j^{. (1.18)}

V Ødre summy (1.18) vospol~zuemsØ neravenstvami Xvarca

2 · R̂_j · Ĵ_j 6 R̂^2_j + Ĵ^2_j . (1.19)

V rezul~tate iz (1.18) poluqaem ocenku

^^∑_{1 ≪}^_{S1,1 +}^_{S1,2. (1.20)}

Slagaemye pravoæ qasti (1.20) poroßdeny sootvetstvu¸wimi slagaemymi (1.19).

130 A. I. VINOGRADOV

DlØ pervoæ summy (1.20) vospol~zuemsØ neravenstvami Xvarca dlØ kvadrata integrala R̂_j iz (1.16) i v rezul~tate poluqim ocenku:

R̂^2_j ≪ ∫ Re s=1/2 |Γ(s)| · |R_{j,j0}(s)|^2dt. (1.21) AnalogiqnaØ procedera dlØ kvadrata integrala Ĵ_j privodit k neravenstvu:

Ĵ^2_j ≪ 1 T · log^2 T · 3T /2∫

T /2 |L_j (s)|^4 dt, s = 1/2 + it. (1.22)

Neravenstvo (1.22) svodit ocenku summy Ŝ_{1,2} k rabote [6] odnim iz rezul~tatov kotoroæ ØvlØetsØ ocenka 4-h momentov rØdov Gekke. Privedem ee v vide otdel~noæ lemmy.

Lemma 1 (Kuznecov N. V.). Esli parametry X i T podqineny

uslovi¸ X 6 T , togda spravedliva dvoænaØ srednØØ ocneka: (s = 1/2 + it) ∑ 1 2 X6–j 6X α_j · T∫ 0 |L_j (s)|^4dt 6 c_0 · T · X^2 · log^c T,

gde c_0 > 0, c > 0 – absol¸tnye konstanty.

�ta lemma ØvlØetsØ sledstviem dokazatel~stva Teoremy 12, [6] dlØ 8-go momenta dzeta-funkcii Rimana.

Zdes~ ße privedem perenos fftoæ ocenki na svertki Rankina, kotoraØ nam potrebuetsØ v dal~neæxem:

Lemma 2 (Kuznecov N. V.). Pri tom ße sootnoxenii meßdu pa-

rametrami: X 6 T spravedliva dvoænaØ srednØØ ocenka dlØ svertok Rankina: (s = 1/2 + it) ∑ 1 2 X6–j 6X α_j · T∫ 0 |R_{j,j0}(s)|^2dt 6 c_{j0} · T · X^2 · log^{c1} ·T.

V fftoæ ocenke c_{j0} > 0 zavisit ot –_{j0}, c_1 > 0 – absol¸tnaØ konstanta.

GIPOTEZA PETERSONA 131

Esli sootnoxenie meßdu parametrami X i T protivopoloßno tomu, qto v Lemmah 1 i 2, togda moßno poluqit~ ocenki odnokratnyh srednih:

Lemma 3 (Ivanec–Dezuæe). Esli s = 1/2 + it, s usloviem, qto

|t| ≪ X, togda spravedliva srednØØ ocenka ∑ 1 2 X6–j 6X α_j · |L_j(s)|^4 ≪ X^{2+ε},

gde ε > 0 – skol~ ugodno malo, no fiksirovano.

�ta Lemma ØvlØetsØ sledstviem ukoroqennogo uravneniØ dlØ rØda Gekke [5] i ocenok bol~xogo rexeta Ivanca–Dezuæe [8].

Fenomen otsutstviØ parametra t v ocenke Lemmy 3 kroetsØ v tonkosti, svØzannoæ s dlinoæ ukoroqennogo uravneniØ [5] dlØ LrØda Gekke. �ta dlina zavisit ot porØdka summy dvuh veliqin:

(–j + |t|), pofftomu esli |t| ≪ –j, togda dlina zavisit faktiqe-

ski tol~ko ot –_j. Ots¸da sleduet, qto parametr t ne vliØet na ocenku v Lemme 3, esli |t| ≪ –_j. Iz Lemmy 3 poluqaem

Sledstvie 1.3. Esli T ≪ X, togda spravedliv analog ocenki

Lemmy 1: ∑ 1 2 X6–j 6X α_j · T∫ 0 |L_j(s)|^4dt ≪ T · X^{2+ε}

s tem ße ε > 0, qto i v Lemme 3.

Soverxenno analogiqna situaciØ s analogom Lemmy 2 dlØ sluqaØ T 6 X.

Lemma 4 (Ivanec–Dezuæe). Esli s = 1/2 + it i |t| ≪ X, togda

spravedliva srednØØ ocenka: ∑ 1 2 X6–j 6X α_j · |R_{j,j0}(s)|^2 ≪ X^{2+ε},

gde ε > 0 – skol~ ugodno malo no fiksirovano.

�ta lemma tak ße ØvlØetsØ sledstviem ukoroqennogo uravneniØ dlØ svertok Rankina i ocenok bol~xogo rexeta [8]. EdinstvennaØ tonkost~ sostoit v tom, qto nekuda soslat~sØ na Øvnyæ

132 A. I. VINOGRADOV

vid ukoroqennogo uravneniØ dlØ svertok Rankina, hotØ specialistam ponØtno, qto poluqit~ ego moßno, esli vozniknet takaØ neobhodimost~.

TakaØ neobhodimost~ zdes~ voznikla, pofftomu my poluqim ffto uravnenie v sledu¸wem paragrafe dlØ polnoty izloßeniØ, a poka privedem analog SledstviØ 1.3:

Sledstvie 1.4. Esli T ≪ X, togda spravedliv analog ocenki iz

Lemmy 2: (s = 1/2 + it) ∑ 1 2 X6–j 6X α_j · T∫ 0 |R_{j,j0}(s)|62dt ≪ T · X^{2+ε}

s toæ ße ε > 0, qto i Lemme 4.

Privedennye qetyre lemmy i dva sledstviØ iz nih budut osnovnymi raboqimi lemmami v dal~neæxem.

V qastnosti iz Lemmy 1 poluqaem ocenku

Ŝ_{1,2} ≪ q^{−1/4} · log^c T. (1.23)

DlØ ocenki summy Ŝ_{1,2} iz (1.20) zametim, qto Γ(s)v (1.21) ffksponencial~no ubyvaet po t = Im s, pofftomu moßno otbrosit~ qasti integrala s usloviem |t| ¿ c_0 · log T = t_0, gde c_0 ¿ 1 – nekotoraØ fiksirovannaØ konstanta. V rezul~tate dlØ Ŝ_{1,1} poluqaetsØ ocenka:

Ŝ_{1,1} ≪ ∫ l0 |Γ(s)| · V (s)dt + O(q^{−1/4}), (1.24) gde l_0 = {s = 1/2 + it, |t| 6 t_0}.

V (s) = ∑ –j 6^√T α_j · |R_{j,j0}(s)|^2 1 –j · log T √ T √ q . Summu V (s) takße razob~em na dve qasti:

V (s) = log T √ T √ q ∑ –j 6^{4√}T + ∑ 4√T <–_j 6√T (·) =

= V^{(1)}(s) + V^{(2)}(s). (1.25)

GIPOTEZA PETERSONA 133

DlØ pervoæ summy V^{(1)}(s) po teoreme o vypuklosti dlØ normirovannoæ svertki Rankina ζ(2s) · R_{j,j0}(s) poluqaem ocenku

V^{(1)}(s) ≪ q^{−1/4} · log^5 T. (1.26)

Summu V^{(2)}(s) iz (1.25) razob~em na “Øwiki” vida: x_k 6 –_j <

x_{k+1}, gde x_0 =^4 √ T , x_{k+1} = 2 · x_k; 0 6 k 6 k_0, k_0 =

[_{log 4}√_T

log 2 ] . V rezul~tate poluqaem ocenku:

V^{(2)}(s) 6 log T √ T √ q · k0∑ k=0 1 x_k · V_k(s), (1.27) gde V_k(s) = ∑ x_k6–_j <2x_k α_j · |R_{j,j0}(s)|^2. Summu V_k(s) iz (1.27) my ocenim metodom bol~xogo rexeta [8] (Lemma 4), no poka poluqim ukoroqennoe uravnenie dlØ svertki Rankina.

§2. Ukoroqennoe uravnenie

DlØ normirovannoæ svertki Rankina R^∗_{j,j0}(s) = ζ(2s) · R_{j,j0}(s), j ≠ j_0, Re s = 1/2 spravedlivo predstavlenie

R^∗_{j,j0}(s) = R^∗_k(s) + 1 2πi ∫ Re w=−3/4 x^{r·w}_k · Γ(w) · R^∗_{j,j0}(s + rw)dw, (2.1) gde R^∗_k(s) = ∞∑ m=1 m^{−s} · a_j (m) · exp [ − ( m x_k )_r] r ¿ 1 – skol~ ugodno veliko, no fiksirovano, aj(m) – koffffici-

ent Dirihle svertki R^∗_{j,j0}(s):

a_j (m) = ∑ m=nd2 t_j (n) · t_{j0} (n). (2.2)

Uravnenie (2.1) moßno poluqit~, esli v summu R^∗_k(s) podstavit~ integral~noe predstavlenie exp [ − ( m x_k )_r] = 1 2πi ∫ Re w> 12_r ( x_k m )_{rw} Γ(w)dw.

134 A. I. VINOGRADOV

I zatem zapisat~ ee v vide integral~nogo srednego ot normirovannoæ svertki Rankina:

R^∗_k(s) = 1 2πi ∫ Re w> 12_r x^{rw}_k · Γ(w) · R^∗_{j,j0}(s + rw)dw. (2.3) Zatem perenosom kontura (2.3) vlevo na prØmu¸ Re w = −3/4, poluqaem uravnenie (2.1).

Esli sobstvennye funkcii f_{j0} (z) i f_j (z) odinakovoæ qetnosti, togda v Ødre (2.2) vospol~zuemsØ funkcional~nym uravneniem: R^∗_{j,j0}(ω) = π^{4(ω−1/2} · Γ^{(4)}(1 − ω, i–_j, i–_{j0} ) Γ^{(4)}(ω, i–_j , i–_{j0})

R^∗_{j,j0}(1 − ω), (2.4)

gde ω = s + rw

Γ^{(4)}(ω; ν, μ) = Π Γ ( ω ± ν ± μ 2 ) . (2.5)

V pravoæ qasti (2.5) stoit proizvedenie qetyreh Γ-funkciæ dlØ qetyreh kombinaciæ znakov v summe (ω ± ν ± μ).

Esli sobstvennye funkcii raznoæ qetnosti, togda otnoxenie Γ-mnoßiteleæ v (2.4) nado zamenit~ drugim:

Γ^{(4)}(2 − ω; i–_j, i–_{j0} ) Γ^{(4)}(ω + 1; i–_j, i–_{j0} )

. (2.6)

Podrobnosti sm. v [9]. Zatem vydelØem v rØde Rankina R^∗_{j,j0}(1−ω) ego koneqnu¸ qast~ m 6 x^{2+ε}_k i sdvigami dlØ nee kontur vpravo na prØmu¸ Re w = −1/ log T , a dlØ beskoneqnoæ qasti m > x^{2+ε}_k – vlevo na prØmu¸ Re w = −3/2. V rezul~tate iz (2.1) poluqaem ocenku: R^∗_{j,j0}(s) ≪ |R^∗_k(s)| + ∫ l1 |Γ(w)| · |R_{2,k}(1 − s − rw)|du + O ( 1 x_k ) , (2.7) gde l_1 = { w = − 1 log T + iu; |u| ≪ log T } R_{2,k} – upomØnutyæ vyxe koneqnyæ otrezok:

R_{2,k}(1 − ω) = ∑ m6x^{2+ε}_k a_j (m)/m^{1−ω} (2.8)

GIPOTEZA PETERSONA 135

ε > 0 – skol~ ugodno malo, no fiksirovano. Parametry r i ε

svØzany ravenstvom r = 2 ε . Otmetim, qto –_{j0} – fiksirovano, v to vremØ kak –_j ¿^4 √ T i T → ∞, pofftomu sluqaæ sovpadeniØ indeksov j_0 i j iskl¸qen,

qto uqteno v naqale fftogo paragrafa. No v principe fftim metodom poluqaetsØ i sluqaæ j = j_0. Togda dobavlØetsØ ewe odno slagaemoe ot pol¸sa v ediniqnoæ toqke u svertki Rankina.

V pravoæ qasti (2.7) my ograniqili kontur koneqnym otrezkom l_1 logarifmiqeskoæ dliny v vidu ffksponencial~nogo ubyvaniØ funkcii Γ(w). Takoæ priem uße byl ispol~zovan vyxe.

Sloßnoe otnoxenie Γ-mnoßiteleæ iz (2.4) ili (2.5) imeet porØdok 0(1) na prØmoæ Re w = −1/ log T pri dostatoqno bol~xom

T ¿ T0(ε), pofftomu ono otsutstvuet v Ødre integrala (2.7). Osta-

tok v (2.7) poluqaetsØ ot sloßeniØ beskoneqnoæ qasti m > x^{2+ε}_k i otbroxennyh integralov s usloviem | Im w| ≫ log T .

Nam ostalos~ zamenit~ beskoneqnu¸ summu R^∗_k(s) iz (2.1) ee koneqnym otrezkom m 6 x^{2+ε}_k

R^∗_k(s) = R_{1,k}(s) + O ( 1 x_k ) , (2.9) gde R_{1,k}(s) = ∑ m6x^{2+k}_k m^{−s} · a_j(m) · exp [ − ( m x_k )_r ] . V rezul~tate iz (2.7) poluqaetsØ ocenka: |R^∗_{j,j0}(s)|^2 ≪ |R_{1,k}(s)|^2 + ∫ l1 |Γ(w)| · |R_{2,k}(1 − ω − rw)|^2 du + O ( 1 x^2_k ) . (2.10) DlØ togo, qtoby poluqit~ ukoroqennoe uravnenie dlØ nenormirovannoæ svertki Rankina R_{j,j0} dostatoqno zametit~, qto R_{j,j0}(s) = ζ^{−1}(2s) · R^∗_{j,j0}(s). I krome togo na prØmoæ Re s = 1/2 spravedliva ocenka: |ζ(2s)|^{−1} ≪ log |2s|.

136 A. I. VINOGRADOV

Pofftomu na prØmoæ Re s = 1/2 spravedliva ocenka

|R_{j,j0}(s)|^2 ≪ |R^∗_{j,j0}(s)|^2 · log^2 |2s|. (2.11)

PodstavlØØ (2.10) v pravu¸ qast~ (2.11), poluqaem ocenku dlØ

|R_{j,j0}(s)|^2, kotoraØ pozvolØet vmeste s (1.27), primenit~ k V_k(s)

metod bol~xogo rexeta [8] (Lemma 4 fftoæ raboty) i poluqit~ ocenku:

V_k(s) ≪ x^{2·(1+ε)}

k . (2.12)

�ta ocenka vmeste s neravenstvom (1.27), privodit k okonqatel~- noæ ocenke vtoroæ summy (1.25):

V^{(2)}(s) ≪ T^ε · q^{−1/4}. (2.13)

PodstavlØØ (2.13) i (1.26) v (1.25) i zatem v (1.24), poluqaem okonqatel~nu¸ ocenku dlØ pervoæ summy (1.20):

Ŝ_{1,1} ≪ T^ε · q^{−1/4}. (2.14)

PodstavlØØ (2.14) i (1.23) v (1.20), poluqaem:

^^∑_{1 ≪ T} ε_{· q}−1/4_{. (2.15)}

HotØ v poslednih qetyreh ocenkah (2.12)–(2.15) ispol~zovan odin i tot ße simvol ε > 0 dlØ skol~ ugodno maloæ, no fiksirovannoæ veliqiny, na samom dele ffto raznye veliqiny, kotorye otliqa¸tsØ drug ot druga mnoßitelØmi neprevoshodØwimi 4.

DlØ togo, qtoby poluqit~ ocenku vtoroæ summy v (1.4), vypixem dlØ nee analog ocenki (1.15):

^^∑_{1 ≪}^∑ –j <^√T α_j · |t_j(q)| · |S_j | · |J̌_j| · 1 –j^{, (2.16)} gde J̌_j = π^2/24

T log T 3T /2∫

T /2 L_j (s_1) · L_j (s̄_1)dt_1.

Iz Øvnogo vida fftogo normirovannogo integrala sleduet ocenka: |J̌_j| 6 Ĵ_j.

GIPOTEZA PETERSONA 137

PodstavlØØ ee v (2.16) my vidim, qto vtoraØ komponenta (1.14) udovletvorØet toæ ße ocenke, qto i pervaØ. Pofftomu okonqatel~- no poluqaem ‖ ∑ 1 ‖ ≪ T^ε · q^{−1/4}. (2.17)

Napomnim, qto po uslovi¸ (0.18) q = T^{ε0} , gde ε_0 6 1/2 – fiksirovano. V dal~neæxem moßno sqitat~, qto ε_0 = 1/2. Pofftomu pravaØ qast~ (2.17) ne bol~xe veliqiny 0(1), t.k. ε > 0 skol~ ugodno malo i moßno sqitat~, qto ε < 0.25 · ε_0 = 0, 125.

Pofftomu ocenku (2.17) moßno uprostit~ i perepisat~ v vide: ‖ ∑ 1 ‖ ≪ 1. (2.18)

DlØ ocenki vtoroæ summy v (1.12) ne vygodno pol~zovat~sØ ocenkami (1.9) [4] i (1.10) [4], kotorye byli poluqeny sdvigom konturov vpravo. V fftom sluqae sleduet ispol~zovat~ sdvig vlevo na prØmu¸ Re s = 1/2 − σ, gde σ > 1 – skol~ ugodno veliko, no fiksirovano. Togda vmesto (1.13) poluqaem ocenku ∞ φ(z_m, z_n) ≪ 1 –m^{· (} √ T –m^{)2σ. (2.19)}

Ona sil~nee ocenki (1.13) dlØ –_m > √ T . Zatem sleduet v predyduwih rassußdeniØh zamenit~ ocenku (1.13) na (2.19), v rezul~- tate poluqim analog ocenki (2.18): ‖ ∑ 2 ‖ ≪ 1. (2.20)

DlØ tret~eæ summy (1.12) pri –_m > T my uße ne moßem pol~zovat~sØ ocenkami 4-h momentov Kuznecova [6] (Lemma 1 fftoæ raboty). No v fftom sluqae naqinaet rabotat~ na polnu¸ mownost~ ocenka (2.19), iz kotoroæ sleduet, qto pri –_m > T spravedliva ocenka:_∞

φ(z_m, z_n) ≪ –^{−1−σ}_m , (2.21)

gde σ > 1 – skol~ ugodno veliko, no fiksirovano. Pofftomu dlØ ocenki tret~eæ summy (1.12) dostatoqno obyqnyh ocenok po vypuklosti kak dlØ rØdov Gekke, tak i dlØ svertok Rankina.

V rezul~tate poluqaem analog ocenki (2.20): ‖ ∑ 3 ‖ ≪ 1. (2.22)

138 A. I. VINOGRADOV

PodstavlØØ (2.22), (2.20) i (2.18) v (1.12), poluqaem okonqatel~nu¸ ocenku:

S ⊗ J ⊗^∞Z^{disc}_n (z_n) ≪ 1. (2.23)

§3. DiskretnaØ qast~. Okonqanie

VernemsØ k pervomu slagaemomu v (1.7) i napomnim, qto

M_1(w) ≡ M(w_1, w_2), M_2(w) ≡ M(w_1, w_3). �ti sokraweniØ byli

vvedeny v §1 [4].

DlØ parametrov w_i, i = 1, 2, 3 (sm. §2, [4]) vmeste s usloviØmi (0.4) i (0.5) fftoæ raboty, poluqaem ravenstva

w_1 = w_3 = w − it_1

w_2 = w + it_1. (3.1)

Ispol~zuØ fftu tablicu, poluqaem Øvnyæ vid matric M^{−1}_1 (w) i

M_2(w) dlØ w = z_n = 1/2 + i–_n (sm. §2, [4]). Posle ih peremnoße-

niØ, poluqaem asimptotiqeskoe ravenstvo

(M^{−1}_1 · M_2)(z_n) = ie^{−π}–^n δ + O(e^{−π|t1|}), (3.2)

gde δ = ( 0 1 1 0 ) , ostatok v (3.2) oznaqaet matricu ( α_{11} α_{12} α_{21} α_{22} )

dlØ kaßdoæ komponenty kotoroæ spravedliva ocenka α_{ij} ≪ e^{−π|t1|}. (3.3) Konstanty v ocenke (3.3) raznye dlØ raznyh par indeksov (i, j), vse oni zavisØt ot –_n, no kaßdaØ ne bol~xe veliqiny exp(π–_n).

Iz (1.4) i tablicy (3.1) poluqaem ravenstvo:

Γ_1(z_n) ≡ Γ_1(z_n, s_1) =

Γ(s_1 − i–_n) Γ(s̄_1 + i–_n)

· (2π)^{−2it1} . (3.4)

Ots¸da sleduet ravenstvo dlØ modulØ: (Re s_1 = 1/2)

|Γ_1(z_n)| ≡ |Γ_1(z_n, s_1)| = 1. (3.5)

Asimptotiqeskoe ravenstvo (3.2) pozvolØet vydelit~ iz pervogo slagaemogo (1.7) glavnyæ vektor vida

ie^{−π}–^n · Γ_1(z_n)δ^∘Z^{disc}_n (z_n). (3.6)

GIPOTEZA PETERSONA 139

Ostatoqnyæ vektor ffksponencial~no ubyvaet po t_1 kak ffto vidno iz (3.2) i (3.3), pofftomu on ocenivaetsØ trivial~no i my na nem ostanavlivat~sØ ne budem.

Primenenie operatorov J i S k vektoru (3.6) privodit k analogu ravenstva (1.8):

S ⊗ J ⊗ Γ_1(z_n)δ^∘Z^{disc}_n (z_n) = = ∑ m≠n [S ⊗ J ⊗ Γ_1(z_n)δ^∘L_m(ω)]δ^∘φ(z_m, z_n). (3.7)

Iz opredeleniØ vektora-funkcii^∘φ = (φ̌, φ̂) (sm. §2, [3]) sleduet ravenstvo

δ^∘φ(z_m, z_n) =^∞φ(z_m, z_n). (3.8)

Krome togo spravedlivo ravenstvo

δ^∘L_m(ω) =^t(L̂_{m,0}, Ľ_{m,0})(ω), (3.9)

kotoroe privodit k analogu ravenstva (1.10):

S ⊗ J ⊗ Γ_1(z_n)δ^∘L_m(ω) = = ∑ 16j6jm^{αj,m · tj,m(q) · Sj,m ·} ( 1 2 Ĵ_{j,m;0}, 1 π ξ_{j,m}J̌_{j,m,0} ) . (3.10)

V pravoæ qasti (3.10) integraly Ĵ_{j,m,0} i J̌_{j,m,0} otliqa¸btsØ ot sootvetstvu¸wih integralov v (1.10) svoimi Ødrami. V pervom iz nih stoit proizvedenie

Γ_1(z_n; s_1) · L_{j,m}(s_1) · L_{j,m}(s̄_1),

a vo vtorom:

Γ_1(z_n; s_1) · L^2_{j,m}(s_1).

V silu ravenstva (3.5) dlØ nih spravedlivy ocenki: |Ĵ_{j,m,0}| 6 Ĵ_{j,m}; |J̌_{j,m,0}| 6 Ĵ_{j,m}. (3.11) Pofftomu dlØ vektora (3.7) spravedliv analog ocenki (2.23). Dobavlenie mnoßitelØ

i · c^{−1}_n exp(−π–_n)

140 A. I. VINOGRADOV

ne menØet ee, t.k. n – fiksirovano.

V rezul~tate poluqaem ocenku srednego diskretnoæ sostavlØ- ¸weæ (1.1) v toqke w = z_n:

S ⊗ J ⊗ (M^{−1}_1 · R^{disc}_n (z_n) ≪ 1. (3.12)

AnalogiqnaØ ocenka verna pri zamene operatora J na soprØßennyæ J̄:

S ⊗ J̄ ⊗ (M^{−1}_1 · R^{disc}_n )(z_n) ≪ 1. (3.13)

Iz ocenok (3.12) i (3.13) sleduet okonqatel~naØ ocenka

S ⊗ (J̄ − J) ⊗ (M^{−1}_1 · R^{disc}_n )(z_n) ≪ 1. (3.14)

§4. Koneqnomernye prostranstva

V pravoæ qasti (3.2) [4] veliqina R_n(w) vpervye poØvilas~ v ravenstve (1.7) [4]. Ona opredelØetsØ raznost~¸ sostavlØ¸wih

cusp -form i nepreryvnogo spektra dvuh verxin

R_n(w) = R^{cusp}_n (w) + R^{con}_n (w), (4.1) gde R^{cusp}_n (w) = Γ_1(w) · M_2(w)^∘Z^{cusp} (w, φ) − M_1(w) ·^∞Z^{cusp} (w, φ). (4.2)

Analogiqno opredelØetsØ R^{con}_n (w).

V fftom paragrafe my issleduem cusp -komponentu (4.2), a v sledu¸wem – nepreryvnu¸. Po analogii s §1 nam nado pereæti ot komponenty (4.2) v toqke w = z_n k analogu vektora (1.7):

(M^{−1}_1 · R^{cusp}_n )(z_n) = Γ_1(z_n) · (M^{−1}_1 M_2)(z_n) ·^∘Z^{cusp} (z_n, φ) −^∞Z^{cusp} (z_n, φ)

(4.3) s temi ße oboznaqeniØmi kofffficientov, qto i v (1.7).

Po analogii s §1 my naqnem issledovat~ deæstvie operatorov J i S na vtoroe slagaemoe v (4.3) i po puti napomnim, qto vektor ∞ Z^{cusp} opredelØetsØ v [2] ravenstvom ∞ Z^{cusp} (w, φ) =^t(^∞Z^{cusp}_l (w, φ), 0). (4.4)

Pofftomu analogom vektornogo ravenstva (1.8) v dannom sluqae ØvlØetsØ skalØrnoe ravenstvo

S ⊗ J ⊗^∞Z^{cusp}_l (z_n, φ) = 1 2π ∑ m≡0(2) i^m · φ̃(m − 1)×

GIPOTEZA PETERSONA 141 × ∑ 16j6jm^{αj,m · t} ∗ j,m(q) · S^∗_{j,m} · J^∗_{j,m}, (4.5) kotoroe sleduet iz (5.11) [2]. Pri fftom zdes~ J^∗_{j,m} – analog integrala Ĵ_{j,m} iz (1.11), gde L_{j,m} nado zamenit~ normirovannym rØdom Gekke L^∗_{j,m} dlØ cusp -form vesa m (sm. §5, [2]);

S^∗_{j,m} – analog summy (0.20), gde t_j (l) nado zamenit~ na t^∗_{j,m}(l)

– normirovannym sobstvennym znaqeniem operatora Gekke dlØ j-oæ cusp -formy vesa m (sm. §5, [2]): S^∗_{j,m} = c_0 N ∑ (l,p)=1 t^∗_{j,m}(l) · t_{j0} (l) · exp ( − l N ) . (4.6)

Otmetim, qto smexannaØ svertka Rankina R^∗_{j,m,j0}(s) = ∞∑ n=1 n^{−s} · t^∗_{j,m}(n) · t_{j0} (n), Re s > 1 ne imeet pol¸sa v toqke s = 1. Pofftomu summa (4.6) imeet analog integral~nogo predstavleniØ (1.11): SJ^∗_{j,m} = c_0 2πi ∫ Re s=1/2 N^{s−1} · Γ(s) · π_{j,m}(p, s) · R^∗_{j,m,j0}(s)ds. (4.7) Iz fftogo ravenstva sleduet analog ocenki (1.16): S^∗_{j,m} ≪ 1 √ N R^∗_{j,m}, (4.8) gde R^∗_{j,m} = ∫ Re s=1/2 |Γ(s)| · |R^∗_{j,m,j0}(s)|dt, t = Im s. (4.9) Krome togo, vospol~zuemsØ ocenkoæ DelinØ

|t^∗_{j,m}(q)| 6 ν + 1 (t.k. q = p^ν) (4.10)

i podstavim ee, vmeste s (4.8), v pravu¸ qast~ (4.5). V rezul~- tate poluqaem:

S ⊗ J ⊗^∞Z^{cusp}_l (z_n, φ) ≪ ν + 1 √ T · q ∑ m≡0(2) |^∞φ(m − 1)|×

142 A. I. VINOGRADOV × ∑ 16j6jm^{αj,m · R} ∗ j,m · J^∗_{j,m} (N = q · T ). (4.11) DlØ funkcii φ̃(m−1), pri w = z_n, poluqaem iz (5.14) [2] analogi ocenok (1.15) i (1.20), gde –_j nado zamenit~ na m: φ̃(m − 1) ≪ {_1 m , m 6 √ T 1 m (^√_T m )_{2σ} , m > √ T , (4.12)

gde σ > 1 – skol~ ugodno veliko, no fiksirovano (pri dostatoqno bol~xom T ¿ T_0(σ)).

HotØ zdes~ takße spravedlivy analogi Lemm 1–4 iz §1, tem ne menee dlØ cusp -form moßno ispol~zovat~ bolee grubu¸ shemu ocenok summy (4.11). DlØ fftogo razob~em ee na tri qasti:

m 6^√T ,^√T < m 6 T, m > T (4.13)

i v pervyh dvuh “Øwikah” (4.13) vospol~zuemsØ ocenkoæ po vypuklosti na polovinnoæ prØmoæ dlØ svertki Rankina v Ødre integrala (4.9). V rezul~tate poluqaetsØ ocenka:

R^∗_{j,m} ≪ m · log^5(T + m). (4.14)

Zatem vospol~zuemsØ ukoroqennym uravneniem dlØ rØda Gekke

L^∗_{j,m} i poluqim ocenku normirovannogo integrala J^∗_{j,m}:

J^∗_{j,m} ≪ log^3 T. (4.15)

�ta ocenka spravedliva dlØ vseh m 6 T s absol¸tnoæ konstantoæ v simvole ≪. (Konstanta v (4.14) zavisit ot –_{j0} ≡ –_n.)

V rezul~tate poluqaem ocenku dvuh pervyh qasteæ summy (4.11), otveqa¸wu¸ pervym dvum “Øwikam” (4.13). Vmeste po svoemu porØdku oni ne bol~xe summy

log^9 T √ T · q · ∑ m6T,m≡0(2) m · |φ̃(m − 1)| · ∑ 16j6jm^{αj,m.} (4.16)

DlØ vnutrenneæ summy (4.16) iz ravenstva (6.38) [7], poluqaem ocenku: ∑ 16j6jm^{αj,m ≪ 1.} (4.17)

GIPOTEZA PETERSONA 143

PodstavlØØ (4.17) i (4.12) v (4.16) vidim, qto porØdok fftoæ summy ne bol~xe veliqiny

log^9 T √q . (4.18)

Esli m > T , togda iz treh ocenok (4.14), (4.15) i (4.17) pervaØ i tret~Ø osta¸tsØ spravedlivymi, a ocenka (4.15) prinimaet vid: J^∗_{j,m} ≪ m · log^4 m T · log T . (4.19)

Krome togo pri m ¿ T iz vtorogo neravenstva (4.12) poluqaem ocenku:

φ̃(m − 1) ≪ m^{−1−σ}, m ¿ T ¿ T_0(σ), (4.20)

gde σ > 1 – skol~ ugodno veliko, no fiksirovano. Pofftomu qast~ summy (4.11) dlØ m > T po svoemu porØdku ne prevoshodit veliqiny (4.18). Pofftomu iz (4.11) poluqaem:

S ⊗ J ⊗^∞Z^{cusp}_l (z_n, φ) ≪ q^{−1/2+ε}, (4.21)

gde ε > 0 – skol~ ugodno malo, no fiksirovano.

Stepennoæ zapas 1/2 v ocenke (4.21) pokazyvaet, qto ocenka DelinØ zdes~ ne po suwestvu, ee moßno zamenit~ bolee gruboæ ocenkoæ (1.17).

DlØ ocenki pervoæ komponenty (4.3) sleduet vospol~zovat~sØ rassußdeniØmi §3, kotorye svodØt zadaqu k poluqennoæ ocenke (4.21).

V rezul~tate dlØ levoæ qasti (4.3) poluqaem obwu¸ ocenku

S ⊗ J(M^{−1}_1 · R^{cusp} )(z_n) ≪ q^{−1/2+ε}. (4.22)

Ona ostaetsØ spravedlivoæ pri zamene operatora J na soprØßennyæ k nemu J̄. V rezul~tate poluqaem okonqatel~nu¸ ocenku dlØ cusp -komponent:

S ⊗ (J̄ − J) ⊗ (M^{−1}_1 · R^{cusp}_n )(z_n) ≪ q^{−1/2+ε}. (4.23)

§5. Nepreryvnye komponenty

Nepreryvnye komponenty v obwem vide dlØ kongruffnc-grupp s mul~tiplikatorom privedeny v [2] i [3]. Pri perehode k sluqa¸ SL(2, Z), kotoryæ my rassmatrivaem zdesb, oni uprowa¸tsØ. Ravenstvo (3.10) [2] pri ω_2 = ω̄_1 (kogda ω_1 = s_1 = 1/2 + it_1)

144 A. I. VINOGRADOV

dlØ gruppy SL(2Z) prinimaet vid: ∞ Z^{con}_l (w, φ) = 1 πi ∫ Re z=1/2 ζ(s_1, z) · τ_z (l) · φ̂(z, w)|ζ(2z)|^{−2}dz−

−2ζ(0) [ V̂_∞(s_1, w)τ_{it1} (l) + V̂_∞(s̄_1, w)τ_{−it1}(l) ] , (5.1) gde ζ(s_1, z) = ζ(z + it_1)ζ(1 − z + it_1)ζ(z − it_1)ζ(1 − z − it_1)

V̂_∞(s_1, w) = ζ(2 − 2s_1)ζ^{−1}(3 − 2s_1)φ̂( 3 2 − s_1, w ) ζ(s) – dzeta-funkciØ Rimana.

Pri uproweniØh ravenstva (5.1) my ispol~zovali funkcional~nye uravneniØ: τ_s(l) = τ_{1−s}(l) i φ̂(s, w) = φ̂(1 − s, w). Ravenstvo (4.7) [2] pri fftih ße usloviØh prinimaet vid: ∞ Z^{con}_{−l} (w, φ) = 1 πi ∫ Re z=1/2 ζ(s_1, z)τ_z(l)φ̌(z, w)ζ^{−2}(2z)dz−

−2ζ(0)[V̌_∞(s_1, w)τ_{s1+1/2}(l) + V̌_l(s̄_1, w)τ_{s̄1−1/2}(l)], (5.2) gde V̌_∞(s_1, w) = ζ(2s_1 − 1)ζ(2s̄_1)[ζ^{−2}(3 − 2s_1) + ζ^{−2}(2s_1 + 1)]φ̌( 3 2 − s_1, w ) ζ(s_1, w) iz (5.1).

PravaØ qast~ ravenstva (3.10) [3] v sluqae gruppy SL(2, Z) imeet razreximu¸ osobennost~ v toqke s_2 = 1/2, ustravniv kotoru¸, poluqaem analog ravenstva (5.2) s temi ße usloviØmi na kompleksnye parametry ω_2 = ω̄_1 = 1 − ω_1, ω_1 = s_1 = 1/2 + it_1: ∘ Z^{con}_{−l} (w, φ) = 1 πi ∫ Re z=1/2

ζ^2(z + it_1)ζ^2(1 − z + it_1)τ_z (l) φ̌(z, w) ζ^2(2z) dz−

−2 [ τ^′ τ (it_1, l) + φ̌^′ φ̌ (it_1, w) − 3 ζ^′ ζ (2it_1) − 4 ζ^′ ζ (−2it_1) ] ×

GIPOTEZA PETERSONA 145 ×|ζ(2it_1)|^2ζ^{−2}(2 − 2it_1)τ_{it1} (l)φ̌(it_1, w)− −2 [ 2γ + ζ^′ ζ (2it_1) ][ 1 + ζ^2(2it_1) ζ^2(2 − 2it_1) ] τ_{it1} (l)φ̌(it_1, w)−

−2 [ ζ^′ ζ (2it_1) − τ^′ τ (it_1; l) − φ̌^′ φ̌ (it_1, w) ] ζ(−2it_1) ζ(2it) × ×τ_{it1} (l) · φ̌(it_1, w); γ – konstanta �ælera. (5.3)

Otmetim, qto^{φ̌0}_{φ̌} oznaqaet logarifmiqesku¸ proizvodnu¸ funkcii φ̌(s, w) po parametru s; analogiqnyæ smysl imeet simvol^{τ 0}_τ (s; l) dlØ funkcii τ_s(l).

Iz ravenstva (3.20) [3] poluqaem analog ravenstva (5.3) dlØ komponenty^∘Z^{con}_{+l} : ∘ Z^{con}_{+l} (w, φ) = 1 πi ∫ Re z=1/2

ζ^2(z + it_1)ζ^2(1 − z + it_1) ζ(2z)ζ(2 − 2z) τ_z(l)φ̌(z, )dz+

+4 [ τ^′ τ (it_1, l) + φ̂^′ φ̂ (it_1, w) + 2 ζ^′ ζ (−2it) − 2γ ] ζ(2it_1) ζ(2 − 2it_1) × ×τ_{it1} (l)φ̂(it_1, w). (5.4)

V dal~neæxem sostavlØ¸wie vektora ∞ Z^{con} (w, φ) =^t(^∞Z^{con}_{+l} ,^∞Z^{con}_{−l} )(w, l) (5.5)

i vektora_∘

Z^{con} (w, φ) =^t(^∘Z^{con}_{−l} ,^∘Z^{con}_{+l} )(w, φ) (5.6)

budut opredelØt~sØ ravenstvami (5.1)–(5.4).

NepreryvnaØ sostavlØ¸waØ R^{con}_n (z_n) pravoæ qasti (4.1) opredelØetsØ qerez vektora (5.5) i (5.6) ravenstvom:

R^{con}_n (z_n) = Γ_1(z_n)M_2(z_n)^∘Z^{con} (z_n, φ) − M_1(z_n)^∞Z^{con} (z_n, φ). (5.7)

Po analogii s predyduwimi paragrafami sleduet pereæti ot (5.7) k vektoru:

(M^{−1}_1 R^{con}_n (z_n) = Γ_1(z_n)(M^{−1}_1 M_2)(z_n)^∘Z^{con} (z_n, φ)−^∞Z^{con} (z_n, φ) (5.8)

146 A. I. VINOGRADOV

s temi ße oboznaqeniØmi dlØ matriqnyh kofffficientov qto i v predyduwih paragrafah (sm. §3).

Tak ße po analogii s §1 i §4 my naqnem issledovat~ deæstvie operatorov J i S na vtoroe slagaemoe pravoæ qasti (5.8) (bez postoØnnoæ c^{−1}_n ). Issledovanie usrednennogo vektora

S ⊗ J ⊗^∞Z^{con} (z_n, φ) (5.9)

raspadaetsØ na issledovanie ego komponent iz (5.5). DlØ opredelennosti my naqnem so vtoroæ komponenty

S ⊗ J ⊗^∞Z^{con}_{−l} (z_n, φ), (5.10)

t.k. struktura vneintegral~nogo slagaemogo pravoæ qasti (5.2) trebuet bolee tonkogo sqeta po sravneni¸ s (5.1). Ravenstvo (5.2) pokazyvaet, qto issledovanie (5.10) raspadaetsØ na dve qasti: Issledovanie integrala: 1 πi ∫ Re z=1/2

J(z)S(z)τ_z (q)φ̌(z, z_0)ζ^{−2}(2z)dz, (5.11) gde J(z) = π^2/24 T log T 3T /2∫

T /2 ζ(s_1, z)dz (5.12)

S(z) = c_0 N ∑ (l,p)=1 t_{j0} τ_z(l) exp ( − l N ) , (5.13)

i dvuh vneintegral~nyh slagaemyh:

2ζ(0)[J_n(V̌_∞; S) + J̄_n(V̌_∞; S)], (5.14) gde J_n(V̌_∞, S) = π^2/24 T log T 3T /2∫

T /2 V̌_∞(s_1, z_n)S(it_1)τ_{it1} (q)dt_1 (5.15)

simvol V̌_∞(s_1, z_n) opredelen v (5.2); S(it) iz (5.13).

Veliqina J̄_n v (5.14) opredelØetsØ ravenstvom (5.15), kogda parametr integrirovaniØ pravoæ qasti s_1 = 1/2 + it, zamenen na soprØßennyæ s̄_1 = 1/2 − it_1.

GIPOTEZA PETERSONA 147

Ispol~zuØ integral~nyæ operator (0.21) svedem summu (5.13) k analogu integrala (0.22): S(z) = c_0 2πi × × ∫ Re s>1+| Re z−1/2| N^{s−1}Γ(s)L_{j0} (s̄ + z̄ − 1/2)L̄_{j0} (s̄ − z̄ + 1/2) π_p(s, z) ζ^2(2s) ds, (5.16) gde π_p(s, z) – lokal~naØ komponenta ffælerovskogo proizvedeniØ Ødra integrala (5.16). Ona sostoit iz treh mnoßiteleæ:

π_p(s, z) = π_p(s + z − 1/2)π_p(s − z + 1/2) ( 1 − 1 p^{2s} )_{−1} , gde π_p(s) = 1 − p^{−s}t_{tj0 (p)} + p^{−2s}.

Esli Re z = 1/2, kak v integrale (5.11), togda kontur (5.16) nado perenesti vlevo na prØmu¸ Re s =^1_2 . Toqkoæ nakopleniØ poluqennogo integrala stanovitsØ toqka s = 1/2, gde Im s = 0, t.k. Γ(s) ffksponencial~no ubyvaet po mnimoæ qasti s. Pofftomu v srednem po z spravedliva ocenka: S(z) ≪ 1 √ N (|L_{j0} (z)|^2 + 1),

kotoru¸ nado ponimat~ kak navodØwu¸.

V strogom variante ona imeet vid: (s = 1/2 + it) S(z) ≪ 1 √ N ∫ Re s=1/2 |Γ(s)|·(|L_{j0}(z+it)|^2+|L_{j0}(z−it)|^2) dt |ζ(2s)|^2 . (5.17)

Iz (1.15) i (1.20) poluqaem ocenku: (0 6 Re z 6 1) φ̌(z, z_n) ≪ {_1 |z| , | Imz| 6 √ T 1 |z| (^√_T |z| )_{2σ} , | Imz| > √ T , (5.18)

gde σ > 1 – skol~ ugodno veliko, no fiksirovano.

DlØ sluqaØ | Im z| 6 T poluqaem ocenku iz ravenstva (5.12): J(z) ≪ 1 T log T 3T∫ 0 | |ζ( 1 2 + it )|_4 dt ≪ log^3 T. (5.19)

148 A. I. VINOGRADOV

Krome togo na prØmoæ Re z = 1/2 spravedlivy neravenstva

|τ_z(q)| = |τ_z(p^ν)| 6 ν + 1; ζ^{−2}(2z) ≪ log^2 |2z). (5.20)

Ocenki (5.17)–(5.20) obespeqiva¸t dlØ integrala (5.11) okonqatel~nu¸ ocenku:

(5.11) ≪ ν + 1 √ N log^8 T. (5.21)

DlØ ocenki vneintegral~nyh slagaemyh (5.14) sleduet uqest~, qto porØdok τ_{it1} (l) ≫ √ l, pofftomu dlØ z = it_1 kontur integrala (5.16) nado perenesti vlevo na prØmu¸ Re s = 1. Pri fftom toqkoæ nakopleniØ poluqennogo integrala budet central~naØ toqka s = 1. Pofftomu dlØ z = it_1 v srednem po t_1 spravedliva ocenka: S(it_1) ≪ | |L_{j0} ( 1 2 + it_1 )| + 1,

kotoru¸ tak ße nado ponimat~ kak navodØwu¸. Ee strogaØ forma poluqaetsØ iz (5.16) po analogii s (5.17): (s = 1 + it) S(it_1) ≪ ∫ Re s=1 |Γ(s)| · | |L_{j0} ( 1 2 + i(t + t_1) )| dt. (5.22)

Krome togo iz Øvnogo vida V̌_∞(s, z_n) v (5.2) poluqaem ocenku:

V̌_∞(s_1, z_n) ≪ √ |s_1| · | |φ̌(s_1 + 1 2 ; z_n )| · log^2 |2s_1|. (5.23)

DopolnØØ ocenku (5.23) vtoroæ ocenkoæ (5.18) (napomnim, qto

t_1 ∈ (T /2, 3T /2)) i neravenstvom τ_{it1} (q) ≪ √ q, poluqaem ocenku dlØ (5.14):

(5.14) ≪ √ q · T^{−1/2−σ} log^2 T. (5.24)

Po uslovi¸ q = p^ν 6 √ T , pofftomu (5.21) i (5.24) vmeste privodØt k ocenke:

(5.10) ≪ |(5.11)| + |(5.14)| ≪ ( √ N )^{−1} log^9 T.

�ta ocenka verna dlØ pervoæ komponenty (5.9), pofftomu okonqatel~no poluqaem:

S ⊗ J ⊗^∞Z^{con} (z_n, φ) ≪ ( √ N)^{−1} log^9 T, (5.25)

�ta ocenka ostaetsØ spravedlivoæ, esli integral~nyæ operator J zamenit~ na soprØßennyæ J̄.

GIPOTEZA PETERSONA 149

§6. Nepreryvnye komponenty. Okonqanie

PerehodØ k pervomu slagaemomu (5.8) my snova vospol~zuemsØ asimptotikoæ (3.2) dlØ matriqnogo kofffficienta, kotoraØ pozvolØet vydelit~ glavnyæ vektor, analogiqnyæ (3.6):

i · e^{−π}–^n Γ_1(z_n)δ^∘Z^{con} (z_n, φ). (6.1)

Ispol~zovanie ostatoqnogo vektora trivial~no v vidu ffksponencial~nogo ubyvaniØ ostatka v (3.2) po parametru t_1.

Napomnim, qto δ = ( 0 1 1 0 ) , pofftomu, ishodØ iz opredeleniØ

vektora^∘Z^{con} v (5.6), poluqaem

δ^∘Z^{con} =^t(^∘Z^{con}_{+l} ,^∘Z^{con}_{−l} ). (6.2)

Pofftomu srednee ot vektora (6.1) svoditsØ k srednemu ot komponent vektora (6.2), umnoßennyh na funkci¸ Γ_1(z_n) ≡ Γ_1(z_n, s_1) dlØ kotoroæ spravedlivo ravenstvo (3.4) i (3.5).

DlØ opredelennosti rassmotrim srednee dlØ vtoroæ komponenty vektora (6.2), t.k. ona sloßnee pervoæ:

S ⊗ J ⊗ Γ_1(z_n)^∘Z^{con}_{−l} (z_n, φ). (6.3)

Srednee (6.3) svoditsØ k srednemu ot integrala i vneintegral~- nyh qlenov pravoæ qasti (5.3) umnoßennyh na Γ_1(z_n).

Issledovanie srednego dlØ integrala provoditsØ toqno takße kak i dlØ sluqaØ^∞Z^{con}_{−l} i v vidu ravenstva (3.5) dlØ nego sohranØetsØ ocenka (5.21).

Sredi vneintegral~nyh slagaemyh (5.3) dlØ opredelennosti rassmotrim veliqinu

V̌_n(s_1) · τ^′_{it1} (l), (6.4)

kotoraØ daet maksimal~nyæ vklad v ocenku. Pri fftom dlØ kratkosti my poloßili

V̌_n(s_1) = |ζ(it^1)|^2

ζ^2(3 − 2s_1) φ̌(it_1, z_n). Po uslovi¸ (0.17) l = q · l_1, gde (l_1, q) = 1, pofftomu

τ_s(l) = τ_s(q)τ_s(l_1).

150 A. I. VINOGRADOV

Ots¸da sleduet ravenstvo dlØ proizvodnoæ po s:

τ^′_s(l) = τ^′_s(q)τ_s(l_1) + τ_s(q)τ^′_s(l_1). (6.5)

Soglasno razbieni¸ (6.5) komponenta (6.4) takße raspadaetsØ na dve qasti:

V̌_n(s_1)τ^′_{it1} (q)τ_{it1} (l_1) + V̌_n(s_1)τ_{it1} (q)τ^′_{it1} (l_1). (6.6)

Bolee tonkim ØvlØetsØ vtoroe slagaemoe (6.6), pofftomu ego my i rassmotrim v pervu¸ oqered~.

Dvoænoe srednee ot nego (6.3) moßno zapisat~ po analogii s (5.15) v vide integrala:

J(V̌_n, S^′) = π^2/24 T log T P 3T /2∫

T /2 V̌_n(s_1)S^′(it_1)τ_{it1} (q)dt_1, (6.7) gde S^′(z) = c_0 N ∑ (l,p)=1 t_{j0(l)}τ^′_z(l) exp ( − l N ) . (6.8)

V pravoæ qasti (6.8) my opustili indeks 1 u peremennoæ summirovaniØ l.

Iz opredelØ¸wego ravenstva

τ_s(l) = ∑ l=d1·d2 d^{s−1/2} 1 · d^{1/2−s}_2 poluqaem ravenstvo dlØ proizvodnoæ

τ^′_s(l) = ∑ l=d1 ·d2 d^{s−1/2} 1 · d^{1/2−s}_2 log d_1 d_2

. (6.9)

Pofftomu dlØ summy (6.8) operator (0.21) i ravenstvo (6.9) privodØt k analogu predstavleniØ (5.16) v Ødre kotorogo poØvlØetsØ dopolnitel~nyæ mnoßitel~ iz logarifmiqeskih proizvodnyh: [¯ L^′_{j0} L̄_{j0} ( s̄ + z̄ − 1 2 ) − L̄^′_{j0} L̄_{j0} ( s̄ − z̄ + 1 2 ) +

+ π^′_p π_p ( s + z − 1 2 ) − π^′_p π_p ( s − z + 1 2 ) ] . (6.10)

GIPOTEZA PETERSONA 151

Proizvodnye rØdov Gekke v kritiqeskoæ polose vedut sebØ tak ße kak sami rØdy, s toqki zreniØ ukoroqennogo uravneniØ i stepennogo rosta ih moduleæ. Integral~nye srednie ot kvadrata moduleæ proizvodnyh na polovinnoæ prØmoæ ime¸t ocenki tol~- ko na kvadrat logarifma bol~xe srednih ot samih rØdov Gekke. Pofftomu zamena srednego (5.16) na (6.8) praktiqeski ne vliØet na shemu sqeta, dobavlØØ v koneqnu¸ ocenku lixniæ kvadrat logarifma.

Suwestvennoe otliqie v ocenku (6.7), po sravneni¸ s (5.15) vnosit mnoßitel~ |ζ(it_1)|^2 po sravneni¸ s pervoæ stepen~¸

|ζ(it_1)| v (5.2). Pofftomu vmesto ocenki (5.23) poØvlØetsØ ocen- ka: V̌_n(s_1) ≪ |s_1| · |φ̌(it_1, z_n)|. (6.11)

Vmeste s ocenkoæ (5.18) ona privodit k ocenke srednego (6.7) vida J(V̌_n, S) ≪ √ q T log^4 T. (6.12)

Po uslovi¸ q 6 √ T , pofftomu iz (6.12) sleduet okonqatel~naØ ocenka:

J(V̌_n, S) ≪ (^4 √ T )^{−1} log^4 T. (6.13)

V pervom slagaemom (6.5) stoit τ_{it1}(l) vmesto τ^′_{it1}(l), qto snimaet v ocenke (6.13) kvadrat logarifma (ot neravenstva Xvarca). No v to ße vremØ tam stoit τ^′_{it1} (q) vmesto τ_{it1} (q), qto dobavlØet lixniæ log q. Pofftomu v celom ocenka dvoænogo srednego ot pervogo slagaemogo (6.6) imeet vid (6.13), gde budet stoØt~ log^3 T vmesto 4-oæ stepeni logarifma.

Ostal~nye vneintegral~nye slagaemye (5.3) oceniva¸tsØ toqno takße. Pri fftom veliqina (6.13) imeet sredi nih maksimal~- nyæ porØdok. Pofftomu dlØ vsego vyraßeniØ (5.8) poluqaem ocen- ku: S ⊗ J ⊗ (M^{−1}_1 R^{con}_n )(z_n) ≪ T^{−1/4} log^4 T. (6.14)

Ona ostaetsØ spravedlivoæ pri zamene J na J̄.

Literatura

1. A. I. Vinogradov, Ukoroqennoe uravnenie dlØ svertok. — Zap. nauqn.

semin. POMI 211 (1994), 104–120.

2. A. I. Vinogradov, Spektral~noe razloßenie svertok. — Zap. nauqn.

semin. POMI 212 (1994), 71–91.

152 A. I. VINOGRADOV

3. A. I. Vinogradov, Spektral~noe razloßenie v raznyh verxinah. — Zap.

nauqn. semin. POMI 224 (1995), 129–146.

4. A. I. Vinogradov, Svertki. Sravnenie spektral~nyh razloßeniæ v razliqnyh verxinah. — Zap. nauqn. semin. POMI 227 (1995), 23–41.

5. N. V. Kuznecov, O srednem znaqenii rØdov Gekke paraboliqeskoæ formy vesa nul~. — Zap. nauqn. semin. LOMI 109 (1981), 93–131.

6. N. V. Kuznetzov, Sums of Klosterman sums and the eight pover moment of Riemanien Zeta-function. Number Theory and Related Topics. Tata Inst/ of fund. Research. Bombey 1988.

7. N. V. Kuznecov, Gipoteza Petersona dlØ paraboliqeskih form vesa nul~ i gipoteza Linnika. Preprint. Habarovsk, 1977.

8. J.-M. Deshouiller and H. Jwaniec, Klosterman Sums and Fourier Coefficients of cusp forms. — Invent. Math. 70, No. 2 (1982), 219–288.

9. A. I. Vinogradov, Neodnorodnye svertki Rankina. — Zap. nauqn. semin.

POMI 226 (1996), 37–52.

Vinogradov A. I. The Petersson conjecture for the zeroth weight. I. In the present work, a known result by Eichler–Deligne concerning the Petersson conjecture for finite-dimensional classical spaces is proved for infinite-dimensional Hilbert spaces of weight 0. In this work, the techniques of spectral decompositions of convolutions are used. The work is subdivided into two parts. In this (first) part, an explicit representation of an eigenvalue of the Hecke operator in terms of spectral components of the convolution is obtained. On the basis of this representation, the Petersson conjecture will be proved in the second part.

Postupilo 4 aprelØ 1997 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN