V. G. Osmolovskiæ VARIACIONNA˚ ZADAQA O MARTENSITNO AUSTENITNYH FAZOVYH PEREHODAH PRI NULEVOM KO�FFICIENTE POVERHNOSTNOGO NAT˚ȷENI˚

RassmatrivaetsØ model~ uprugoæ sredy, dopuska¸weæ dvufazovoe sostoØnie ravnovesiØ – martensitnoe i austenitnoe. SqitaetsØ, qto obe fazy opisyva¸tsØ obwim klassiqeskim zakonom Guka, sreda austenitnoæ fazy obladaet ostatoqnym naprØßeniem, a plotnost~ ffnergii deformacii martensitnoæ fazy zavisit ot temperatury. V fftih predpoloßeniØh stroØtsØ v Øvnom vide sostoØniØ ravnovesiØ dvufazovoæ sredy i ukazyva¸tsØ znaqeniØ temperatury, pri kotoryh proishodØt fazovye perehody.

1. Postanovka zadaqi. DvufazovaØ uprugaØ sreda, zapolnØ-

¸waØ ograniqennu¸ oblast~ Ω ⊂ R^m, m ¿ 2 harakterizuetsØ polem smeweniØ – m-mernoæ vektor-funkcieæ u(x), x ∈ Ω i mestoraspoloßeniem kaßdoæ iz faz v nedeformirovannom sostoØnii – izmerimymi mnoßestvami Ω^±, Ω^+ ∪ Ω^− = Ω, Ω^+ ∩ Ω^− = ∅. KaßdaØ iz faz imeet svo¸ plotnost~ ffnergii F^±(u̇, u, x, τ ), gde indeksy ± otveqa¸t pervoæ i vtoroæ faze sootvetstvenno, u̇ – matrica pervyh proizvodnyh vektor-funkcii u(x), a parametr τ ∈ R^1 dlØ naxeæ zadaqi igraet rol~ temperatury. Budem sqitat~, qto obe fazy ime¸t kvadratiqnye plotnosti ffnergii deformacii s obwim zakonom Guka, austenitnaØ faza (faza s indeksom −) obladaet ostatoqnym naprØßeniem, zavisØwim ot temperatury, a martensitnaØ faza (faza s indeksom +) Øvno zavisit ot temperatury. Esli kofffficienty v zakone Guka ne zavisØt ot temperatury, to pri sdelannyh predpoloßeniØh plotnosti ffnergii moßno zadat~ ravenstvami F^+ = F^+(u̇, x, τ ) = a_{ijkl}(x)ξ_{ij}ξ_{kl} − τ, F^− = F^−(u̇, x, τ ) = (a_{ijkl}(x)ξ_{ij} + ζ_{kl}) ξ_{kl}, ξ_{ij} = 1 2 (u^i_{xj} + u^j_{xi} ), (1.1)

231

232 V. G. OSMOLOVSKI` gde u^i – i-taØ komponenta smeweniØ u, ζ – kvadratiqno summiruemyæ v Ω tenzor ostatoqnogo naprØßeniØ, ξ_{ij} – tenzor deformacii, po povtorØ¸wimsØ indeksam predpolagaetsØ summirovanie ot 0 do m, a ograniqennye izmerimye funkcii a_{ijkl} udovletvorØ¸t usloviØm [1] a_{ijkl} = a_{klij} = a_{jikl} = a_{ijlk}, a_{ijkl}ξ_{ij}ξ_{kl} ¿ νξ_{ij}ξ_{ij} , ν > 0. Pust~ χ(x) – harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva Ω^+. Togda funkcionnal ffnergii deformacii dvufazovoæ sredy imeet vid I[u, χ, τ ] = ∫ Ω [ χF^+(u̇, x, τ ) + (1 − χ)F^−(u̇, x, τ ) ] dx (1.2)

Budem sqitat~, qto na granice oblasti vypolneno uslovie zakrepleniØ. Togda pri fiksirovannom znaqenii τ pod sostoØniem ravnovesiØ dvufazovoæ sredy budem ponimat~ taku¸ paru ^u_τ , ^χ_τ , kotoraØ daet global~nyæ minimum funkcionalu (1.2) na mnoßestve

u ∈^∘W^1_2(Ω, R^m),

χ – izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ.

(1.3)

SostoØnie ravnovesiØ budem nazyvat~ odnofaznym, esli ^χ_τ ≡ 0 ili ^χ_τ ≡ 1 i dvufaznym, esli 0 ≢ ^χ_τ ≢ 1.

Funkcional (1.2) s matematiqeskoæ toqki zreniØ ne ØvlØetsØ dostatoqno udaqnym. Deæstvitel~no, proizvodØ v (1.2) snaqala minimizaci¸ po χ pri fiksirovannom u i τ , pridem k variacionnoæ zadaqe po opredeleni¸ ravnovesnogo sostoØniØ ^u_τ so sledu¸wim funkcionalom J[u, τ ] = ∫ Ω F (u̇, x, τ ) dx, u ∈^∘W^1_2(Ω, R^m), F (M, x, τ ) = min{F^+(M, x, τ ), F^−(M, x, τ )}, M ∈ R^{m×m}. (1.4)

FunkciØ F ne ØvlØetsØ vypukloæ po komponentam matricy M . Pofftomu obwie teoremy ne garantiru¸t suwestvovanie minimuma dlØ funkcionala (1.4). DlØ bor~by s fftoæ nepriØtnost~¸ rassmatrivaetsØ kakaØ-libo regulØrizaciØ funkcionala (1.4) ili (1.2).

VARIACIONNA˚ ZADAQA 233 Odna iz vozmoßnyh regulØrizaciæ – ffto slabo polunepreryvnaØ snizu regulØrizaciØ funkcionala (1.4). Pri fftoæ regulØrizacii funkcional (1.4) zamenØetsØ na naibol~xiæ slabo polunepreryvnyæ snizu funkcional ~J, ne prevoshodØwiæ funkcional (1.4). Funkcional ~J[u, τ ] dostigaet svoego naimen~xego znaqeniØ i kaßdaØ minimiziru¸waØ posledovatel~nost~ dlØ funkcionala (1.4) slabo shoditsØ k minimumu funkcionala ~J. Pofftomu pri dannoæ regulØrizacii izuqeni¸ i fiziqeskoæ interpretacii podverga¸tsØ minimiziru¸wie posledovatel~nosti dlØ funkcionala (1.4). Takoæ podhod opisan v [2, 3].

DrugaØ regulØrizaciØ osnovna na dobavlenii k funkcionalu (1.2) slagaemogo σ|S|, gde σ > 0 – kofffficient poverhnostnogo natØßeniØ, S – granica razdela mnoßestv Ω^+ i Ω^−, a |S| – ee plowad~. DannaØ regulØrizaciØ douskaet horoxu¸ fiziqesku¸ interpretaci¸ [4] i garantiruet suwestvovanie sostoØniØ ravnovesiØ [5, 6]. �toæ regulØrizacii posvØweny raboty [5–10].

Storonniki slabo polunepreryvnoæ snizu regulØrizacii ne otrica¸t rol~ poverhnostnoæ ffnergii, no sqita¸t ee dostatoqno maloæ i pofftomu ne uqityva¸t. �tot podhod vnutrenne protivoreqiv, poskol~ku, esli u funkcionala (1.2) pri dannom τ est~ minimiziru¸waØ posledovatel~nost~ u_n, χ_n s ravnomerno po n ograniqennoæ (no ne obØazatel~no maloæ) posledovatel~nost~¸ |S_n|, to u funkcionala (1.2) est~ sostoØnie ravnovesiØ i on ne nußdaetsØ v kakoæ-libo regulØrizacii [6].

VernemsØ k funkcionalu (1.2). Posle nesloßnyh preobrazovaniæ perepixem ego v vide I[u, χ, τ ] = ∫ Ω [a_{ijkl}ξ_{ij}ξ_{kl} + ζ_{kl}ξ_{kl} − χ(τ + ζ_{kl}ξ_{kl})] dx. (1.5) Rassmotrim qastnyæ sluqaæ klassiqeskogo zakona Guka i odnorodnogo izotropnogo tenzora ostatoqnogo naprØßeniØ. Togda

a_{ijkl}ξ_{ij} ξ_{kl} = a sp ξ^2 + b sp^2 ξ, ζ_{ij} = c(τ )δ_{ij} , a = μ > 0, b = k 2 + μ ( m 9 − 2 3 ) > 0, c(τ ) ≠ 0, (1.6)

gde μ – modul~ sdviga, k – modul~ sßatiØ, a sp A – sled matricy A. Tak kak ζ_{kl}ξ_{kl} = c sp ξ = c div u i u|_{∂Ω} = 0, to podstanovka

234 V. G. OSMOLOVSKI` (1.6) v (1.5) privodit k ravenstvu I[u, χ, τ ] = ∫ Ω [a sp ξ^2 + b sp^2 ξ − cχ sp ξ − τ χ] dx. (1.7)

Vvedem oboznaqeniØ

q(τ ) = 1 + 4(a + b)τ c^2(τ ) , Q(τ ) = 0 pri q(τ ) 6 0, Q(τ ) = 1 pri q(τ ) ¿ 2,

Q(τ ) = q(τ ) 2 pri q(τ ) ∈ (0, 2).

(1.8)

OkazyvaetsØ, qto funkcional (1.7) po sravneni¸ s obwim funkcionalom (1.2) obladaet rØdom individual~nyh svoæstv, pozvolØ¸wih dokazat~ ne tol~ko teoremu suwestvovaniØ sostoØniæ ravnovesiØ, no i teoremu, opisyva¸wu¸ mnoßestvo vseh sosto- Øniæ ravnovesiØ funkcionala (1.7).

Teorema. Pri q(τ ) 6 0 edinstvennym sostoØniem ravnovesiØ

ØvlØetsØ para ^u_τ ≡ 0, ^χ_τ ≡ 0. Pri q(τ ) ¿ 2 edinstvennym sostoØniem ravnovesiØ ØvlØetsØ para ^u_τ ≡ 0, ^χ_τ ≡ 1. Pri q(τ ) ∈ (0, 2) suwestvu¸t lix~ dvufaznye sostoØniØ ravnovesiØ, priqem kaßdomu τ s ukazannym q(τ ) sootvetstvuet beskoneqno mnogo razliqnyh sostoØniæ ravnovesiØ. Pri vseh τ ob¨em fazy s indeksom + opredelen odnoznaqno i vypolnØetsØ ravenstvo 1 |Ω| ∫ Ω ^χ_τ dx = Q(τ ), (1.9)

gde |Ω| – mera oblasti Ω.

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy soderßitsØ v sledu¸wih razdelah stat~i. Nußno otmetit~, qto dlØ kaßdogo τ s q(τ ) ∈ (0, 2) beskoneqnoe mnoßestvo razliqnyh (no moßet byt~ ne vseh) sostoØniæ ravnovesiØ nahoditsØ v Øvnom vide. Naædennoe semeæstvo rexeniæ imeet ves~ma ffkzotiqeskiæ vid (sm. ris. 1). Struktura mnoßestva Ω^+ napominaet raspoloßenie puzyr~kov v zakipa¸weæ ßidkosti. Mnoßestvo analogiqnoæ struktury izvestno v analize pod nazvaniem “xveæcarskiæ syr” [11]. Metody dokazatel~stva teoremy ispol~zovalis~ ranee avtorom v [9].

VARIACIONNA˚ ZADAQA 235

2. OsnovnaØ lemma. V fftom razdele my svedem vopros ob

otyskanii sostoØniØ ravnovesiØ dlØ funkcionala (1.7) pri fiksirovannom τ k rexeni¸ kraevoæ zadaqi dlØ sistemy differencial~nyh uravneniæ pervogo porØdka u^i_{xj} (x) − u^j_{xi} (x) = 0, x ∈ Ω, i, j = 1, . . . , m, div u(x) = c(τ ) 2(a + b) (χ(x) − Q(τ )), x ∈ Ω, 1 |Ω| ∫ Ω χ(x) dx = Q(τ ), para u, χ leßit v mnoßestve (1.3).

(2.1)

Lemma 1. Pust~ sistema (2.1) razrexima. Togda na ee rexeniØh

u = ^u_τ i χ = ^χ_τ i tol~ko na nih funkcional (1.7) dostigaet na mnoßestve (1.3) svoego naimen~xego znaqeniØ.

Dokazatel~stvo. IntegriruØ po qastØm ravenstvo ( u^i_{xj} + u^j_{xi} ) ( u^i_{xj} + u^j_{xi} ) = ( u^i_{xj} − u^j_{xi} ) ( u^i_{xj} − u^j_{xi} ) + 4u^i_{xj} u^j_{xi} , poluqim ∫ Ω sp ξ^2 dx = 1 4 ∫ Ω ( u^i_{xj} − u^j_{xi} ) ( u^i_{xj} − u^j_{xi} ) dx + ∫ Ω (div u)^2 dx. (2.2)

S pomow~¸ (2.2) funkcional (1.7) preobrazuem k vidu I[u, χ, τ ] = = ∫ Ω [ a 4 ∑ i,j ( u^i_{xj} − u^j_{xi} )_2 + (a + b)(div u)^2 − c(τ )χ div u − τ χ ] dx. (2.3)

Po dannoæ izmerimoæ harakteristiqeskoæ funkcii χ(x) opredelim qislo Q =^1_{|Ω|} ∫ Ω χ(x) dx. VydelØØ polnyæ kvadrat, nahodim

(a + b)(div u)^2 − c(τ )(χ − Q) div u =

= (a + b) [ div u − c(τ ) 2(a + b) (χ − Q) ]_2 − c^2(τ ) 4(a + b)

(χ − Q)^2.

236 V. G. OSMOLOVSKI` Tak kak ∫ Ω c^2(τ )(χ − Q)^2 4(a + b) dx = c^2(τ )|Ω| 4(a + b)

(Q − Q^2),

to dlØ (2.3) poluqim vyraßenie I[u, χ, τ ] = = ∫ Ω a 4 ∑ i,j ( u^i_{xj} − u^j_{xi} )_2 + (a + b) [ div u − c(τ ) 2(a + b) (χ − Q) ]_2 dx+

+ c^2(τ ) 4(a + b)

[Q^2 − q(τ )Q]. (2.4)

Pri kaßdom fiksirovannom τ poslednee slagaemoe v (2.4) kak funkciØ argumenta Q ∈ [0, 1] dostigaet svoego naimen~xego znaqeniØ pri Q = Q(τ ), gde Q(τ ) opredeleno v (1.8). Takim obrazom, I[u, χ, τ ] ¿ c^2(τ )|Ω| 4(a + b)

[Q^2(τ ) − q(τ )Q(τ )]

i ravenstvo vozmoßno lix~ na rexeniØh sistemy (2.1). •

3. Rexenie sistemy (2.1) v xare. V fftom razdele my predpo-

loßim, qto Ω = B_R, gde B_R – xar v prostranstve R^m s centrom v toqke 0 i radiusom R. Naxa cel~ – naæti dlØ fftogo sluqaØ radial~no simmetriqnye rexeniØ sistemy (2.1).

Lemma 2. Pri kaßdom fiksirovannom τ funkcii χ(x) ≡ χ(|x|), u(x) = x |x| v(|x|), |x| 6 R,

v(|x|) = c(τ )|x| 2(a + b)m 1 |B_{|x|}| ∫ Bj_xj χ dx − 1 |B_R| ∫ B_R χ dx , 1 |B_R| ∫ B_R χ dx = Q(τ ) (3.1)

ØvlØ¸tsØ rexeniem sistemy (2.1) v Ω = B_R.

Dokazatel~stvo. V silu ravenstva

u^i_{xj} (x) = ( δ_{ij} |x| − x_ix_j |x|^3 ) v(|x|) + x_ix_j |x|^2 v^′(|x|)

VARIACIONNA˚ ZADAQA 237 imeem sledu¸wie sootnoxeniØ

div u(x) = v^′(|x|) + m − 1 |x| v(|x|) = 1 |x|^{m−1} ( |x|^{m−1}v(|x|) )_′ , u^i_{xj} (x) − u^j_{xi} (x) = 0. (3.2)

Pofftomu sistema (2.1) pri fiksirovannom τ dlØ funkciæ u i χ iz pervogo ravenstva v (3.1) primet vid div u(x) = g(|x|), x ∈ B_R, u|_{∂BR} = 0, g(|x|) = c(τ ) 2(a + b) (χ(|x|) − Q(τ )) , 1 |B_R| ∫ B_R χ(|x|) dx = Q(τ ). (3.3)

Iz (3.3) prihodim k uravneni¸ dlØ v(|x|) ( |x|^{m−1}v(|x|) )_′ = |x|^{m−1}g(|x|), |x| 6 R, v(R) = 0, integriruØ kotoroe, poluqim −|x|^{m−1}v(|x|) = R∫ |x| |y|^{m−1}g(|y|) d|y| = 1 |S_1| ∫ |x|6|y|6R g(|y|) dy, gde |S_1| – plowad~ ediniqnoæ sfery v prostranstve R^m. Tak kak ∫ B_R g(|x|) dx = 0, |B_{|x|}| = |S_1| m |x|^m, to v(|x|) = c(τ )|x| 2(a + b)m 1 |B_{|x|}| ∫ Bj_xj [χ(x) − Q(τ )] dx. vypolnØØ integrirovanie v pravoæ qasti poslednego sootnoxeniØ, poluqim ravenstvo iz vtoroæ stroki v (3.1).

Iz poluqennoæ formuly dlØ v(|x|), pervogo uravneniØ v (3.3) i formuly dlØ v^′(|x|) iz (3.2) sleduet suwestvovanie takogo k ≠ k(R), qto |u(x)| 6 k|x|, |u^i_{xj} (x)| 6 k, k ≠ k(R), x ∈ B_R. (3.4)

238 V. G. OSMOLOVSKI`

Pofftomu u ∈^∘W^1_2(B_R, R^m). Takim obrazom, para u, χ iz (3.1) leßit v mnoßestve (1.3). •

Zameqanie 1. Pust~ BR(x0) – xar s centrom v toqke x0 i s ra-

diusom R. Togda funkcii u_0(x) = u(x − x_0), χ_0(x) = χ(x − x_0) dlØ pary u, χ iz (3.1) ØvlØ¸tsØ rexeniem sistemy (2.1) v xare B_R(x_0) s k ≠ k(R, x_0).

4. Rexenie sistemy (2.1) v proizvol~noæ ograniqennoæ oblasti. V fftom razdele my “skleim” iz rexeniæ sistemy (2.1)

v xarah B_R(x_0) rexenie fftoæ sistemy v proizvol~noæ ograniqennoæ oblasti Ω ⊂ R^m. DlØ fftogo nam potrebuetsØ teorema Vitali [12]. Napomnim ee formulirovku.

Teorema Vitali. Pust~ E ⊂ R^m – izmerimoe mnoßestvo. Ras-

smotrim semeæstvo otkrytyh xarov, dlØ kotorogo vypolnØetsØ sledu¸wee uslovie: dlØ kaßdogo x ∈ E i kaßdogo ε > 0 suwestvuet xar B_{α0} (x_0) iz fftogo semeæstva takoæ, qto x ∈ B_{α0} (x_0) i |B_{α0} (x_0)| < ε. Togda iz fftogo semeæstva xarov moßno vybrat~ takoe podmnoßestvo B_{Rj} (x_j ), j = 1, . . . , qto

B_{Rj} (x_j) ⋂ B_{Ri} (x_i) = ∅, i ≠ j, | | | | | | E\ ∞⋃ j=1 B_{Rj} (x_j) | | | | | | = 0.

Iz teoremy Vitali sleduet, qto dlØ ograniqennoæ oblasti Ω suwestvuet takaØ posledovatel~nost~ otkrytyh xarov, qto

B_{Rj} (x_j) ⊂ Ω, B_{Rj} (x_j) ∩ B_{Ri} (x_i) = ∅, i ≠ j (4.1)

i, krome togo | | | | | | Ω\ ∞⋃ j=1 B_{Rj} (x_j) | | | | | | = 0. (4.2)

Iz teoremy Vitali takße sleduet, qto l¸boæ koneqnyæ nabor xarov B_{Rj} (x_j), j = 1, . . . , N udovletvorØ¸wih (4.1) moßno vybrat~ proizvol~nym obrazom, dopolniv ego do sqetnogo nabora xarov, udovletvorØ¸wih (4.1) i (4.2). DlØ fftogo nußno primenit~ teoremu Vitali k mnoßestvu E = Ω\∪^N_{j=1}B_{Rj} (x_j ).

Pust~ ~u_l(x), ~χ_l(x), x ∈ B_{Rl} (x_l) ≡ B_l, postroennoe v zameqanii 1, rexenie sistemy (2.1) v xare B_l iz sistemy xarov Vitali. Doopredelim funkcii ~u_l(x), ~χ_l(x) nulem v Ω\B_l. Poluqennye

VARIACIONNA˚ ZADAQA 239 prodolßennye funkcii oboznaqim qerez u_l(x), χ_l(x), x ∈ Ω sootvetstvenno. Togda para u_l(x), χ_l(x) leßit v mnoßestve (1.3).

Lemma 3. Para funkciæ u(x) = ∞∑ l=1 u_l(x), χ(x) = ∞∑ l=1 χ_l(x) (4.3)

ØvlØetsØ rexeniem sistemy (2.1) v oblasti Ω.

Dokazatel~stvo. Pust~ χB_l (x), x ∈ Ω – harakteristiqeskaØ

funkciØ xara B_l. KaßdaØ iz par u_l(x), χ_l(x) ØvlØetsØ rexeniem zadaqi u^i_{lxj} (x) − u^j_{lxi} (x) = 0, x ∈ Ω, i, j = 1, . . ., m, div u_l(x) = c(τ ) 2(a + b) (χ_l(x) − Q(τ )) χ_{Bl} (x), x ∈ Ω, 1 |Ω| ∫ Ω χ_l(x) dx = |B_l| |Ω| Q(τ ), (4.4)

para u_l, χ_l leßit v mnoßestve (1.3), Qastiqnye summy rØdov (4.3)

u^N = N∑ l=1 u_l(x), χ^N = N∑ l=1 χ_l(x) ØvlØ¸tsØ rexeniem zadaqi u^{Ni}_{xj} (x) − u^{Nj}_{xi} (x) = 0, x ∈ Ω, i, j = 1, . . ., m, div u^N (x) = c(τ ) 2(a + b) ( χ^N (x) − Q(τ ) )^N∑ l=1 χ_{Bl} (x), 1 |Ω| ∫ Ω χ^N (x) dx = ∑_N l=1 |B_l| |Ω| Q(τ ), para u^N , χ^N leßit v mnoßestve (1.3),

(4.5)

Po teoreme Vitali pri N → ∞ harakteristiqeskaØ funkciØ ∑_N l=1 χ_{Bl} (x) → 1 dlØ poqti vseh x ∈ Ω, ∑_N l=1 |B_l| → |Ω|. Esli my dokaßem, qto pri N → ∞

u^N → u v^∘W^1_2(Ω, R^m), χ^N → χ v L_1(Ω)), (4.6)

240 V. G. OSMOLOVSKI` to predel~nyæ perehod v (4.5) privodit k tomu, qto para u, χ budet udovletvorØt~ sisteme (2.1).

DlØ dokazatel~stva (4.6) vospol~zuemsØ zameqaniem 1 i teoremoæ Vitali. Togda dlØ vseh M > N i nekotoroæ poloßitel~noæ konstanty C ≠ C(M, N )

‖u^M − u^N ‖^2ffi_{W 12} + ‖χ^M − χ^N ‖_{L1} 6 C M∑ l=N+1 |B_l| → 0 pri N → ∞. •

Struktura nositelØ funkcii χ poluqennoæ v lemme 3 s izvestnoæ doleæ uslovnosti izobraßena na ris. 1.

5. Dokazatel~stvo teoremy. Pust~ u, χ – rexenie (2.1) pri

nekotorom τ , suwestvovanie kotorogo ustanovleno v razdele 4. Esli q(τ ) 6 0, to Q(τ ) = 0. Togda iz tret~eæ stroki v (2.1) sleduet, qto χ ≡ 0. Esli q(τ ) ¿ 2, to Q(τ ) = 1. Togda tret~Ø stroka iz (2.1) privodit k ravenstvu χ ≡ 1. V oboih sluqaØh sistema (2.1) preobrazuetsØ k vidu

u^i_{xj} − u^j_{xi} = 0, i, j = 1, . . . , m, div u = 0, u ∈^∘W^1_2(Ω, R^m). (5.1)

V fftom sluqae v silu (2.2) i neravenstva Korna [1]

‖u‖^2ffi_{W 12} 6 c ∫ Ω sp ξ^2 dx, u ∈^∘W^1_2(Ω, R^m) (5.2)

sleduet, qto edinstvennym rexeniem (5.1) ØvlØetsØ funkciØ u ≡ 0. DlØ q(τ ) ∈ (0, 2) rexeniØ sistemy (2.1) (byt~ moßet ne vse) postroeny v razdele 4. Zametim, qto bylo postroeno beskoneqno mnogo razliqnyh rexeniæ, tak kak koneqnoe qislo xarov, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (4.1) v pokrytii Vitali moßno vybrat~ proizvol~nym obrazom.

Ravenstvo (1.9) avtomatiqeski vypolnØetsØ, poskol~ku ono vhodit sostavnoæ qast~¸ sistemy (2.1). •

Zameqanie 2. L¸bopytno otmetit~, qto pri q(τ ) ∈ (0, 2) v obla-

sti Ω = B_R suwestvu¸t kak radial~no simmetriqnoe rexenie iz razdela 3, tak i rexenie, ne oblada¸wee fftoæ simmetrieæ, iz razdela 4.

VARIACIONNA˚ ZADAQA 241

Zameqanie 3. Razliqnye rexeniØ sistemy (2.1) pri q(τ ) ∈ (0, 2)

moßno poluqit~ ne tol~ko s pomow~¸ razliqnyh pokrytiæ Vitali oblasti Ω, no i s pomow~¸ razliqnyh razbieniæ nositelØ funkcii χ v kaßdom xare pokrytiØ Vitali na koncentriqeskie xarovye sloi s sohraneniem v kaßdom xare tret~ego ravenstva iz (3.1).

6. Zavisimost~ mnoßestv Ω^+ ot graniqnyh usloviæ. Esli

∂Ω kusoqno nepreryvno differenciruema, to moßno popytat~sØ iskat~ rexenie sistemy (2.1) v vide u = ∇p. Togda dlØ funkciæ p i χ poluqim uravneniØ

Δp = c(τ ) 2(a + b)

(χ(x) − Q(τ )), x ∈ Ω, p ∈ W^2_2 (Ω), 1 |Ω| ∫ Ω χ(x) dx = Q(τ ). (6.1)

Graniqnoe uslovie u|_{∂Ω} = ∇p|_{∂Ω} = 0 zavedomo vypolnØetsØ, esli

p|_{∂Ω} = ∂p ∂n |_{∂Ω} = 0. (6.2)

Zadaqa (6.1), (6.2) – ffto zadaqa Koxi dlØ operatora Laplasa, pofftomu estestvenno oßidat~, qto ee razreximost~ trebuet ser~eznyh ograniqeniæ na funkci¸ χ. Cel~ fftogo razdela – rassmotret~ variacionnu¸ zadaqu dlØ funkcionala (1.7) pri drugih graniqnyh usloviØh na funkci¸ u(x), qem v (1.3). TrebovaniØ na nih takovy: ffti graniqnye usloviØ dolßny byt~ dostatoqno fiziqny, dlØ nih dolßna ostavat~sØ spravedlivoæ lemma 1, zadaqa (5.1) dolßna imet~ lix~ nulevoe rexenie, usloviØ (6.2) dolßny transformirovat~sØ v takie, dlØ kotoryh razreximost~ zadaqi (6.1) ne vyzyvaet zatrudneniæ. My rassmotrim dva tipa takih graniqnyh usloviæ.

K pervomu tipu otnosØtsØ usloviØ periodiqnosti. Pust~ Ω = [0, 1]^m ⊂ R^m – kub s ediniqnym rebrom, x^′_i = (x_1, . . . , x_{i−1}, 0, x_{i+1}, . . . , x_m), e_i = (0, . . . , 1, . . ., 0), gde 1 stoit na i-om meste. Rassmotrim funkcional (1.7) na mnoßestve

u ∈ W^1_2 (Ω, R^m), u(x^′_i) = u(x^′_i + e_i), i = 1, . . ., m, ∫ Ω u dx = 0, χ – izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ.

(6.3)

242 V. G. OSMOLOVSKI` Toßdestvo (2.2), neravenstvo Korna (5.2) dlØ funkciæ u iz (6.3) osta¸tsØ v sile, usloviØ (6.2) zamenØ¸tsØ na

p(x^′_i) = p(x^′_i + e_i), ∂p(x^′_i) ∂x_i = ∂p(x^′_i + e_i) ∂x_i , i = 1, . . ., m. (6.4) S usloviØmi (6.4) pervoe uravnenie v (6.1) razreximo dlØ l¸- boæ funkcii χ, udovletvorØ¸weæ vtoromu uravneni¸ iz (6.1). Takim obrazom, usloviØ periodiqnosti udovletvorØ¸t vsem pereqislennym vyxe trebovaniØm.

Ko vtoromu tipu usloviæ otnosØtsØ usloviØ proskal~zyvaniØ. Pust~ Ω ⊂ R^m – mnogogrannik, n – vektor normali k ∂Ω, u_n – normal~naØ komponenta u. Rassmotrim funkcional (1.7) na mnoßestve

u ∈ W^1_2 (Ω, R^m), u_n|_{∂Ω} = 0,

χ – izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ.

(6.5)

DlØ takih funkciæ u v sluqae kusoqno-lineænoæ granicy (Ω – mnogogrannik) toßdestvo (2.2) sohranitsØ, poskol~ku dlØ gladkoæ funkcii u v pravoæ qasti toßdestva (2.2) dobavlØetsØ slagaemoe 4 ∫ ∂Ω [ u^i ∂u_n ∂x_i − u_n div u − k_{ij}u^iu^j ] dS, k_{ij} – matrica krivizny,

isqeza¸wee dlØ gladkih funkciæ u s nulevoæ normal~noæ komponentoæ v sluqae mnogogrannika. Neravenstvo Korna (5.2) dlØ funkciæ u iz (6.5) ostaetsØ v sile, usloviØ (6.2) zamenØtsØ na ∂p ∂n | |_{∂Ω} = 0. (6.6)

S usloviem (6.6) pervoe uravnenie iz (6.1) razreximo dlØ l¸- boæ funkcii χ, udovletvorØ¸weæ vtoromu uravneni¸ iz (6.1). Takim obrazom, usloviØ proskal~zyvaniØ udovletvorØ¸t vsem pereqislennym vyxe trebovaniØm.

Itak, dlØ usloviæ periodiqnosti i usloviæ proskal~zyvaniØ spravedliva teorema iz pervogo razdela s odnim suwestvennym dopolneniem: v kaqestve ^χ_τ moßet byt~ vzØta l¸baØ izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (1.9). Pole smeweniæ ^u_τ vosstanavlivaetsØ po ^χ_τ odnoznaqno v silu

VARIACIONNA˚ ZADAQA 243 edinstvennosti rexeniæ zadaqi (5.1) pri fftih graniqnyh usloviØh. Funkci¸ ^u_τ moßno poluqit~ kak gradient rexeniØ pervogo uravneniØ iz (6.1) s graniqnym usloviem (uslovie periodiqnosti) ili (6.6) (uslovie proskal~zyvaniØ).

Rabota podderßana RFFI 96-91-00790, INTAS 96-0835) i grantom Goskomvuza po vysxemu obrazovani¸ (Novosibirskiæ universitet).

Literatura

1. G. Fikera, Teoremy suwestvovaniØ v teorii uprugosti. M., Mir, 1974.

2. J. M. Ball, R. D. Jams, Fine phase mixture as minimisers of energy. — Arch.

Rational Mech. Anal. 100 (1987), 13–52.

3. N. B. Firoozy, R. V. Kohn, Geometric parametrs and the relaxation of multiwell energies. In: Microstructure and Phase Transition, eds. D. Kinderlehrer et al., (Berlin: Springer, 1993).

4. M. A. Grinfel~d, Metody mehaniki sploxnoæ sredy v teorii fazovyh prevraweniæ. M., Nauka, 1990.

5. V. G. Osmolovskiæ, Teorema suwestvovaniØ i sdabaØ forma uravneniæ Lagranßa dlØ variacionnoæ zadaqi teorii fazovyh prevraweniæ. — Sib. matem. ßurn. 35, No. 4 (1994), 835–846.

6. V. G. Osmolovskiæ, Zavisimost~ sostoØniØ ravnovesiØ dvufazovoæ sredy ot kofffficienta poverhnostnogo natØßeniØ i temperatury. — Zap. nauqn. semin. POMI 213 (1994), 131–150.

7. N. F. Morozov, V. G. Osmolovskiæ, O postanovke i teoreme edinstvennosti dlØ variacionnoæ zadaqi o fazovyh perehodah v mehanike sploxnyh sred. — ȷurn. prikl. matem. i meh. 58, No. 5 (1994), 125–132.

8. V. G. Osmolovskiæ, VariacionnaØ zadaqa teorii uprugosti dvufazovoæ sredy s nulevym kofffficientom poverhnostnogo natØßeniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI 221 (1995), 208–225.

9. V. G. Osmolovskiæ, Teorema suwestvovaniØ i toqnye rexeniØ v variacionnoæ zadaqe o vysokotemperaturnyh fazovyh perehodah pri nulevom kofffficiente poverhnostnogo natØßeniØ. — Problemy mat. analiza vyp. 15 (1995), 201–212.

10. V. G. Osmolovski, Phase transition in the mechanics of continuous media for big loading. — Math. Nachr. 177 (1996), 233–250.

11. T. Gamelin, Ravnomernye algebry. M., Mir, 1973. 12. S. Saks, TeoriØ integrala. IL, M. 1949.

Osmolowski V. G. Martenoitic-anotenitic phase transformation variation problem for zero ourface tension coefficient.

For martenoitic-anotenitic phase transformation variation problem with classical Hook’s law the solutions in explicit form are given.

Postupilo 5 maØ 1997 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet