V. A. Solonnikov OB OCENKE MAKSIMUMA MODUL˚ REXENI˚ STACIONARNO` ZADAQI DL˚ URAVNENI` NAV^E–STOKSA PosvØwaetsØ ¸bile¸ Ol~gi Aleksandrovny Ladyßenskoæ

§1. Vvedenie

V nastoØweæ rabote, ØvlØ¸weæsØ prodolßeniem stat~i [1], dokazyvaetsØ ocenka sup_{x∈Ω} | ⃗v(x) |6 c ( sup_{x∈∂Ω} | ⃗a(x) | ) (1) dlØ rexeniØ zadaqi −∇^2 ⃗v + R( ⃗v · ∇) ⃗v + ∇p = 0, ∇ · ⃗v = 0 (x ∈ Ω) ⃗v | |_{∂Ω} = ⃗a (2)

v ograniqennoæ oblasti Ω ⊂ R^3 s gladkoæ graniceæ. Iz nee vytekaet, qto proizvodnye rexeniØ zadaqi (2) v l¸boæ toqke x ∈ Ω mogut byt~ oceneny qerez sup_{x∈∂Ω} | ⃗a(x) | i qerez dist (x, ∂Ω). V rabo-

te [1] byla poluqena ocenka D^j ⃗v (x) qerez normu Gel~dera ⃗a (x) s pokazatelem α > 1/2.

Radi prostoty izloßeniØ my sqitaem, qto ∂Ω ØvlØetsØ svØznoæ poverhnost~¸ i ⃗a (x) udovletvorØet neobhodimomu uslovi¸ ∫ ∂Ω ⃗a · ⃗n dS = 0, (3) hotØ naxi rassußdeniØ primenimy k sluqa¸, kogda ∂Ω raspadaetsØ na koneqnoe qislo svØznyh komponent i uslovie (3) vypolnØetsØ dlØ kaßdoæ komponenty.

Privedem neobhodimye dlØ dal~neæxego vspomogatel~nye predloßeniØ. Pust~ ( ⃗w, s) – rexenie lineænoæ zadaqi −∇^2 ⃗w + ∇s = 0, ∇ · ⃗w (x) = 0 (x ∈ Ω), ⃗w | |_{∂Ω} = ⃗a. (4) 294

OB OCENKE MAKSIMUMA MODUL˚ 295

Imeet mesto sledu¸wee predloßenie.

Predloßenie 1. DlØ rexeniØ zadaqi (4) spravedlivy ocenki sup_{x∈Ω} | ⃗w(x) |6 c sup_{x∈∂Ω} | ⃗a(x) |, (5) | D ⃗w (x) | + | s(x) |6 c(dist (x, ∂Ω)^{−1} sup_{x∈∂Ω} | ⃗a(x) | . (6) Ocenka (5) byla vpervye privedena bez dokazatel~stva v rabote [2]. Ee dokazatel~stvo predel~no prosto: nußno vospol~zovatel~sØ predstavleniem ⃗w (x) v vide potenciala dvoænogo sloØ (sm. [2] i [3], gl. III) ⃗w (x) = ∫ ∂Ω P(x, y) ⃗μ(y) dS_y , (7) gde P = (P_{ik})_{i,k=1,2,3}, P_{ik}(x, y) = − 3 4π 3∑ j=1 (x_i − y_i)(x_k − y_k)(x_j − y_j ) | x − y |^5 n_j(y) i svoæstvom summiruemosti P po y: ∫ ∂Ω | P(x, y) |_ξ dS_y 6 c (dlØ garmoniqeskogo potenciala dvoænogo sloØ ffto svoæstvo dokazano v [4]). Sledovatel~no, sup_Ω | ⃗w(x) |6 c sup_{∂Ω} | ⃗μ( ξ y) | . (8) Vektornoe pole ⃗μ opredelØetsØ iz fredgol~movoæ sistemy integral~nyh uravneniæ na ∂Ω ⃗μ (x) + 2 ∫ ∂Ω P(x, y)⃗μ (y) dS_y = 2⃗a (x) so slabo polØrnym Ødrom 2P(x, y), x, y ∈ ∂Ω, i moßet byt~ vyraßeno qerez rezol~ventu fftogo Ødra: ⃗μ (x) = 2⃗a (x) + ∫ ∂Ω R(x, y)⃗a (y) dS.

296 V. A. SOLONNIKOV

Tak kak | R_{ik}(x, y) |6 c|x − y|^{−2+δ} , δ > 0 (sm. [2]), to sup_{∂Ω} | ⃗μ(x) |6 c sup_{∂Ω} | ⃗a(x) | .

Iz fftoæ ocenki i iz (8) vytekaet (5). Neravenstvo (6) dlØ D ⃗w sleduet iz (7) i iz ocenki | D ⃗w (x) |6 sup_{∂Ω} | ⃗μ (y) | ∫ ∂Ω | D_x P(x, y) | dy 6 6 c (dist (x, ∂Ω))^{−1} sup_{∂Ω} | ⃗μ (y) | .

TakaØ ße ocenka spravedliva i dlØ s(x) = 1 2π ∫ ∂Ω 3∑ j=1 n_j(y)∇ x_j − y_j |x − y|^3 · ⃗μ (y) dS_y . Predloßenie 2. Esli ∂Ω – svØznaØ poverhnost~, to vektornoe

pole ⃗w (x) predstavimo v vide ⃗w (x) = rot ⃗b (x), gde ⃗b ∈ W^1_6 (Ω, priqem ‖⃗b ‖_W 1_{6 (Ω)} 6 c sup_{∂Ω} | ⃗a (x) | . (9)

Dokazatel~stvo. Pust~ Ω^′ – oblast~, ograniqennaØ poverhno-

st~¸ ∂Ω i sferoæ S_R = {|x − x_0| = R} ⊂ R^3 \ Ω, x_0 ∈ Ω a ⃗w_1(x) – solenoidal~noe vektornoe pole, zadannoe v Ω^′, udovletvorØ¸wee kraevym usloviØm ⃗w_1 | |_{∂Ω} = ⃗a, ⃗w_1 | |_{SR} = 0 (10) i neravenstvu ‖ ⃗w_1 ‖_{L6(Ω1)} 6 c sup_{∂Ω} | ⃗a(x) | . (11) Pole ⃗w_1(x) moßno opredelit~ formuloæ ⃗w_1(x) = ψ(x) ⃗w_2(x) + ⃗w_3(x), (12) gde ⃗w_2 – rexenie vnexneæ zadaqi −∇^2 ⃗w_2 + ∇p_2 = 0, ∇ · ⃗w_2(x) = 0 (x ∈ R^3 \ Ω)

OB OCENKE MAKSIMUMA MODUL˚ 297 ⃗w_2 | |_{∂Ω} = ⃗a, ⃗w_2 → 0 (|x| → ∞), (13) ψ – gladkaØ funkciØ, ravnaØ edinice v okrestnosti ∂Ω, nul¸ v okrestnosti S_R i udovletvorØ¸waØ neraverstvu 0 6 ψ 6 1, i ⃗w_3(x) – vektornoe pole, udovletvorØ¸wee sootnoxeniØm ∇ · ⃗w_3 (x) = −∇ · (ψ ⃗w_2 ) = − ⃗w_2 · ∇ψ (x ∈ Ω^′), ⃗w_3 | |_{∂Ω} = 0, ⃗w_3 | |_{SR} = 0. Ego moßno vybrat~ tak (sm. [5]), qto ‖ ⃗w_3 ‖_W 1_{2 (Ω}0_) 6 c‖ ⃗w_2 · ∇ψ ‖_{L2(Ω}0_).

Vektornoe pole ⃗w_2 podqinØetsØ neravenstvu sup_{Ω1} | ⃗w_2(x) |6 c sup_{∂Ω} | ⃗a(x) |, (14)

kotoroe dokazyvaetsØ tak ße, kak (5). Pofftomu ⃗w_1 udovletvorØet (11).

Poloßim

⃗b (x) = 1 4π rot ∫ Ω ⃗w (y) dy |x − y| + ∫ Ω0 ⃗w_1 (y) dy |x − y| . (15)

˚sno, qto ⃗b ∈ W^1_6 (Ω); v silu teoremy Kal~derona–Zigmunda, ‖⃗b ‖_W 1_{6 (Ω)} 6 c ( ‖ ⃗w ‖_{L6(Ω)} + ‖ ⃗w_1 ‖_{L6(Ω}0_)

) 6 c sup_{∂Ω} | ⃗a(x) | . (15^′)

Nakonec, tak kak ∇ · ∫ Ω | x − y |^{−1} ⃗w (y) dy + ∫ Ω0 | x − y |^{−1} ⃗w_1 (y) dy = 0, my imeem pri x ∈ Ω

rot ⃗b (x) = −Δ 1 4π ∫ Ω ⃗w (y) dy |x − y| + ∫ Ω0 ⃗w_1 (y) dy |x − y| = ⃗w (x). Predloßenie dokazano.

298 V. A. SOLONNIKOV

§2. Dokazatel~stvo ocenki (1) Vospol~zuemsØ predstavleniem rexeniØ zadaqi (2) qerez matricu Grina: ⃗v (x) = ⃗w (x) + ∫ Ω G(x, y)( ⃗v · ∇) ⃗v dy =

= ⃗w (x) − ∫ Ω ∇_y G(x, y) ( ⃗v (y) ⊗ ⃗v (y)) dy. (16) Matrica Grina G(x, y) = (G_{ik}(x, y))_{i,k=1,2,3} postroena v rabote K. Odkvista [2], i dlØ nee ustanovleny ocenki | G_{ik}(x, y) |6 c |x − y| , | ∇ G_{ik}(x, y) |6 c |x − y|^2 . Pofftomu, kak pokazano v [1], sup_Ω | ⃗v (x) |6 sup_Ω | ⃗w (x) | +c‖ ⃗v ‖^2_{Lp(Ω)}, q > 6 ‖ ⃗v ‖_{Lq(Ω)} 6 ‖ ⃗w ‖_{Lq(Ω)} + c‖ ⃗v ‖^2_{Lq(Ω)}, p ¿ 6q q + 3 . V qastnosti, poslednee neravenstvo spravedlivo pri p = 6, tak qto sup_Ω | ⃗v (x) |6 c ( sup_Ω | ⃗w (x) | + sup_Ω | ⃗w (x) |^2 ) + c‖ ⃗v ‖^4_{L6(Ω)} 6

6 c^(sup_{∂Ω} | ⃗a (x) | + sup_Ω | ⃗a (x) |^{2)} + c‖ ⃗v ‖^4_{L6(Ω)}. (17)

DlØ ocenki ‖ ⃗v ‖_{L6(Ω)} predstavim rexenie zadaqi (2) v vide ⃗v (x) = ⃗v^′(x) + ⃗u (x), ⃗v^′(x) = rot ζ(x)⃗b (x) = ζ(x) ⃗w (x) + ∇ζ(x) × ⃗b (x), (18) gde ζ(x) – “sreza¸waØ funkciØ Hopfa” togo ße tipa, qto v [3], gl. V, §4. Ona obladaet sledu¸wimi svoæstvami:

1. ζ(x) = 0 pri dist (x, ∂Ω) ¿ ρ, ζ(x) = 1 pri dist (x, ∂Ω) 6 ερ,

0 6 ζ(x) 6 1 (x ∈ Ω, ε, ρ ≪ 1)

OB OCENKE MAKSIMUMA MODUL˚ 299

2. Imeet mesto ocenka | ∇ ζ(x) |6 – dist (x, ∂Ω) , dist (x, ∂Ω) ∈ (ερ, ρ), (19) gde – =^c_{ln ε}�1 , c – postoØnnaØ, ne zavisØwaØ ot ε i ρ (takim obra-

zom, – moßet byt~ sdelana skol~ ugodno maloæ pri dostatoqno malom ε).

3. | D^2 ζ(x) |6 c(ε, –).

Legko proverit~ (sm. [6]), qto v kaqestve ζ(x) moßno vzØt~ funkci¸ ζ(x) = χ ( – ln^{cρ}_{d(x)}^) ,

gde χ(ξ) – gladkaØ funkciØ, ravnaØ edinice pri ξ ¿ 1, nul¸ pri

ξ 6 0, a d(x) – regulØrizovannoe rasstoØnie ot x do ∂Ω [7].

Iz (5) i (15^′) sleduet, qto

sup_Ω | ⃗v^′(x) |6 sup_Ω | ⃗w^′(x) | + sup_Ω | ∇ζ × ⃗b (x) |6 c(ε, ρ) sup_{∂Ω} | ⃗a^′(x) |, vektornoe ße pole ⃗u (x) ØvlØetsØ rexeniem zadaqi −∇^2 ⃗u + R( ⃗v^′ · ∇) ⃗u + R( ⃗u · ∇) ⃗v^′ + R(⃗u · ∇) ⃗u = −∇^2 ⃗v^′ − R( ⃗v^′ · ∇) ⃗v, ∇ · ⃗u = 0 (x ∈ Ω), ⃗u | |_{∂Ω} = 0, a znaqit ono udovletvorØet integral~nomu toßdestvu Q[u, ⃗η ] ≡ ∫ Ω ∇⃗u : ∇⃗η dx + R ∫ Ω (( ⃗v^′ + ⃗u ) · ∇) ⃗u · ⃗η dx−

−R ∫ Ω ⃗u ⊗ ⃗v^′ : ∇⃗η dx = ∫ Ω ∇⃗v^′ : ∇⃗η dx + R ∫ Ω (( ⃗v^′ ⊗ ⃗v^′) : ∇⃗η dx (20) pri l¸bom solenoidal~nom ⃗η ∈^∘W^1_2(Ω).

Preobrazuem pervyæ integral pravoæ qasti. V silu (18), ∫ Ω ∇⃗v^′ : ∇⃗η dx = ∫ Ω (∇⃗v^{′′} : ∇⃗η + ⃗w · (∇ζ · ∇) ⃗η) dx + ∫ Ω ζ∇ ⃗w : ∇⃗η dx,

300 V. A. SOLONNIKOV

gde ⃗v^{′′} = ∇ζ ×⃗b. Dalee, tak kak ⃗w ØvlØetsØ rexeniem zadaqi (4), to ∫ Ω ζ∇ ⃗w : ∇⃗η dx = − ∫ Ω ((∇ζ · ∇) ⃗w ) · ⃗η dx − ∫ Ω ∇s · ζ⃗η dx = ∫ Ω s(∇ζ · ⃗η) dx + ∫ Ω ⃗w [ (∇ζ · ∇) ⃗η + ⃗η ∇^2 ζ ] dx. Takim obrazom, (20) moßet byt~ zapisano v vide Q[ ⃗u, ⃗η ] = L[ ⃗η ], gde L[ ⃗η ] = ∫ Ω s(∇ζ · ⃗η) dx + ∫ Ω ⃗w · [ 2(∇ζ · ∇) ⃗η + ⃗η ∇^2 ζ ] dx+ ∫ Ω ∇(∇ζ × ⃗b) : ∇ ⃗η dx + R ∫ (⃗v^′ ⊗ ⃗v^′) : ∇ ⃗η dx. Poloßim zdes~ ⃗η = ⃗u Legko videt~, qto Q[ ⃗u, ⃗u ] = ‖∇⃗u‖^2_{L2(Ω)} − R ∫ Ω ⃗u ⊗ ⃗v^′ : ∇ ⃗u dx. Vsledstvie (5), (9), (18) i (19), imeet mesto neravenstvo | | | | | | ∫ Ω ⃗u ⊗ ⃗v^′ : ∇⃗u dx | | | | | | 6 sup_Ω | ⃗w (x) |^∫_Ω | ⃗u | | ∇⃗u | ζ dx+ +– sup_Ω |^⃗b (x) |^{∫ | ⃗u | | ∇⃗u | dx} dist (x, ∂Ω) 6 c ( ρ sup_Ω | ⃗w (x) | +– sup_Ω | ⃗b (x) | ) ‖∇ ⃗u ‖^2_{L2(Ω(} 6

c_1(ρ + –) sup_{∂Ω} | ⃗a (x) | ‖∇⃗u ‖^2_{L2(Ω)}

s postoØnnoæ c_1, ne zavisØweæ ot ρ i ε. Pofftomu, esli vybrat~ ρ

i – nastol~ko malymi, qto

c_1 R(ρ + –) sup_{∂Ω} | ⃗a (x) |6 1/2,

OB OCENKE MAKSIMUMA MODUL˚ 301 to Q[ ⃗u, ⃗u ] ¿ 1 2 ‖∇u‖^2_{L2(Ω)}. (21)

Dalee, dlØ L[ ⃗u ] spravedliva ocenka | L[ ⃗u ] |6 c(ε, ρ) [ ‖ ⃗u‖_{L2(Ω)} ( ‖s‖_{L2(ω)} + sup_Ω | ⃗w (x) | ) + +‖∇⃗u ‖_{L2(Ω)} ( ‖⃗b ‖_W 1_{2 (ω)} + sup_Ω | ⃗w (x) | )] + R‖ ⃗v^′‖^2_{L4(Ω)} ‖∇⃗u ‖_{L2(Ω)},

gde ω = supp ∇ζ. Tak kak dist (ω, ∂Ω) ¿ ερ, to vsledstvie (5), (6), (9) | L[ ⃗u ] |6 c_2(ε, ρ) ( sup_{∂Ω} | ⃗a (x) | + sup_{∂Ω} | ⃗a (x) |^2 ) ‖∇⃗u‖_{L2(Ω)}. Iz fftoæ ocenki i iz (21) sleduet

‖∇⃗u ‖_{L2(Ω)} 6 2c_2(ε, ρ) ( sup_{∂Ω} | ⃗a (x) | + sup_{∂Ω} | ⃗a (x) |^2 ) . Oqevidno, takoe ße neravenstvo spravedlivo i dlØ ‖ ⃗u‖_{L6(Ω)}. Takim obrazom,

‖ ⃗v‖_{L6(Ω)} 6 ‖ ⃗v^′‖_{L6(Ω)} + ‖ ⃗u ‖_{L6(Ω)} 6 c_3(sup_{∂Ω} | ⃗a (x) |),

qto vmeste s (17) vleqet za soboæ (1).

Neravenstvo (1) spravedlivo i v sluqae, kogda ∂Ω raspadaetsØ na koneqnoe qislo svØznyh komponent: ∂Ω =^m ⋃ j=1 S_j i ∫ S_j ⃗a · ⃗n ds = 0, j = 1, . . . , m. (22) Ocenka (5) dlØ takih oblasteæ dokazana nezavisimo P. Maremonti, a takße P. Galdi i V. Farnhornom. Predloßenie 2 pri uslovii (22) ostaetsØ v sile. Oboznaqim qerez Ω_j ograniqennu¸ oblast~ s ∂Ω_j = S_j i predpoloßim, qto Ω_m ⊃ Ω ∪ Ω_1 ∪ . . . ∪ Ω_{m−1}. Togda zadaqa (13) ffkvivalentna sovokupnosti m − 1 vnutrennih zadaq (dlØ Ω_1, . . . , Ω_{m−1} i vnexneæ zadaqi dlØ R^3 \ Ω_m; neravenstvo (14) ostaetsØ v sile. Vektornoe pole ⃗w_1(x) sleduet opredelit~ formuloæ (12) v oblasti Ω^′_m ⊂ R^3 \ Ω_m, ograniqennoæ S_m i sferoæ |x−x_0| = R, a v Ω_1, . . . , Ω_{m−1} poloßit~ ⃗w_1 (x) = ⃗w_2 (x); pri fftom ocenka (11) sohranitsØ. Nakonec, ⃗b (x) sleduet opredelit~

302 V. A. SOLONNIKOV

formuloæ (15) s Ω^′ = Ω_1 ∪ . . . ∪ Ω_{m−1} ∪ ∪Ω^′_m. Ostal~nye rassußdeniØ takie ße, kak vyxe; neobhodimye ocenki tenzora Grina sledu¸t iz obwih rezul~tatov raboty [8].

V zakl¸qenie otmetim, qto predstavlenie (16) i neravenstvo (1) da¸t vozmoßnost~ ocenit~ proizvodnye rexeniØ zadaqi (2) v l¸boæ toqke x ∈ Ω qerez dist (x, ∂Ω) i max_{∂Ω} | ⃗a (x) |. Krome togo, rassußdeniØ, provedennye pri dokazatel~stve ocenki (1), dokazyva¸t razreximost~ zadaqi (2) pri ⃗a ∈ C(∂Ω), udovletvorØ¸- wem uslovi¸ (22).

Literatura

1. R. Finn, V. Solonnikov, Gradient estimates for solution of the Navier–Stokes equations. Submitted to Topol. Meth. Nonlinear Anal..

2. F. K. G. Qdquist, Über die Randwertaufgaben der Hydrodynamik zäher Flüssingkei ten. — Math. Zeithschrift 32 (1930), 329–375.

3. O. A. LadyßenskaØ, Matematiqeskie voprosy dinamiki vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti. Nauka, M., 1970 288s.

4. N. M. G¸nter, TeoriØ potenciala i ee primeneniØ k osnovnym zadaqam matematiqeskoæ fiziki. Gostehizdat 1953.

5. O. A. LadyßenskaØ, V. A. Solonnikov, O nekotoryh zadaqah vektornogo analiza i ob obobwennyh postanovkah kraevyh zadaq dlØ uravneniæ Nav~e–Stoksa. — Zap. nauqn. semin. LOMI 59 (1976), 81–116.

6. V. A. Solonnikov, K. Pileckas, O nekotoryh prostranstvah solenoidal~nyh vektorov i o razreximosti kraevoæ zadaqi dlØ sistemy uravneniæ Nav~e–Stoksa v oblastØh s nekompaktnymi granicami. — Zap. nauqn. semin. LOMI 73 (1977), 136–151.

7. E. Stein, Singular integrals and differentiability properties of functions. Princeton Univ. Press, New York 1970.

8. V. A. Solonnikov, O matricah Grina dlØ fflliptiqeskih i paraboliqeskih kraevyh zadaq. I: Trudy MIAN SSSR, 110, (1970) 107–145; II: Trudy MIAN SSSR, 116, (1971) 181–216.

Solonnikov V. A. On the estimate of maximum modulus of solution of stationary problem for the Navier–Stokes equations.

It is shown that the solution of a nonlinear stationary problem for the Navier– Stokes equations in a bounded domain Ω æ R3 with the boundary conditions ⃗v | @�^=

⃗a(x) satisfies the inequality sup x2� j ⃗v (x) j6 c^( sup_{x2@�} j ⃗a(x) j^)

for arbitrary Reynolds number.

Postupilo 12 aprelØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN