N. N. Ural~ceva

O SVO`STVAH SVOBODNO` GRANICY V OKRESTNOSTI TOQEK KONTAKTA S IZVESTNO` GRANICE` PosvØwaetsØ ¸bile¸ Ol~gi Aleksandrovny Ladyßenskoæ

RassmatrivaetsØ zadaqa s prepØtsviem dlØ uravneniØ Laplasa. V prosteæxem sluqae ona moßet byt~ sformulirovana kak zadaqa o minimizacii funkcionala ∫ Ω ( |Dv|^2 + 2vf ) dx na vypu-

klom mnoßestve {v ∈ H^1(Ω) : v > 0 p.v. v Ω; v − φ ∈ H^1_0 (Ω)}. Zdes~

Ω ⊂ R^n – ograniqennaØ oblast~; Dv – gradient v, f i φ – zadan-

nye funkcii, priqem f poloßitel~na v Ω, φ neotricatel~naØ na ∂Ω. Pust~ u – rexenie zadaqi. Izvestno, qto pri opredelennoæ gladkosti f, φ i ∂Ω funkciØ u prinadleßit C^{1,1}(Ω) i udovletvorØet uravneni¸ Δu = f na mnoßestve N (u) = {x ∈ Ω : u(x) > 0}.

Zdes~ Δ =^n ∑ i=1 ∂2 ∂x2_i – operator Laplasa. Λ(u) = Ω \ N (u) nazyvaet-

sØ koincidentnym mnoßestvom, a σ(u) = ∂N (u) ∩ Ω – svobodnoæ graniceæ.

Zasluga issledovaniØ C^1 gladkosti svobodnoæ granicy prinadleßit L. Kaffarelli [1, 2]. V predpoloßenii, qto Λ(u) v okrestnosti toqki x^0 ∈ σ(u) udovletvorØet nekotoromu geometriqeskomu uslovi¸ (v opredelennom smysle neobhodimomu), v [1, 2] dokazyvaetsØ, qto σ(u) vblizi x^0 est~ poverhnost~ klassa C^1. Modul~ nepreryvnosti normali k σ(u) ocenivaetsØ ravnomerno dlØ nekotorogo klassa rexeniæ i zavisit ot rasstoØniØ ot x^0 do granicy oblasti Ω.

Nedavno v rabotah [3, 4] qast~ fftih rezul~tatov byla rasprostranena na sluqaæ, kogda x^0 ØvlØetsØ toqkoæ kontakta σ(u)

Rabota qastiqno podderßana RFFI, grant 96-01-00087, i INTAS, grant 96-0835. 303

304 N. N. URAL^CEVA i ∂Ω. Pri uslovii, qto v okrestnosti issleduemoæ toqki ∂N (u) predstavlØet soboæ grafik lipxicevoæ funkcii, v [3] dokazana differenciruemost~ vs¸du fftoæ funkcii, a v [4] – ee C^1 gladkost~. Pokazano, qto bol~xeæ gladkosti ∂N (u) v toqkah kontakta, voobwe govorØ, net v otliqie ot situacii vnutri Ω, gde, kak izvestno C^1 vleqet dal~neæxu¸ skol~ ugodno vysoku¸ regulØrnost~ σ(u). Po-suwestvu, v osnove rezul~tatov [3, 4] leßat idei L. Kaffarelli, dopolnennye ocenkami vblizi ∂Ω vtoryh proizvodnyh, smexannyh i qistyh, dlØ rexeniæ zadaqi s prepØtstviem. Odnako po sravneni¸ s [1, 2] predpoloßenie o lipxicevom haraktere ∂N (u) v [3, 4] predstavlØetsØ obremenitel~nym. Bolee twatel~nyæ analiz pokazyvaet, qto ot fftogo predpoloßeniØ moßno izbavit~sØ. �tomu voprosu i posvØwena dannaØ rabota.

Niße, takße kak i v [3, 4] dokazatel~stva provodØtsØ dlØ model~nogo sluqaØ, kogda f ≡ 1, okrestnost~ issleduemoæ toqki est~ ediniqnyæ xar v ploskosti x_n = 0, gde φ ≡ 0. SleduØ rassußdeniØm stat~i [4], my ostanavlivaemsØ podrobno lix~ na teh momentah, gde trebu¸tsØ dopolnitel~nye soobraßeniØ, svØzannye s otkazom ot kakih-libo apriornyh usloviæ na ∂N (u).

OboznaqeniØ, v osnovnom, sootvetstvu¸t prinØtym v [4]. Imenno,

x = (x_1, . . . , x_n) = (x^′, x_n) – toqka v R^n, |x| = ( ∑ x^2_i )^{1/2},

R^n_+ = {x ∈ R^n : xn > 0}, BR(x^0) = {x ∈ R^n : |x − x^0| < R},

B_R = B_R(0), B^+_R (x^0) = B_R(x^0) ∩ R^n_+, B^+_R = B^+_R (0),

Γ = {x ∈ R^n : x_n = 0}, Γ_R = Γ ∩ B_R,

|E| – n-mernaØ Lebegova mera mnoßestva E ⊂ R^n. DlØ δ ∈]0,^π_2 [ rassmatriva¸tsØ konusy

K^+_δ = {x ∈ R^n : x_n > |x^′|tg δ}, K^+_δ (x^0) = x^0 + K^+_δ ,

K^−_δ = −K^+_δ , K^−_δ (x^0) = x^0 + K^−_δ .

Simvol D_i oznaqaet differencirovanie po x_i, D_{ij} = D_iD_j , Du = (D_iu), D^2 u = (D_{ij}u). DlØ ediniqnyh vektorov ξ v R^n D_ξu = ξ_iD_iu – proizvodnaØ po napravleni¸ ξ.

Bukvoæ τ oboznaqa¸tsØ ediniqnye kasatel~nye k Γ vektory, tak qto τ = (τ^′, 0), |τ | = 1.

DlØ kratkosti vmesto ess sup i ess inf pixem sup i inf sootvetstvenno.

O SVO`STVAH SVOBODNO` GRANICY 305

Opredelenie 1. FunkciØ u ∈ C^{1,1}(B^+_r ) prinadleßit klassu

P^+_r (M), esli i udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

1^∘. ess sup B+_r |D^2u| 6 M; 2^∘. u > 0 v B^+_r , u = 0 na Γ_r ;

3^∘. Δu = 1 na mnoßestve N (u) = {x ∈ B^+_r : u(x) > 0}. DlØ funkciØ u ∈ P^+_r (M) oboznaqaem takße Λ(u) = {x ∈ B^+_r :

u(x) = 0}, σ(u) = ∂N (u) ∩ B^+_r , σ^∗(u) = σ(u) ∩ Γ_r – kontaktnoe mnoßestvo, σ^0(u) = ∂N (u) ∩ Γ, σ^0_{int} (u) = σ^0(u) \ σ^∗(u).

Zameqanie. Klass P^+_r (M) otliqaetsØ ot klassa P^+_r (M, λ), vve-

dennogo v [3, 4], tem, qto zdes~ net nikakih usloviæ na ∂N (u) i ne predpolagaetsØ, qto 0 ∈ σ^∗(u). Niße my sqitaem qislo M fiksirovannym i zavisimost~ raznyh konstant ot M ne otmeqa- em. Pri izuqenii svoæstv svobodnoæ granicy suwestvennu¸ rol~ igra¸t masxtabnye preobrazovaniØ vida

y = r^{−1}_k (x − z^k), u^{(k)}(y) = r^{−2}_k u_k(x), (1)

gde r_k ↘ 0 pri k → ∞. Niße v kaqestve {u_k} budut brat~sØ posledovatel~nosti iz P^+_r (M) (inogda u_k = u dlØ vseh k), a toqki z^k budut vybirat~sØ tak, qtoby z^k ∈ Γ_{r/2}, |Du_k(z^k)| 6 cr_k, c = const. Poskol~ku

D^2u^{(k)}(y) = D^2u_k(x) = D^2u_k(r_ky + z^k), (2)

to u^{(k)} ∈ P^+_{(2rk)−1r} (M). PerehodØ, esli potrebuetsØ, k podposledovatel~nosti, moßno sqitat~, qto u^{(k)} shoditsØ v C^1loc (R^n_+ ∪ Γ) k nekotoroæ funkcii u^0, nazyvaemoæ blou-ap predelom {u_k}:

u^0 = blow-up lim u_k. (3)

˚sno, qto u^0 ∈ P^+_∞(M) i Γ∪Λ(u^0) ⊃ limΛ(u^{(k)}), gde lim oboznaqaet mnoßestvo predel~nyh toqek vseh shodØwihsØ posledovatel~nosteæ x^k ∈ Λ(u^{(k)}). Krome togo, imeet mesto vkl¸qenie

N (u^0) ⊃ lim N (u^{(k)}), (4)

qto ØvlØetsØ prostym sledstviem formuliruemoæ niße lemmy o nevyroßdennosti.

306 N. N. URAL^CEVA

Lemma 1 (Lemma 1 iz [2]). Esli u udovletvorØet usloviem 2^∘,

3^∘ OpredeleniØ 1, to dlØ l¸byh x ∈ N (u) i ρ > 0

sup_{Bρ(x)} u > 1 2n ρ^2 .

V qastnosti, ots¸da vytekaet, qto esli

y^k ∈ σ(u^{(k)}), y^0 = lim_{k→∞} y^k, to y^0 ∈ ∂N (u^0). (5)

DlØ funkciØ iz P^+_1 (M) spravedlivy odnostoronnie ocenki vplot~ do Γ_1 qistyh vtoryh proizvodnyh, obobwa¸wie sootvetstvu¸wie vnutrennie ocenki Kaffarelli.

Lemma 2 (Lemma 2 iz [4]). Pust~ u ∈ P^+_1 (M), x^0 ∈ σ(u) ∩ B_{1/2}.

Esli dlØ nekotorogo napravleniØ ξ v R^n i nekotorogo R ∈]0,^1_2 ] izvestno, qto D_{ξξ}u > 0 na σ^0_{int}(u) ∩ B_R(x^0), (6) to inf B+_ρ (x0) D_{ξξ}u > −C| log ρ|^{−β} pri ρ 6 R, (7) gde C = C(R), β =^1_{2(n−1)} .

Strogo govorØ, Lemma 2 v [4] formuliruetsØ dlØ toqek x^0 ∈ σ^∗(u), odnako dokazatel~stvo polnost~¸ sohranØetsØ, esli vmesto toqki kontakta x^0 = 0 brat~ l¸bu¸ toqku x^0 ∈ σ(u) ∩ B_{1/2} i pri fftom zamenØt~ |x| na |x − x^0|.

Sledstvie 1. Pust~ {uk} ⊂ P^+_1 (M), x^k ∈ Λ(uk)∩B^+_{1/4}, rk = x^k_n ↘ 0,

z^k = (x^{k′} , 0) i funkciØ u^0 opredelena sootnoxeniØmi (3), (1). Togda

Λ(u^0) ⊃ K^−_{arctg 2M} (y^0 ) ∩ B^1_+ , gde y^0 = (0, 1).

Dokazatel~stvo. Zametim, qto ukazannyæ vybor z^k vozmoßen,

ibo |Du_k(x^k)| = 0, |Du_k(z^k)| 6 M r_k.

Esli u ∈ P^+_1 (M), a μ i τ – kasatel~nye k Γ napravleniØ, to D_{μτ} u = 0 i, v silu uravneniØ, D_{nn}u = 1 na σ^0_{int}(u). DlØ proizvol~nogo ße napravleniØ ξ v R^n s ξ_n ≠ 0 imeem

D_{ξξ} u = ξ^2_n ( 1 + 2D_{nτ} u ξτ ξn ) na σ^0_{int}(u). (8)

O SVO`STVAH SVOBODNO` GRANICY 307 V qastnosti pri ξ ∈ K^±_{arctg 2M} , x ∈ σ^0_{int} (u)

D_{ξξ} u(x) > ξ^2_n ( 1 − 2M |ξ^′| |ξ_n| )

> 0.

PrimenØØ Lemmu 2 k u_k, R =^1_2 , ρ = 4r_k, x^0 = x̂^k, gde x̂^k – blißaæxaØ k x^k toqka σ(u_k) ∩ B_{1/2}, poluqaem inf B+2_{rk} (x^k)

D_{ξξ}u_k > −C | log 4r_k|^{−β} ∀ξ ∈ K^±_{arctg 2M} . (9)

Pri fftom my uqli, qto pri |x^k − x̂^k| > 2r_k levaØ qast~ (9) ravna nul¸. Iz (9) i togo fakta, qto u = 0 v toqke x^k i na Γ, legko zakl¸qit~, qto

u_k 6 2C r^2_k| log 4r_k|^{−β} v B^+_{rk} (z^k) ∩ K^−_{arctg 2M} (x^k).

Vmeste s (1) ffto ravnosil~no neravenstvu

u^{(k)} 6 2C| log 4r_k|^{−β} v B^+_1 ∩ K^−_{arctg 2M} (y^0),

pravaØ qast~ kotorogo stremitsØ k nul¸ pri k → ∞. Ots¸da pri k → ∞ vytekaet ßelaemoe zakl¸qenie. �

V otliqie ot Lemmy 2 pri ocenkah v [4] smexannyh proizvodnyh D_{τn}u na Γ suwestvenno ispol~zovalos~ predpoloßenie o lipxicevom haraktere ∂N (u). Qtoby izbeßat~ fftogo, dokaßem sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 3. DlØ l¸bogo τ ∈]0,^1_2 ] suwestvuet R0 = R0(τ ) > 0, takoe

qto, kakovy by ni byli funkciØ u ∈ P^+_1 (M) i toqka x^0 ∈ Λ(u)∩B^+_{1/4} s x^0_n 6 R_0, imeet mesto vkl¸qenie

Λ(u) ⊃ K^−_λ (x^0) ∩ {x : 0 < x_n < (1 − τ )x^0_n}, (10)

gde λ = arctg 4M.

Dokazatel~stvo. Pust~ utverßdenie lemmy neverno dlØ kakogo-

nibud~ τ . Togda naædetsØ posledovatel~nost~ funkciæ u_k ∈ P^+_1 (M) i toqek x^k ∈ Λ(u_k) ∩ B^+_{1/4}, takih qto r_k = x^k_n ↘ 0 i pri kaßdom k naruxaetsØ (10), t.e. suwestvuet toqka x̂^k ∈ K^−_λ (x^k) ∩ N (u_k), dlØ kotoroæ x̂^k_n < (1 − τ )x^k_n. Zamena (1) s z^k = (x^{k′} , 0) perevodit toqki x^k v y^0 = (0, 1), a toqki x̂^k v toqki

308 N. N. URAL^CEVA

ŷ^k ∈ K^−_λ (y^0 ) ∩ N (u^{(k)}) ∩ {y : 0 < y_n < 1 − τ }. Voz~mem podposledovatel~nost~, sohranØØ preßnie oboznaqeniØ, dlØ kotoryæ suwestvu¸t predely (3) i ŷ = lim ŷ^k. V silu (4) imeem ŷ ∈ K^−_λ (y^0) ∩ N (u^0), 0 6 ŷ_n 6 1 − τ . Po Lemme 1 togda naædetsØ toqka z ∈ K^−_{arctg 3M} (y^0) ∩ N (u^0), takaØ qto 0 < z_n < 1 −^τ_2 . S drugoæ storony, Sledstvie 1 pokazyvaet, qto z ∈ Λ(u^0). Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet spravedlivost~ utverßdeniØ Lemmy 3. �

Qtoby ne usloßnØt~ dal~neæxie formulirovki, budem rassmatrivat~ kaku¸-nibud~ konkretnu¸ funkci¸ u ∈ P^+_1 (M), imeØ v vidu odnako, qto privodimye niße ocenki ravnomerny dlØ vsego klassa P^+_1 (M) s fiksirovannym M.

Qislo R_0 = R_0(^1_4 ) iz Lemmy 3 budem sqitat~ stol~ malym, qtoby dlØ l¸boæ toqki x^0 ∈ Γ_{1/8} mnoßestvo K^+_λ (x^0) ∩ {x : x_n < R_0} soderßalos~ v B^+_{1/4}.

Sledstvie 2. DlØ l¸boæ toqki x^∗ ∈ σ^∗(u) ∩ Γ_{1/8} spravedlivo

N (u) ⊃ K^+_λ (x^∗) ∩ {x : x_n < R_0}, R_0 = R_0( 1 4 ). (11)

Dokazatel~stvo. Esli (11) neverno dlØ kakoæ-libo x^∗ ∈ σ^∗(u) ∩

Γ_{1/8}, to naædetsØ toqka x̂ ∈ Λ(u), takaØ qto 0 < x̂_n < R_0, |x̂^′| < (4M)^{−1}x̂_n. V silu Lemmy 3, togda pri nekotorom ε > 0 B^+_ε (x^∗) ⊂ Λ(u^0). Poslednee protivoreqit prinadleßnosti x^∗ kontaktnomu mnoßestvu σ^∗(u). �

Pri ocenivanii smexannyh proizvodnyh D_{τn}u na Γ v rabotah [3, 4] uslovie o predstavimosti ∂N (u) v vide x_n – grafika lipxicevoæ funkcii ispol~zovalos~ tol~ko dlØ poluqeniØ sledu¸weæ informacii, neobhodimoæ dlØ dokazatel~stva Lemmy 1 v [4] (Lemmy 2 v [3]):

1) esli x^0 ∈ σ(u) i z = (x^{0′} ,^{x0n}_2 ), to xar B_{βx}0_n (z) dolßen soderßat~sØ v Λ(u);

2) esli x^∗ ∈ σ(u), to trebuetsØ, qtoby K^+_λ (x^∗) ∩ B^+_{R0} ⊂ N (u). Poloßitel~nye konstanty β, R_0 i λ opredelØlis~ tol~ko parametrami klassa. V posledu¸wih rassußdeniØh (Lemmy 3 i 4 v [4]), privodØwih k ocenkam D_{τn}u, ne trebovalos~ special~- nyh usloviæ na ∂N (u). Legko videt~, qto dokazannye vyxe Lemma 3 i Sledstvie 2 obespeqiva¸t vypolnenie usloviæ 1) i 2) s

O SVO`STVAH SVOBODNO` GRANICY 309 λ = arctg 4M, R_0(1/4), β = (10M )^{−1}. Takim obrazom, moßno sqitat~ dokazannoæ spravedlivost~ sledu¸wego utverßdeniØ, analogiqnogo Lemme 4 iz [3].

Lemma 4. Suwestvuet poloßitel~naØ neubyva¸waØ funkciØ

ω^∗ :]0,^1_2 [→ R_+, udovletvorØ¸waØ uslovi¸

lim_{ρ→0} ω^∗(ρ) = 0,

i takaØ qto neravenstvo |D_τ u(x)| x_n 6 ω^∗(ρ) pri x ∈ B^+_ρ (x^∗) (12)

verno dlØ l¸bogo napravleniØ τ = (τ^′, 0), l¸boæ u ∈ P^+_1 (M) i proizvol~noæ toqki x^∗ ∈ σ^∗(u) ∩ Γ_{1/8}.

Sledstvie 3. Smexannye proizvodnye Dτnu, τ = (τ^′, 0), udovle-

tvorØ¸t ocenke

|D_{τn}u(x)| 6 ω^∗(d^∗(x)), x ∈ σ^0_{int} (u) ∩ Γ_{1/8}. (13)

Zdes~ d^∗(x) = dist{x; σ^∗(u)}, ω^∗ – funkciØ iz Lemmy 4.

Sledstvie 4. Pust~ h(r; x^∗) = sup{xn : x ∈ Λ(u) ∩ Br (x^∗)}, gde

x^∗ ∈ σ^∗(u) ∩ Γ_{1/16}. Togda h(r; x^∗) r 6 8nω^∗(r) → 0 pri r → 0.

Dokazatel~stvo. Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~

x^∗ = 0, h(r) = h(r; 0). PrimenØØ Lemmu 1 k xaru B_{h(r)} , nahodim, qto suwestvuet z ∈ B^+_{h(r)} ∩ N (u), v kotoroæ u(z) >^{h2 (r)}_{4n} . Toqku z moßno soedinit~ otrezkom, parallel~nym Γ, s nekotoroæ toqkoæ ẑ ∈ σ(u) ∩ B_r, t.e. naædetsØ napravlenie τ = (τ^′, 0), takoe qto u(z) = (z_τ − ẑ_τ )

∫_1 0 D_τ u(ẑ + t(z − ẑ))dt. V silu (12) ots¸da sleduet, qto h^2(r) 4n 6 u(z) 6 2rω^∗(r)h(r). �

310 N. N. URAL^CEVA

Lemma 5. Pust~ δ ∈]0,^π_2 [. Suwestvuet postoØnnaØ cδ , takaØ qto

pri proizvol~nyh ξ ∈ K^±_δ , |ξ| = 1, ρ ∈]0,^1_8 [ i x^∗ ∈ σ^∗(u)∩Γ_{1/16} imeet mesto ocenka inf B_ρ(x^∗ ) D_{ξξ} u > −c_δ | log ρ|^{−β}, β = 1 2(n − 1)

. (14)

Dokazatel~stvo. Vyberem R ∈]0,^1_8 [ tak, qtoby 2ω^∗(R) 6 tg δ. To-

gda iz sootnoxeniØ (8) i ocenki (13) sleduet (6), tak qto pri

ρ 6 R spravedlivost~ (14) vytekaet iz Lemmy 2. Pri ρ > R

ocenka (14) s postoØnnoæ c_δ = 2M | log R|^β oqevidna. �

Teorema 1. Pust~ u ∈ P^+_1 (M), x^∗ ∈ σ^∗(u) ∩ Γ_{1/16}. Suwestvuet

ρ_0 > 0 i funkciØ b ∈ C^1, takaØ qto N ∩ B_{ρ0} (x^∗) = {x : x_n > b(x^′)}, b(x^{∗′} ) = |Db(x^{∗′} )| = 0. Dokazatel~stvo. Bez ograniqeniØ obwnosti sqitaem x^∗ = 0.

Rassmotrim kaku¸-libo posledovatel~nost~ x^k ∈ σ(u) ∩ B_{1/16}, x^k → 0, i pust~ funkciØ u^0 opredelena sootnoxeniØmi (3), (1) s z^k = (x^{k′} , 0), r_k = x^k_n, u_k = u. Pokaßem, qto

u^0(y) = 1 2 (y_n − 1)^2_+ (15)

DlØ fftogo zametim snaqala, qto esli z ∈ Λ(u^0), to polosa Π(z_n) = {y : 0 < y_n 6 z_n} takße soderßitsØ v Λ(u^0). V samom dele, pri |y| < R i δ > 0 iz Lemmy 5 i ravenstva (2) poluqaem pri ξ ∈ K^±_δ D_{ξξ} u^{(k)}(y) > −c_δ | log(r_kR + |z^k||^{−β}. Ots¸da dlØ l¸bogo otrezka l v K^−_δ (z) ∩ B^+_R , soedinØ¸wego toqku z s toqkami na Γ, sleduet ocenka

sup_l u^{(k)} 6 c_δ|l|^2| log(r_kR + |z^k|)|^{−β} → 0 pri k → ∞,

tak qto u^0 ravna nul¸ v K^−_δ (z) ∩ B^+_R . Vvidu proizvol~nosti δ > 0 i R < ∞ zakl¸qaem, qto u^0 ≡ 0 v Π(z_n).

Dalee, poskol~ku y^0 = (0, 1) ∈ σ(u^k) pri k = 1, 2, . . ., to y^0 ∈ σ(u^0) (sm. (5)) i, sledovatel~no, Λ(u^0) = Π(1). V silu edinstvennosti rexeniØ zadaqi Koxi dlØ uravneniØ Laplasa ots¸da sleduet (15).

O SVO`STVAH SVOBODNO` GRANICY 311 VernemsØ k rassmotreni¸ semeæstva {u^{(k)}} v xare B_1(y^0 ). Sootvetstvu¸wie svobodnye granicy σ(u^{(k)}) soderßat toqku y^0 , a ee nekotoraØ okrestnost~ nahoditsØ vdali ot Γ. Rezul~taty L. Kaffarelli garantiru¸t suwestvovanie poloßitel~nyh –, r_0 i funkcii σ : ]0, r_0[→ R^+, σ(r) ↘ 0 pri r → 0, opredelØemyh tol~ko veliqinoæ M , takih qto, esli pri kakom-libo ρ ∈]0, r_0[

|Λ(u^{(k)}) ∩ B_ρ(y^0 )| |B_ρ| > σ(ρ), (16) to v sootvetstvu¸weæ dekartovoæ sisteme koordinat σ(u^{(k)}) ∩ B–_ρ (y^0) predstavlØet soboæ grafik funkcii klassa C^1. Bolee togo, esli (16) pri kakom-libo ρ ∈]0, r_0[ vypolnØetsØ dlØ vseh k > k_0, to normali k poverhnostØm {σ(u^{(k)}) ∩ B–_ρ (y^0)} ravnostepenno nepreryvny.

Udovletvorit~ trebovani¸ (16) dlØ dostatoqno bol~xih k vozmoßno, esli vospol~zovat~sØ Lemmoæ 3 s τ =^ρ_2 . DlØ l¸bogo ρ ∈]0,^1_4 [ ona obespeqivaet naliqie ocenki |Λ(u) ∩ B_{ρrk} (x^k)| |B_{ρrk} | > a > 0 a = 1 2 |K^−_λ ∩ B_1| |B_1| , λ = arctg 4M, (17)

pri uslovii, qto r_k = x^n_k 6 R_0 ( ρ 2 ) . (18)

Neravenstvo (17), v svo¸ oqered~ ravnosil~no ocenke

|Λ(u^{(k)}) ∩ B_ρ(y^0)| |B_ρ| > a. Poskol~ku σ(r) ↘ 0 pri r → 0, to moßno fiksirovat~ ρ, dlØ kotorogo σ(ρ) < a i togda dlØ vseh k, udovletvorØ¸wih (18), bedet vypolneno uslovie (16).

Vvidu skazannogo vyxe {σ(u^{(k)}} v xare B–_ρ(y^0 ) predstavlØet soboæ semeæstvo neparametriqeskih poverhnosteæ s ravnostepenno nepreryvnymi normalØmi ν^{(k)}. Na osnovanii (5) i (15) ots¸- da legko vyvesti, qto predel~naØ dlØ σ(u^{(k)}) poverhnost~ sovpadaet v xare B–_ρ (y^0 ) s σ(u^0) = {y : y_n = 1}, a normali ν^{(k)}(y^0 ) pri k → ∞ stremØtsØ k ν^0(y^0 ) = e_n. ObrawaØs~ k opredeleni¸ (1) (s u_k = u), vidim, qto toqki x^k, udovletvorØ¸wie (18), ØvlØ- ¸tsØ toqkami gladkosti σ(u) i dlØ sootvetstvu¸wih normaleæ ν(x^k) = ν^k(y^0) verno lim_{k→∞} ν(x^k) = e_n.

312 N. N. URAL^CEVA

Tak kak posledovatel~nost~ x^k ∈ σ(u), x^k → 0, vybiralas~ proizvol~no, to v nekotoroæ ρ_0 okrestnosti nulØ imeem B_{ρ0} ∩ ∂N (u) = {x : x_n = b(x^′)}, |Db(x^′)| → 0 pri x^′ → 0. Sledstvie 4 pokazyvaet, qto |Db(0)| = 0.

Zametim ewe, qto v silu ravnomernogo haraktera ocenok moduleæ nepreryvnosti ν^{(k)} qislo ρ_0 moßet byt~ vybrano obwim dlØ vseh x^∗ ∈ Γ_{1/16}. �

Teorema 2. u ∈ C^2(N (u) ∩ Bρ_0 (x^∗)) pri nekotorom ρ0 > 0 i l¸boæ

x^∗ ∈ σ^∗(u).

Dokazatel~stvo fftoæ teoremy faktiqeski sovpadaet s dokazatel~stvom Teoremy 2 v stat~e [4]. Edinstvennoe otliqie sostoit v tom, qto dokazyvaØ Lemmu 6 v [4], my ispol~zovali vkl¸qenie K^+_λ (z^∗) ⊂ N (u) ∀z^∗ ∈ σ^∗(u), vytekavxee iz predpoloßeniØ o lipxicevom haraktere ∂N (u). Vmesto fftogo moßno vospol~zovat~sØ Sledstviem 2.

Literatura

1. L. A. Caffarelli, The regularity of free boundaries in higher dimentions. Acta Math. 139 (1977), 155–184.

2. L. A. Caffarelli, Compactness methods in free boundary problems. Commun. Part.

Diff. Eq. 5(4) (1980), 427–448.

3. D. E. ApuxkinskaØ, N. N. Ural~ceva, O povedenii svobodnoæ granicy

vblizi granicy oblasti. Zap. nauqn. semin. POMI 221 (1995), 5–19.

4. N. N. Ural~ceva, C^1-regulØrnost~ granicy nekoincidentnogo mnoße-

stva v zadaqe s prepØtstviem. Algebra i agaliz 8 (1996), vyp. 2,

205–221.

Uraltseva N. N. On properties of the free boundary in the neighborhood of contact with the given boundary.

For the simpliest elliptic obstacle problem, the behavior of the free boundary in the vicinity of the points where it contacts the prescribed boundary of the domain is studied. The eairlier result concerning the C^1 regularity of the boundary ∂N of the noncoincidence set is strengthened. It is proved that the assumed earlier Lipschitz condition on ∂N can be omitted.

Postupilo 21 sentØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet