Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 250, 1998 g.

S. A. Avdonin, M. I. Belixev, ı. S. Roßkov

DINAMIQESKA˚ OBRATNA˚ ZADAQA DL˚ NESAMOSOPR˚ȷENNOGO OPERATORA XTURMA–LIUVILL˚

0. Vvedenie

V stat~e razvivaetsØ podhod k obratnym zadaqam (t. n. BCmetod), osnovannyæ na ideØh teorii graniqnogo upravleniØ ([1, 2]). On daet takße novu¸ interpretaci¸ lokal~nogo podhoda A. S. Blagovewenskogo [3]. BC-metod dlØ nesamosoprØßennogo operatora Xturma–LiuvillØ izloßen v [5] (sm. takße [6]); v dannoæ rabote privoditsØ variant metoda, naibolee prigodnyæ dlØ qislennoæ realizacii. Obsußda¸tsØ rezul~taty qislennyh ffksperimentov.

1. PrØmaØ zadaqa. Zadaqa graniqnogo upravleniØ

1.1. PrØmaØ zadaqa

Pust~ V (x), x ¿ 0 vewestvennaØ N × N matrica-funkciØ s nepreryvno differenciruemymi fflementami. Rassmotrim naqal~nokraevu¸ zadaqu (Zadaqa I)

u_{tt} − u_{xx} + V (x)u = 0, (x, t) ∈ R_+ × (0, T ), T > 0, (1)

u(x, 0) = u_t(x, 0) = 0, (2)

u(0, t) = f(t). (3)

Rexenie fftoæ zadaqi est~ vektor-funkciØ u = u^f (x, t) so znaqeni- Ømi v R^n. Inogda, ispol~zuØ fiziqesku¸ terminologi¸, budem nazyvat~ V , f i u^f potencialom, upravleniem i volnoæ, sootvetstvenno.

DannaØ rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (grant 97-01-01115 i grant 96-01-00666). 7

8 S. A. AVDONIN, M. I. BELIXEV, ı. S. ROȷKOV Pust~ matrica-funkciØ w(x, t) est~ rexenie zadaqi Gursa w_{tt} − w_{xx} + V (x)w = 0, 0 < x < t < T, w(0, t) = 0, w(x, x) = − 1 2 x∫ 0 V (s)ds; (4)

Izvestno, qto w(x, t) dvaßdy nepreryvno differenciruema v oblasti {(x, t) : 0 ≤ x ≤ t ≤ T }. Legko proverit~ sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 1.1.

(a) Esli f ∈ C^2([0, T ]; R^N) i f(0) = f^′(0) = 0, to zadaqa I imeet edinstvennoe klassiqeskoe rexenie u = u^f (x, t). V fftom sluqae spravedlivo predstavlenie

u^f (x, t) = f(t − x) + t∫ x w(x, s)f(t − s)ds pri x < t 0 pri x ≥ t (5)

(b) DlØ f ∈ L_2([0, T ]; R^N) funkciØ u^f (x, t), opredelennaØ predstavleniem (5) udovletvorØet uravneni¸ (1) v smysle teorii raspredeleniæ.

V poslednem sluqae my sqitaem u^f obobwennym rexeniem zadaqi 1 dlØ upravleniæ klassa L_2([0, T ]; R^N). Soglasno (5), dlØ l¸bogo fiksirovannogo momenta t = ξ imeem: supp u^f (·, ξ) ⊂ Ω^ξ, 0 ≤ ξ ≤ T, (6) gde Ω^ξ := [0, ξ] interval osi OX, i spravedlivo vkl¸qenie u^f (·, T ) ∈ L_2(Ω^T ; R^N ) f ∈ L_2([0, T ]); R^N). (7) Pust~ T^T_ξ operator zapazdyvaniØ,

(T^T_ξ f)(t) := f_{T −ξ} (t) := { 0, 0 ≤ t < T − ξ, f(t − (T − ξ)), T − ξ ≤ t ≤ T ; (8) ξ – parametr, ξ ∈ (0, T );

T^T_T f := f, T^T_0 f := 0. (9)

DINAMIQESKA˚ OBRATNA˚ ZADAQA 9 Nezavisimost~ potenciala V ( · ) ot vremeni privodit k izvestnomu svoæstvu rexeniØ u^f :

u^{fT} �^ξ (·, T ) = u^f (·, ξ). (10)

Otmetim ewe odno svoæstvo rexeniØ u^f sledu¸wee iz giperboliqnosti sistemy (1)–(3) – tak nazyvaemyæ “princip lokal~nosti.” DlØ l¸bogo fiksirovannogo ξ ∈ (0, T /2) znaqeniØ rexeniØ u^f (x, t) dlØ (x, t) : 0 ≤ x ≤ ξ, x ≤ t ≤ 2ξ − x odnoznaqno opredelØ- ¸tsØ znaqeniØmi V |_{x≤ξ} i ne zavisØt ot povedeniØ V |_{x>ξ}.

1.2. Zadaqa graniqnogo upravleniØ

Postavim zadaqu graniqnogo upravleniØ: dlØ dannogo a ∈ L_2(Ω^T ; R^N ) naæti f ∈ L_2([0, T ]; R^N) tak, qto

u^f ( · , T ) = a. (11)

�ta postanovka estestvenno sleduet iz sootnoxeniæ (6), (7).

Lemma 1.1. DlØ l¸bogo a ∈ L2(Ω^T ; R^N ) suwestvuet edinstvennoe

rexenie zadaqi (11).

Dokazatel~stvo. V sootvetstvii s (5) postavlennaØ zadaqa ffk-

vivalentna uravneni¸ a(x) = f(T − x) + T∫ x w(x, s)f(T − s)ds, x ∈ Ω^T . (12) �to uravnenie Vol~terra vtorogo roda otnositel~no f(T − x). Ego razreximost~ vleqet razreximost~ zadaqi graniqnogo upravleniØ.

2. DinamiqeskaØ sistema

2.1. Operator upravleniØ

V fftom razdele my snabßaem zadaqu 1 atributami dinamiqeskoæ sistemy – prostranstvami i operatorami. Prostranstvo upravleniæ F^T := L_2([0, T ]; R^N) budem nazyvat~ vnexnim prostranstvom dinamiqeskoæ sistemy (1)–(3). Prostranstvo H^T := L_2(Ω^T ; R^N ) nazovem vnutrennim; v kaßdyæ moment vremeni t = ξ volna u^f (·, ξ) prinadleßit H^T (sm. (6), (7)). Operator W^T : F^T → H^T , W^T f = u^f (·, T ) (13)

nazyvaetsØ operatorom upravleniØ sistemy.

10 S. A. AVDONIN, M. I. BELIXEV, ı. S. ROȷKOV

Lemma 2.1. DlØ l¸bogo T > 0 operator W^T ograniqen i ograni-

qenno obratim (t.e. W^T – izomorfizm).

Dokazatel~stvo neposredstvenno sleduet iz lemmy 1.1. Formula (5) daet predstavlenie operatora W^T :

(W^T f)(x) = f(T − x) + T∫ x w(x, s)f(T − s)ds, x ∈ Ω^T . (14) Vo vnexnem prostransve F^T soderßitsØ semeæstvo podprostranstv F^{T,ξ} obrazovannyh zapazdyva¸wimi upravleniØmi (sm. (8)–(10)),

F^{T,ξ} := T^T_ξ F^T = { f ∈ F^T : suppf ⊂ [T − ξ, T ] } , 0 ≤ ξ ≤ T. (15) Mnoßestvo U^ξ := W^T F^{T,ξ} (16)

nazyvaetsØ dostißimym (za vremØ ξ).

Lemma 2.1 utverßdaet, qto U^T = H^T . ˚sno, qto analogiqnoe ravenstvo verno dlØ l¸bogo momenta vremeni:

U^ξ = H^ξ , 0 ≤ ξ ≤ T, (17)

gde H^ξ podprostranstvo prostranstva H^T ,

H^ξ := { a ∈ H^T : supp a ⊂ Ω^ξ } . 2.2 Operator reakcii

Otobraßenie “vhod-vyhod” v naxeæ dinamiqeskoæ sisteme osuwestvlØetsØ operatorom reakcii R^T : F^T → F^T ;

Dom R^T = { f ∈ C^2([0, T ]; R^N) : f(0) = f^′(0) = 0 } , ( R^T f ) (t) := u^f_x(0, t), t ∈ [0, T ]. On korrektno opredelen v silu predloßeniØ 1.1.

Predloßenie 2.1. DlØ l¸bogo T > 0 spravedlivo predstavlenie: ( R^T f ) (t) = −f^′(t) + t∫ 0 r(t − s)f(s)ds, 0 < t < T, (18) gde matrica-funkciØ r(t) nepreryvno differenciruema pri t > 0.

�to utverßdenie legko sleduet iz predloßeniØ 1.1. Operator reakcii budet igrat~ rol~ dannyh v obratnoæ zadaqe.

DINAMIQESKA˚ OBRATNA˚ ZADAQA 11

2.3. DvoæstvennaØ sistema

Dinamiqesku¸ sistemu vida

u_{tt} − u_{xx} + V^#(x)u = 0, (x, t) ∈ R_+ × (0, T ), T > 0,

u(x, 0) = u_t(x, 0) = 0, u(0, t) = g(t).

s matriceæ-potencialom V^#, transponirovannoæ k V nazovem dvoæstvennoæ k ishodnoæ sisteme (1)–(3). Pust~ u^g_# – ee rexenie; W^T_# – sootvetstvu¸wiæ operator upravleniØ: W^T_# g = u^g_#(·, T ). Tak ße kak i W^T operator W^T_# ØvlØetsØ izomorfizmom.

Operator reakcii dvoæstvennoæ sistemy takße dopuskaet predstavlenie vida (18):

(R^T_# g)(t) := (u^g_#)_x(0, t) = −g^′(t) + t∫ 0 r_#(t − s)g(s)ds. (19) Kak moßno pokazat~, meßdu operatorami reakcii ishodnoæ i dvoæstvennoæ sistem imeetsØ prostaØ svØz~.

Predloßenie 2.2. Matriqnye Ødra r v (18) i r# v (19) ØvlØ¸tsØ

vzaimno transponirovannymi:

r^#(t) = r_#(t). (20)

2.4. SvØzyva¸wiæ operator

DlØ proizvol~nyh upravleniæ f, g ∈ F^T i sootvetstvu¸wih rexeniæ u^f , u^g_# zadaq I i I_# my imeem: ( u^f (·, T ), u^g_#(·, T ) ) H^T = ( W^T f, W^T_# g ) H^T = = ( (W^T_# )^∗W^T f, g ) F^T = ( C^T f, g ) F^T ; (21)

s operatorom C^T : F^T → F^T , C^T := (W^T_# )^∗W^T . �tot operator est~ izomorfizm, t.k. W^T_# i W^T sut~ izomorfizmy.

My nazovem C^T svØzyva¸wim operatorom, poskol~ku on svØzyvaet metriki vnexnego i vnutrennego prostranstv.

Vaßnym dlØ obratnoæ zadaqi okazyvaetsØ sledu¸wiæ fakt: svØzyva¸wiæ operator opredelØetsØ operatorom reakcii.

DlØ formulirovki rezul~tata vvedem vspomogatel~nye operatory:

12 S. A. AVDONIN, M. I. BELIXEV, ı. S. ROȷKOV operator neqetnogo prodolßeniØ S^T : F^T → F^T t, (S^T f)(t) = { f(t), 0 ≤ t ≤ T −f(2T − t), T < t ≤ 2T ; operator vydeleniØ neqetnoæ qasti Q^{2T} : F^T t → F^T t, (Q^{2T} f)(t) = 1 2 [f(t) − f(2T − t)]; operator sußeniØ N^{2T} : F^T t → F^T , N^{2T} f = f |_{[0,T ]};

operator integrirovaniØ J^{2T} : F^T t → F^T t,

(J^{2T} f)(t) = t∫ 0 f(s)ds, 0 ≤ t ≤ 2T. Otmetim legko proverØemoe sootnoxenie (S^T )^∗ := 2M^T Q^{2T} . (22) Pust~ R^{2T} est~ operator reakcii, otveqa¸wiæ sisteme (1)–(3) s final~nym momentom vremeni 2T

Teorema 2.1. Spravedlivy sledu¸wie predstavleniØ

C^T = − 1 2 (S^T )^∗J^{2T} R^{2T} S^T ; (23)

(C^T f)(t) = f(t) + T∫ 0 [p(2T − t − s) − p(| t − s |)]f(s)ds, (24) gde p(t) := 1 2 t∫ 0 r(s)ds. Dokazatel~stvo. DlØ proizvol~nyh funkciæ f, g ∈ C^∞_0 ([0, T ];

R^N ) poloßim f− := S^T f i vvedem funkci¸ w^{fg}(s, t) := ( u^f� (·, s), u^g_#(·, t) ) H^T ; 0 ≤ s ≤ 2T, 0 ≤ t ≤ T.

DINAMIQESKA˚ OBRATNA˚ ZADAQA 13 Zametim, qto f_− ∈ Dom R^{2T} . Imeem sootnoxeniØ: [ ∂^2 ∂t^2 − ∂^2 ∂s^2 ] w^{fg} (s, t) = ∫ Ω^T [ ⟨u^f� (x, s), (u^g_#)_{tt}(x, t)⟩−

− ⟨u^f�_{ss} (x, s), (u^g_#)(x, t)⟩ ] dx = ∫ Ω^T [ ⟨u^f�(x, s), (u^g_#)_{xx} − V^#(x)u^g_#(x, t)⟩−

⟨u^f�_{ss} (x, s) − V (x)u^f�(x, s), u^g_#(x, t)⟩ ] dx = = ∫ Ω^T [ ⟨u^f� (x, s), (u^g_#)_{xx}(x, t)⟩ − ⟨u^f�_{xx} (x, s), (u^g_#)(x, t)⟩ ] dx =

= [ ⟨u^f� (x, s), (u^g_#)_x(x, t)⟩ − ⟨u^f�_x (x, s), (u^g_#)(x, t)⟩ ]_T x=0 = = −⟨f_−(s), (R^T_#g)(t)⟩ + ⟨(R^{2T} f_−)(s), g(t)⟩. V poslednem ravenstve my vospol~zovalis~ tem, qto (u^g_#)_x(T, s) = u^g_#(T, t) = 0 dlØ f, g ∈ C^∞_0 ([0, T ]; R^N ), legko sleduet iz (5).

Takim obrazom, funkciØ w^{fg} udovletvorØet uravneni¸ w^{fg}_{tt} − w^{fg}_{ss} = −⟨f_−(s), (R^T_#g)(t)⟩ + ⟨(R^{2T} f_−)(s), g(t)⟩; 0 ≤ s ≤ 2T, 0 ≤ t ≤ T (25) i usloviØm (sm. (2)) w^{fg} (s, 0) = w^{fg}_t (s, 0) = 0. (26) IntegriruØ (25), (26) v oblasti (s, t) : 0 6 t 6 T , t 6 s 6 2T − t po formule D’Alambera i polagaØ v neæ t = s = T , poluqim: w^{fg}(T, T ) = − 1 2 T∫ 0 dη 2T −η∫

η [ ⟨f_−(ξ), (R^T_#g)(η)⟩−

−⟨(R^{2T} f_−)(ξ), g(η)⟩ ] dξ. Poskol~ku ∫_{2T −η} η f_−(ξ)dξ = 0, to

w^{fg}(T, T ) = 1 2 T∫ 0 dη 2T −η∫

η ⟨(R^{2T} f_−)(ξ), g(η)⟩dξ. (27)

14 S. A. AVDONIN, M. I. BELIXEV, ı. S. ROȷKOV S drugoæ storony, 2T −η∫

η (R^{2T} f_−)(ξ)dξ = (J^{2T} R^{2T} f_−)(2T − η) − (J^{2T} R^{2T} f_−)(η) =

= −2(Q^{2T} J^{2T} R^{2T} f_−)(η),

i ravenstvo (27), s uqetom (21) prinimaet vid w^{fg}(T, T ) = − T∫ 0 ⟨(N^T Q^{2T} J^{2T} R^{2T} ST f)(η), g(η)⟩dη

= − 1 2 ( (S^T )^∗J^{2T} R^{2T} S^T f, g ) F^T . (28)

VspominaØ opredelenie w^{fg}, poluqaem w^{fg}(T, T ) = ( C^T f, g ) F^T . (29)

SravnivaØ pravye qasti (28) i (29) i ispol~zuØ proizvol~nost~ f, g ∈ C^∞_0 ([0, T ]; R^N), poluqaem predstavlenie (23). Formula (24) poluqaetsØ iz (23) s uqetom predstavleniØ (18). Teorema dokazana.

3.ObratnaØ zadaqa

3.1. Uravnenie Gel~fanda-Levitana

Rassmotrim zadaqu graniqnogo upravleniØ (sm. p. 1.2) so special~noæ pravoæ qast~¸. A imenno, v kaqestve a voz~mem funkci¸ y^T , kotoraØ ØvlØetsØ sußeniem na Ω^T rexeniØ zadaqi Koxi:

−y^{′′}(x) + V (x)y(x) = 0, x > 0, (30)

y(0) = α, y^′(0) = β, (31)

gde α i β proizvol~nye vektory iz R^N . Qerez z^T oboznaqim rexenie zadaqi: z^T := (W^T )^{−1} y^T . My dokaßem, qto funkciØ z^T (·) udovletvorØet lineænomu uravneni¸, obe qasti kotorogo vyraßa¸tsØ qerez dannye obratnoæ zadaqi.

Poloßim κ^T (t) := T − t, 0 6 t 6 T i rassmotrim fflementy prostranstva upravleniæ vida κ^T α, κ^T β.

DINAMIQESKA˚ OBRATNA˚ ZADAQA 15

Teorema 3.1. FunkciØ z^T ∈ F^T ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem

uravneniØ C^T z^T = κ^T β − (R^T_#)^∗κ^T α. (32)

Dokazatel~stvo. DlØ l¸bogo g ∈ C^∞_0 ([0, T ]; R^N) imeem ( C^T z^T , g ) F^T = ( W^T z^T , W^T_# g ) H^T = ∫ Ω^T ⟨y(x), u^g_#(x, T )⟩dx =

= T∫ 0 (T − t)dt ∫ Ω^T ⟨y(x), (u^g_#)_{tt}(x, t)⟩dx =

T∫ 0 (T − t)dt ∫ Ω^T ⟨y(x), (u^g_#)_{xx}(x, t) − V^#(x)u^g_#(x, t)⟩dx =

= T∫ 0 (T − t)⟨y(x), [(u^g_#(x, t)⟩ − ⟨y^′(x), u^g_#(x, t)⟩]^{x=T}_{x=0} dt =

= − T∫ 0 (T − t)[⟨α, (R_#g)(t)⟩ − ⟨β, g(t)⟩]dt =

= T∫ 0 [⟨κ^T (t)β, g(t)⟩ − ⟨κ^T (t)α(R_#g)(t)⟩]dt =

= ( κ^T β − [R^T_#]^∗κ^T α, g ) F^T . SravnivaØ naqalo i konec fftoæ cepoqki ravenstv, poluqaem (32). Vospol~zovavxis~ lemmoæ 1.1, zaverxaem dokazatel~stvo teore- my. PrinimaØ vo vnimanie predloßenie 2.2, netrudno proverit~ ravenstvo ( [R^T_#]^∗g ) (t) = g^′(t) + T∫ t r(s − t)g(s)ds,

16 S. A. AVDONIN, M. I. BELIXEV, ı. S. ROȷKOV otkuda ( [R^T_#]^∗κ^T α ) (t) = −α + T∫ t r(s − t)(T − s)αds, 0 6 t 6 T. V dopolnenie k (34) ustanovim sootnoxenie, ispol~zuemoe pri rexenii obratnoæ zadaqi. PolagaØ v (14) f = z^T , imeem: ( W^T z^T ) (x) = z^T (T − x) + T∫ x w(x, s)z^T (T − s)ds = y(x), x ∈ Ω. UstremlØØ x → T − 0, poluqaem:

z^T (+0) = y(T ). (33)

3.2. Rexenie obratnoæ zadaqi

Postanovka obratnoæ zadaqi takova: pust~ izvestna funkciØ r(t),

0 6 t 6 2T (ili, qto ravnosil~no, zadan operator reakcii R^{2T} –

sm. (18)); po neæ trebuetsØ vosstanovit~ potencial V (x), x ∈ Ω^T .

Opixem proceduru rexeniØ obratnoæ zadaqi:

a) po matrice-funkcii r(t), zadannoæ pri 0 < t ≤ 2T , nahodim s pomow~¸ (18)–(20) i (23) operatory R^τ , R^τ_#, 0 < τ ≤ 2T i C^τ , 0 < τ ≤ T ; b) poluqiv ffti operatory, sostavlØem semeæstvo uravneniæ

C^τ z^τ = κ^τ β − (R^τ_#)^∗κ^τ α. (34)

gde α, β ∈ R^N , a indeks τ igraet rol~ parametra, τ ∈ (0, T ]. Kaßdoe iz uravneniæ (34) edinstvennym obrazom razreximo v sootvetstvu¸wem prostranstve F^τ i ego rexenie z^τ svØzano sootnoxeniem z^τ = (W^τ )^{−1}y^τ s rexeniem y zadaqi Koxi (30), (31) s dannymi α i β. Fiksiruem τ i rassmotrim N uravneniæ vida (34), gde α_j i β_j vybrany tak, qto vektory-stolbcy ( α_j β_j ) , j = 1, . . ., N, lineæno nezavisimy v R^{2N} . Naædem rexeniØ fftih uravneniæ z^τ_j (t), t ∈ [0, τ ].

v) po z^τ_j (t) (0 ≤ t ≤ τ ≤ T ) vosstanovim s pomow~¸ (33) rexenie y_j (x) (x ∈ Ω^T ) zadaqi Koxi (30), (31) s dannymi α_j i β_j :

y_j (x) = z^x_j (+0), 0 ≤ x ≤ T, j = 1, . . ., N. (35)

DINAMIQESKA˚ OBRATNA˚ ZADAQA 17 NaædØ rexenie y_j (x) dlØ vseh x ∈ Ω^T , vyqislim vtorye proizvodnye y^{′′}_j (x) = d^2 dx^2 z^x_j , 0 ≤ x ≤ T, j = 1, . . ., N. (36) g) fiksiruem x ∈ Ω^T i sostavim matricy Y (x) i Y^{′′}(x) iz vektorov (35) i (36) kak iz stolbcov. Esli Y (x) neosobennaØ, vosstanovim potencial V (x) po formule V (x) = Y^{′′}(x)Y^{−1}(x). V koneqnom qisle toqek vyroßdeniØ Y (x) opredelim V (x) po nepreryvnosti. ObratnaØ zadaqa rexena.

4.Qislennyæ ffksperiment

4.1. Algoritm

V osnove qislennogo algoritma rexeniØ obratnoæ zadaqi leßit uravnenie Gel~fanda–Levitana (32) i sootnoxenie (33):

a) dlØ zadannogo T > 0 zadadim razbienie intervala vremeni [0, T ] sistemoæ toqek 0 = ξ_0 < ξ_1 < . . . < ξ_M = T . Rassmotrim semeæstvo uravneniæ, poluqaemyh iz (32) pri α = col {0, . . . , 0}; β = col {1, . . . , 1} C^ξZ = κ^ξE (37)

(ξ = ξ_1, . . . , ξ_M ; E – ediniqnaØ matrica, κ^ξ = ξ − t), kotoraØ poluqaetsØ iz (34) pri α = 0, β = 1. Ih priblißennye rexeniØ ~Z iwutsØ v vide matriqnyh polinomov ~Z(t) = q∑ k=0 (ξ − t)^k · A^ξ_k, (ξ = ξ_1, . . . , ξ_M ) (38)

s neizvestnymi A^ξ_k.

b) kofffficienty A^ξ_k opredelØ¸tsØ s pomow~¸ optimizacionnoæ procedury min A^ξ0,... ,A^ξ_q Φ^ξ(A^ξ_0, . . . , A^ξ_q) = min ‖C^ξ ~Z − κ^ξE‖^2.

Standartnym putem prihodim k sisteme uravneniæ ∂Φ^ξ ∂A^ξ_k = 0, (k = 0, . . . , q);

18 S. A. AVDONIN, M. I. BELIXEV, ı. S. ROȷKOV v) s pomow~¸ qislennogo differencirovaniØ priblißenno nahodØtsØ aproksimiru¸wie znaqeniØ potenciala: ~V (ξ) = ( d^2 dξ^2 ~Z^ξ ) | | ξ=+0 · ( ~Z^ξ(+0) )_{−1} (ξ = ξ_1, . . . , ξ_M ). Algoritm imeet sledu¸wie vhodnye parametry: N – razmernost~ matriqnoæ zadaqi; T – koneqnyæ moment;

M – koliqestvo toqek ξ ∈ [0, T ]; h – xag razbieniØ, h = ξ_i − ξ_{i−1} = T /M ; q – razmernost~ aproksimiru¸wego polinoma; r(t) – N × N – matrica-funkciØ, zadannaØ dlØ t ∈ [0, 2T ].

4.2. Testovye zadaqi

V kaqestve testovyh primerov rassmatriva¸tsØ zadaqi, v kotoryh uravneniØ Gel~fanda–Levitana rexa¸tsØ v Øvnom vide.

1. N = 2; T = 0, 5; M = 20; h = 0, 025; q = 3; r(t) = ( 2t, 0 0, 2t ) t ∈ [0, 1]

(diagonal~nyæ sluqaæ) 2. N = 2; T = 0, 5; M = 20; h = 0, 025; q = 3; r(t) = ( 3t, t t, 3t ) t ∈ [0, 1]

(nediagonal~nyæ simmetriqnyæ sluqaæ) 3. N = 2; T = 0, 5; M = 20; h = 0, 025; q = 4; r(t) = (_{A1} Δ φ_b(t) −^{A2}_Δ φ_a(t),^1_Δ φ_a(t) −^1_Δ φ_b(t) a21 a11Δ [φb(t) − φa(t)], A1 Δ φ_a(t) −^{A2}_Δ φ_b(t) ) , t ∈ [0, 1] gde a_{11} = 6; a_{12} = 3; a_{21} = 5; a_{22} = 8;

A_1 = a a_{12}

; A_2 = b a_{12}

; Δ = A_2 − A_1;

a = a_{11} + a_{12} 2 + √ a_{12} · a_{21} − ( a_{22} − a_{11} 2 )_2

DINAMIQESKA˚ OBRATNA˚ ZADAQA 19 b = a_{11} + a_{12} 2 − √ a_{12} · a_{21} − ( a_{22} − a_{11} 2 )_2

φ_a(t) = α t J_1(αt); α = √ a; a > 0; − α t I_1(αt); α = √ |a|; a < 0;

φ_b(t) = β t J_1(βt); β = √ b; b > 0; − β t I_1(βt); β = √ |b|; b < 0; (nediagonal~nyæ nesimmetriqnyæ sluqaæ) (Zdes~ J_1(·), I_1(·) – funkcii BesselØ 1-go i 2-go roda sootvetstvenno.)

4.3. Rezul~taty

Rezul~taty qislennogo rexeniØ testovyh obratnyh zadaq pokazany na ris. 1–3. Toqnye znaqeniØ V (x) izobraßeny punktirnoæ linieæ; vosstanovlennye znaqeniØ ~V (x) izobraßeny sploxnoæ linieæ.

Ris. 1 Ris. 2.

V processe vosstanovleniØ potenciala samostoØtel~nyæ interes predstavlØet opredelenie matricy-funkcii Y (x) = { y_1(x), . . . , y_N (x) } (sm. (30), (31)). Kak upominalos~ vyxe ffto svØzano s

20 S. A. AVDONIN, M. I. BELIXEV, ı. S. ROȷKOV

Ris. 3.

Ris. 4 Ris. 5.

Ris. 6.

rexeniem sootvetstvu¸weæ zadaqi graniqnogo upravleniØ (8). Naædennye Y (·) predstavleny na risunkah 4–6.

�ti rezul~taty pozvolØ¸t utverßdat~ qto algoritm uspex-

DINAMIQESKA˚ OBRATNA˚ ZADAQA 21

no rabotaet v sluqae dostatoqno gladkih matric-funkciæ r(t). Zametim, qto toqnost~ vosstanovleniØ V (x) zavisit ot razmernosti q aproksimiru¸wego polinoma (38).

Literatura

1. M. I. Belixev, Ob odnom podhode k mnogomernym obratnym zadaqam dlØ volnovogo uravneniØ. — Dokl. AN SSSR 297 (1987), 524–527.

2. S. A. Avdonin, M. I. Belixev, S. A. Ivanov, Graniqnoe upravlenie i matriqnaØ obratnaØ zadaqa dlØ uravneniØ utt � uxx + V (x)u = 0. — Mat. Sb. 182 (1991), 303–331.

3. A. S. Blagovewenskiæ, O nesamosoprØßennoæ obratnoæ kraevoæ zadaqe v matriqnoæ forme dlØ giperboliqeskogo differencial~nogo uravneniØ. — V kn.: Problemy Mat. Fiz., vyp. 5, iz-vo Leningr. Gos. Univ. (1971), ss. 38–61.

4. I. C. Gohberg, M. G. Kreæn, TeoriØ vol~terrovyh operatorov v gil~bertovom prostranstve. Nauka, M. (1967).

5. S. Avdonin, M. Belishev, Boundary control and dynamical inverse problem for nonselfadjoint Sturm-Liouville operator. — Control and Cybernetics 25, No. 3 (1996), 429–440.

6. M. I. Belixev, K edinstvennosti vosstanovleniØ mladxih qlenov volnovogo uravneniØ po dinamiqeskim graniqnym dannym. — Zap. nauqn. semin. POMI 249 (1997), 55–76.

Avdonin S. A., Belishev M. I., Rozhkov Yu. S. Dynamical inverse problem for nonselfadjoint Sturm–Liouville operator.

The paper deals with an approach to the Inverse Problem based upon their relations to the Boundary Control Theory (so-called the BCmethod). A procedure of recovering a nonsymmetric matrix-function (potential) given on a semiaxis via the dynamical response operator is described. The results of numerical testing are demonstrated.

Postupilo 16 oktØbrØ 1997 g. NII vyqislitel~noæ matematiki i processov upravleniØ pri SPbGU

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-PeterburgskaØ gosudarstvennaØ inßenerno-ffkonomiqeskaØ akademiØ