Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 250, 1998 g.

M. I. Belixev, A. K. Glasman

VIZUALIZACI˚ VOLN V DINAMIQESKO` SISTEME MAKSVELLA (BC-METOD)

0. Vvedenie

Odnim iz osnovnyh instrumentov BC-metoda ØvlØetsØ amplitudnaØ formula (AF), vyvod kotoroæ osnovan na sootnoxeniØh geometriqeskoæ optiki i svoæstve upravlØemosti dinamiqeskoæ sistemy, opisyvaemoæ volnovym uravneniem (sm. [2]). AF vyraßaet izobraßeniØ voln (volny v polugeodeziqeskih koordinatah) qerez dannye obratnoæ zadaqi. Grubo govorØ, ona pozvolØet sdelat~ volny, rasprostranØ¸wiesØ vnutri oblasti vidimymi dlØ vnexnego nabl¸datelØ, vypolnØ¸wego izmereniØ na granice oblasti.

V naxeæ rabote poluqen analog AF dlØ sistemy Maksvella; nameqeny sposoby ee ispol~zovaniØ v obratnoæ zadaqe fflektrodinamiki.

Avtory blagodarny V. M. Babiqu za mnogoqislennye i bezotkaznye konsul~tacii po uravneniØm Maksvella i luqevomu metodu.

Rabota podderßana Rossiæskim Fondom Fundamental~nyh Issledovaniæ (grant No. 96-01-00666).

1. GeometriØ 1.1. ρ-metrika. Pust~ Ω ⊂ R^3 est~ ograniqennaØ oblast~ s glad-

koæ^{∗)} graniceæ Γ; ε i μ sut~ gladkie funkcii (pronicaemosti), poloßitel~nye v Ω; oboznaqim ρ := εμ.

FunkciØ ρ opredelØet metriku ds^2 = ρ |dx|^2, prevrawa¸wu¸ Ω v rimanovo mnogoobrazie s rasstoØniem dist_ρ.

FunkciØ v Ω τ (x) := dist_ρ (x, Γ)

�)_{vs¸du v rabote “gladkiæ” oznaqaet} C1_{– gladkiæ.} 49

50 M. I. BELIXEV, A. K. GLASMAN nazyvaetsØ ffækonalom. Podoblasti

Ω^ξ := {x ∈ Ω | τ (x) < ξ} (ξ > 0)

rasxirØ¸tsØ s rostom ξ, isqerpyvaØ Ω:

T_∗ := inf { ξ > 0 | Ω^ξ = Ω } < ∞. Oni ograniqeny poverhnostØmi

Γ^ξ := {x ∈ Ω | τ (x) = ξ} (0 6 ξ 6 T∗)

(Γ0 = Γ), ffkvidistantnymi granice.

1.2. Vykroæka. Pust~ ω ⊂ Ω est~ mnoßestvo razdela oblasti

Ω otnositel~no granicy Γ (v smysle ρ-metriki: sm. [2]); kak izvestno, ω = ω; vol ω = 0; dist_ρ(ω, Γ) =: T_ω > 0. (1.1)

DlØ kaßdoæ toqki x ∈ Ω \ ω suwestvuet edinstvennaØ toqka granicy γ(x) ∈ Γ, blißaæxaØ k x : dist_ρ(x, γ(x)) = dist_ρ(x, Γ) = τ (x). Para (γ(x), τ (x)) ∈ Γ × [0, T_∗] nazyvaetsØ polugeodeziqeskimi koordinatami (p.-g. k.) toqki x; qerez x(γ, τ ) my oboznaqaem toqku s zadannymi p.-g. k. (γ, τ ). Pust~ γ^1, γ^2 sut~ lokal~nye koordinaty v okrestnosti toqki γ(x) (na Γ); togda γ^1, γ^2, τ est~ regulØrnaØ koordinatnaØ sistema v okrestnosti toqki x (v Ω). V fftih koordinatah evklidovy fflementy dliny i ob¨ema ime¸t izvestnyæ vid:

|dx|^2 = g_{αβ} dγ^α dγ^β + ρ^{−1} dτ^2; dx = ρ^{−1/2} J dγ^1 dγ^2 dτ,

gde J = J(γ, τ ) := [det ‖g_{αβ}(γ, τ )‖]^{1/2} (sm. [1]).

Mnoßestvo Θ := {(γ(x), τ (x)) | x ∈ Ω \ ω} ⊂ Σ := Γ × [0, T∗] nazyvaetsØ vykroækoæ oblasti Ω. Granica Θ v Σ (bereg vykroæki) imeet nulevu¸ meru:

mes_dΓ_{dτ} Θ ∩ [Σ \ Θ] = 0. (1.2)

DlØ fiksirovannogo T ∈ (0, T_∗] mnoßestvo

Θ^T := { (γ(x), τ (x)) | x ∈ Ω^T \ ω } ⊂ Σ^T := Γ × [0, T ]

nazyvaetsØ vykroækoæ podoblasti Ω^T .

VIZUALIZACI˚ VOLN 51

1.3. IzobraßeniØ. Pust~ y est~ vektornoe pole na Ω^T ; soposta-

vim emu pole na Σ^T = Γ × [0, T ] po sledu¸wemu pravilu:

(i) fiksiruem x ∈ Ω^T \ω; pust~ [y(x)]^∧ est~ vektor v toqke γ(x) ∈ Γ, poluqennyæ parallel~nym perenosom (v ρ-metrike !) vektora y(x) iz x v γ(x) vdol~ kratqaæxeæ geodeziqeskoæ, soedinØ¸weæ x s Γ;

(ii) oboznaqim β(γ, τ ) := J(γ, τ ) J(γ, 0) · (ε(x(γ, τ )) ε(x(γ, 0)) )_{1/2} · ( μ(x(γ, τ )) μ(x(γ, 0)) )_{−1/2} ; kaßdoæ toqke (γ, τ ) ∈ Σ^T sopostavim vektor ~y (γ, τ ) := { β^{1/2}(γ, τ )[y(x(γ, τ ))]^∧ (γ, τ ) ∈ Θ^T ;

0 (γ, τ ) ∈ Σ^T \ Θ^T .

Opredelennoe poqti vs¸du na Σ^T (sm. (1.2)) pole ~y nazovem izobraßeniem polØ y, a otobraßenie I^T : y → ~y – operatorom izobraßeniØ.

1.4. Razloßenie poleæ. V toqkah Ω^T \ ω (t.e. p. v. v Ω^T –

sm. (1.1)) opredeleno pole normaleæ ν = ν(x) := |∇τ (x)|^{−1}∇τ (x). Otmetim, qto ν | |_Γ sut~ vnutrennie normali k Γ.

Zadannoe v Ω^T pole y moßno predstavit~ v vide razloßeniØ

y = y_ν + y_θ p. v. v Ω^T , gde y_ν := (y · ν) ν, y_θ := y − y_ν = ν × y × ν sut~ prodol~naØ i popereqnaØ sostavlØ¸wie y.

Esli pole y ØvlØetsØ popereqnym (t.e. y = y_θ), to ego izobraßenie ~y, oqevidno, budet tangencial~nym k Γ: ~y · ν | |_Γ = 0 p.v. na Σ^T ,

1.5. Uslovie potencial~nosti. Pri ξ < Tω poverhnost~ Γ^ξ

diffeomorfna Γ; pri ξ ¿ T_ω poverhnost~ Γ, voobwe govorØ, nesvØzna, priqem gladkost~ ee komponent moßet naruxat~sØ lix~ v toqkah Γ^ξ ∩ ω.

Odin iz osnovnyh rezul~tatov raboty (Teorema 2) budet ustanovlen pri dopolnitel~nyh predpoloßeniØh o ρ-metrike.

52 M. I. BELIXEV, A. K. GLASMAN Skaßem, qto oblast~ Ω^ξ udovletvorØet uslovi¸ potencial~nosti, esli

(α) Γ^ξ est~ ob¨edinenie koneqnogo qisla svØznyh komponent,

kaßdaØ iz kotoryh ØvlØetsØ kusoqno- gladkoæ poverhnost~¸;

(β) kaßdyæ prostoæ kontur (cikl) v Ω^ξ dopuskaet nepreryvnu¸ deformaci¸ v kontur, leßawiæ na Γ.

Predloßenie 1. Pust~ Ω^ξ udovletvorØet usloviØm (α), (β) i

pust~ y est~ pole, takoe, qto

(i) rot y = 0 v Ω^ξ; (ii) div εy = 0 v Ω^ξ; (iii) ν × y = 0 na Γ; (iv) ν · y = 0 na Γ^ξ.

Togda y = 0 v Ω^ξ.

V samom dele, vmeste s (i), (iii) uslovie (β) obespeqivaet suwestvovanie potenciala p : y = ∇p; ostal~nye usloviØ privodØt k graniqnoæ zadaqe

div ε∇p = 0 v Ω^ξ ; p | |_Γ = 0; ∂p ∂ν | | | |_{Γ¸} = 0,

ime¸weæ edinstvennoe rexenie p = 0, otkuda sleduet y = 0.

Otmetim, qto pri ξ < T_ω uslovie potencial~nosti Ω^ξ oqevidnym obrazom vypolnØetsØ.

2. Dinamika 2.1. Sistema Maksvella. Rassmotrim dinamiqesku¸ sistemu

εu_t = rot w, μw_t = −rot u v Q^T ; (2.1) u | |_{t=0} = w | |_{t=0} = 0; (2.2) u_θ | ΣT = f, (2.3)

v kotoroæ: T > 0; Q^T := Ω × (0, T ); Σ^T = Γ × [0, T ]; f = f(γ, t) – (fflektriqeskoe) graniqnoe upravlenie; pust~ {u, w}: u = u^f (x, t), w = w^f (x, t) est~ rexenie sistemy.

V sluqae f ∈ F^T := {f ∈ L_2(Σ^T ; R^3) | f · ν | |_Γ = 0} obobwennoe rexenie opredeleno v [4]; pri vseh t ∈ [0, T ] ono solenoidal~no:

div εu^f ( · , t) = div μw^f ( · , t) = 0. (2.4)

VIZUALIZACI˚ VOLN 53 Esli

f ∈ M^T := { f ∈ F^T ∩ C^∞(Σ^T ; R^3) | | | ( ∂ ∂t )_k f | | |_{t=0} = 0, k = 0, 1, . . . } , to rexenie ØvlØetsØ klassiqeskim: u^f , w^f ∈ C^∞(Q^T ; R^3).

2.2. �lektriqeskaØ podsistema. �lektriqeskaØ komponenta u^f

udovletvorØet sisteme

u_{tt} − Lu = 0 v Q^T ; (2.5) u | |_{t=0} = u_t | |_{t=0} = 0; (2.6) u_θ | |_{ΣT} = f, (2.7)

s operatorom L := −ε^{−1}rot μ^{−1} rot . Na solenoidal~nyh polØh imeem

Lu = −(εμ)^{−1}rot rot u + . . .

= (εμ)−1 [Δu − ∇ div u] + . . . = (εμ)−1 [ Δu − ε−1∇ div εu + . . . ] + . . . = (sm.(2.4)) = (εμ)^{−1}Δu + . . . (2.8)

(opuweny mladxie qleny), v silu qego uravnenie (2.5) okazyvaetsØ giperboliqeskim.

2.3. Prostranstva i operatory. Prostranstvo upravleniæ

F^T := {f ∈ L_2(Σ^T ; R^3) | |f · ν | |_Γ = 0} nazyvaetsØ vnexnim prostranstvom sistemy (2.5)–(2.7). V nem vydeleno semeæstvo podprostranstv F^{T,ξ} := {f ∈ F^T | f( · , t) = 0, 0 6 t 6 T − ξ} (0 6 ξ 6 T ), obrazovannyh zapazdyva¸wimi upravleniØmi.

Prostranstvo H := {y ∈ L_2(Ω; R^3) | div εy = 0} so skalØrnym proizvedeniem (u, y)H = ∫ Ω dxε(x) u(x) y(x) nazyvaetsØ vnexnim. V nem soderßitsØ semeæstvo podprostranstv H^ξ := {y ∈ H | supp y ⊂ Ω^ξ} (0 6 ξ 6 T ).

Sootvetstvie “vhod→sostoØnie” v fflektriqeskoæ podsisteme opisyvaet operator upravleniØ W^T : F^T → H, W^T f := u^f ( · , T ). Po otmeqennoæ v p. 2.2 giperboliqnosti imeem

W^T F^{T,ξ} ⊂ H^ξ, (0 6 ξ 6 T ). (2.9)

54 M. I. BELIXEV, A. K. GLASMAN

Sootvetstvie “vhod→sostoØnie” realizuetsØ operatorom reakcii R^T : F^T → F^T , Dom R^T = M^T , R^T f := (ν ×^1_μ rot u^f ) | |_{ΣT} .

Operator C^T : F^T → F^T , C^T := (W^T )^∗ W^T nazyvaetsØ svØzyva- ¸wim. Soglasno opredeleni¸ imeem ( u^f ( · , T ), u^g( · , T ) ) H = (C T f, g)_FT , t.e. C^T svØzyvaet metriki vnutrennogo i vnexnego prostranstv.

StandartnaØ tehnika BC-metoda, ispol~zu¸waØ sootnoxeniØ A. S. Blagovewenskogo pozvolØet vyrazit~ svØzyva¸wiæ operator qerez operator reakcii. Pust~ R^{2T} est~ operator reakcii, otveqa¸wiæ sisteme (2.5)–(2.7) s udvoennym final~nym momentom; otmetim, qto po giperboliqnosti operator R^{2T} opredelØetsØ znaqeniØmi pronicaemosteæ ε, μ v Ω^T i ne zavisit ot ih povedeniØ v Ω \ Ω^T .

Teorema 1. DlØ f ∈ F^T ∩ C^∞_0 (Σ^T ; R^3) spravedlivo predstavlenie

C^T f = 1 2 (S^T )∗ R2^T J 2^T S^T f, (2.10)

v kotorom S^T : F^T → F^{2T} est~ operator neqetnogo prodolßeniØ

(S^T f)( · , t) = { f( · , t), 0 6 t < T ; −f( · , 2T − t), T 6 t 6 2T, a J^{2T} : F^{2T} → F^{2T} – operator integrirovaniØ

(J 2^T f)( · , t) = t∫ 0 ds f( · , s), 0 6 t 6 2T. Dokazatel~stvo provoditsØ po sheme [2; Teorema 3.1] s ispol~- zovaniem formuly Grina (Lu, y)H − (u, Ly)H = ∫ Γ dΓ [ (ν × 1 μ rot u) · y_θ − u_θ · (ν × 1 μ rot y) ] . 2.4. DvoæstvennaØ sistema. Sistema

v_{tt} − Lv = 0 v Q^T ; (2.11) v | |_{t=T} , v_t | |_{t=T} = y ∈ H; (2.12) v_θ | |_{ΣT} = 0, (2.13)

VIZUALIZACI˚ VOLN 55 nazyvaetsØ dvoæstvennoæ sisteme (2.5)–(2.7). Ee rexenie v = v^y (x, t) solenoidal~no:

div εv( · , t) = 0, 0 6 t 6 T,

v silu qego ffvol¸ciØ sistemy opisyvaetsØ giperboliqeskim uravneniem v_{tt} − (εμ)^{−1} Δv + . . . = 0 (2.14)

(sm. (2.8)).

Sisteme (2.11)–(2.13) sopostavim operator nabl¸deniØ O^T : H → F^T , O^T y := (ν ×^1_μ rot v^y) | |_{ΣT} .

Predloßenie 2. Pri l¸bom T > 0 spravedlivo sootnoxenie

O^T = (W^T )^∗. (2.15)

�to ravenstvo ustanavlivaetsØ integrirovaniem po qastØm.

2.5. UpravlØemost~. Po stacionarnosti sistemy (2.5)–(2.7)

(nezavisimosti ε i μ ot vremeni) imeem

W^T F^{T,ξ} = { u^f ( · , ξ) | f ∈ F^T } (0 6 ξ 6 T ).

Mnoßestvo sostoØniæ U^ξ := W^T F^{T,ξ}, leßawee v H^ξ (sm. (2.9)) nazyvaetsØ dostißimym (k momentu t = ξ).

Teorema 2. Esli podoblast~ Ω^ξ udovletvorØet uslovi¸ potenci-

al~nosti, to spravedlivo sootnoxenie

clos H U^ξ = H^ξ . (2.16)

�tot rezul~tat ustanavlivaetsØ po sheme D. Rassella (sm. [2; Teorema 4.1]. OpuskaØ dokazatel~stvo, poØsnim lix~ rol~ usloviØ potencial~nosti.

PolagaØ y ∈ H^ξ ⊖ clos U^ξ i ispol~zuØ vektornoe obobwenie teoremy edinstvennosti Hol~mgrena–`ona–Tataru dlØ uravneniØ (2.14) (sm. [5]) moßno pokazat~, qto pole y udovletvorØet usloviØm (i)–(iv) iz PredloßeniØ 1. �to vleqet y = 0 i privodit k ravenstvu (2.16).

V terminah teorii upravleniØ svoæstvo (2.16) oznaqaet, qto fflektriqeskaØ podsistema (2.5)–(2.7) priblißenno upravlØema v podoblasti Ω^ξ, zapolnØemoæ volnami k momentu t = ξ.

56 M. I. BELIXEV, A. K. GLASMAN

2.6. Primer V. G. Osmolovskogo. Uslovie potencial~nosti do-

statoqno dlØ ustanovleniØ svoæstva (2.16). Esli, k primeru, Ω^ξ gomeomorfna xaru, iz kotorogo udalen tor, to uslovie (β) naruxaetsØ. Suwestvu¸t li v fftom sluqae netrivial~nye polØ y, udovletvorØ¸wie usloviØm (i)–(iv) PredloßeniØ 1? Kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer (V. G. Osmolovskiæ), taku¸ vozmoßnost~ ne sleduet iskl¸qat~.

Pust~ K, K_1 i K_2 sut~ otkrytye krugi na ploskosti {x^1, x^2}, takie, qto K_{1,2} ⊂ K, K_1∩K_2 = {?}; oboznaqim D^ξ := K\[ K_1∪K_2 ]. Pust~ Φ = Φ(x^1, x^2) est~ rexenie zadaqi

ΔΦ = 0 v D^ξ ;

Φ | |_{∂K1} = c_1; Φ | |_{∂K2} = c_2; ∂Φ ∂ν | | | |_{∂K} = 0, s konstantami c_1, c_2 : c_1c_2 ≠ 0, c_1 ≠ c_2. Po funkcii Φ postroim v cilindriqeskoæ oblasti Ω^ξ := D^ξ × R^1 ⊂ R^3 pole

y = y(x^1, x^2, x^3) =

∂Φ(x^1, x^2) ∂x^2 e_1 −

∂Φ(x^1, x^2) ∂x^1 e_2 + 0 · e_3

(e_i – koordinatnye orty). Moßno pokazat~, qto y udovletvorØet vsem usloviØm PredloßeniØ 1 (s ε ≡ 1).

Vozmoßno li podobnoe v ograniqennyh Ω ⊂ R^3, avtoram neizvestno. Poloßitel~nyæ otvet oznaqal by suwestvovanie fiziqeskogo ffffekta – poter¸ upravlØemosti sistemy (2.5)–(2.7) (v moment t = ξ) po “topologiqeskim” priqinam.

3. VizualizaciØ 3.1. Proektory VeælØ. Vo vnutrennem prostranstve sistemy

(2.5)–(2.7) rassmotrim (ortogonal~nye) proektory VeælØ G^ξ, proektiru¸wie v H na H^ξ ; oboznaqim G^ξ_⊥ := 1I_H − G^ξ (ξ ¿ 0). Sledu¸wiæ rezul~tat opisyvaet ih deæstvie.

Predloßenie 3. DlØ gladkih y ∈ H spravedlivo predstavlenie

(G^ξ y)(x) = { y(x) − ∇p^ξ(x), x ∈ Ω^ξ; 0, x ∈ Ω \ Ω^ξ,

VIZUALIZACI˚ VOLN 57 v kotorom p = p^ξ est~ rexenie zadaqi

div ε∇p = 0 v Ω^ξ; (3.1) p | |_Γ = 0; (3.2) ν · ∇p | |_{Γ¸} = ν · y, (3.3)

i predstavlenie

(G^ξ⊥ y)(x) = { ∇p^ξ(x), x ∈ Ω^ξ; y(x), x ∈ Ω \ Ω^ξ . Otmetim, qto proektirovanie privodit k poØvleni¸ razryva na Γ^ξ : v toqkah x(γ, ξ) ∈ Γ^ξ \ ω imeem (G^ξ⊥ y)(x(γ, ξ + 0)) − (G^ξ⊥ y)(x(γ, ξ − 0)) = (G^ξ y)(x(γ, ξ − 0)) = y(x(γ, ξ)) − ∇p^ξ(x(γ, ξ − 0)) = (sm.(3.3))

= y_θ(x(γ, ξ)) − (∇p^ξ)_θ(x(γ, ξ − 0)), (3.4)

t.e. razryv est~ tangencial~noe pole na Γ^ξ.

3.2. Operator M^T . Pust~ Lθ := {y ∈ L2(Ω; R^3) | y = yθ} est~ pro-

stranstvo popereqnyh poleæ; oboznaqim L^T_θ := {y ∈ L_θ | supp y ⊂

Ω^T }

Na gladkih y opredelim operator M^T : H^T → L^T_θ po pravilu: esli x ∈ Ω^T \ ω, x = x(γ, ξ), to

(M^T y)(x) = (G^ξ y)(x(γ, τ )) | | | | τ=ξ+0 τ=ξ−0 = (sm.(3.4)) = y_θ(x(γ, ξ)) − (∇p^ξ)_θ(x(γ, ξ − 0)).

Moßno ustanovit~ sledu¸wie ego svoæstva.

Predloßenie 4. Operator M^T nepreryven; spravedlivo sootno-

xenie M^T G^τ = X^τ M^T (0 6 τ 6 T ), v kotorom X^τ est~ sreza¸wiæ proektor v L^T_θ : (X^τ y)(x) = χ(τ − τ (x)) y(x), x ∈ Ω (χ(. . . ) – funkciØ Hevisaæda).

58 M. I. BELIXEV, A. K. GLASMAN

3.3. Volnovye proektory. Vo vnutrennem prostranstve siste-

my (2.5)–(2.7) opredelim semeæstvo volnovyh proektorov P^ξ, proektiru¸wih clos U^T na clos U^ξ; oboznaqim P^ξ_⊥ := P^T − P^ξ

(0 6 ξ 6 T .

Vo vnexnem prostranstve vvedem semeæstvo operatorov Π^{T,ξ} : F^T → F^T , Π^{T,ξ} := (W^T )∗ P^ξ⊥ W^T (0 6 ξ 6 T ). (3.5)

Operatory Π^{T,ξ} opredelØ¸tsØ svØzyva¸wim operatorom. Pust~

(C^T )1^/2 est~ poloßitel~nyæ kvadratnyæ koren~ iz C^T ; rassmo-

trim proektory P^ξ1_2 v F^T na podprostranstvo clos (C^T )^{1/2} F^{T,ξ};

oboznaqim P^ξ_{12 ⊥} := 1I_FT − P^ξ_{12} .

Predloßenie 5. Pri l¸byh T > 0 i ξ ∈ [0, T ] spravedlivo pred-

stavlenie

Π^{T,ξ} = (C^T )1^/2 P^ξ_{12} ⊥(C^T )1^/2. (3.6)

Dokazatel~stvo vpolne analogiqno, privedennomu v [2; razd. 5.6 i 5.7].

Pust~ izvestno, qto pri vseh ξ ∈ (0, T ] podoblasti Ω^ξ udovletvorØ¸t uslovi¸ potencial~nosti. V fftom sluqae spravedlivo sootnoxenie (2.16), ravnosil~noe ravenstvu

P^ξ = G^ξ (0 6 ξ 6 T ). (3.7)

Takim obrazom, upravlØemost~ sistemy (2.5)–(2.7) pozvolØet ffffektivno opisat~ deæstvie volnovyh proektorov (sm. Predloßenie 3).

Sledstviem poslednego sootnoxeniØ ØvlØetsØ predstavlenie

O^T G^ξ_⊥ W^T = (sm.(3.5), (3.7)) = Π^{T,ξ} (0 6 ξ 6 T ), (3.8)

ispol~zuemoe niße.

3.4. Operator vizualizacii. S sistemoæ (2.5)–(2.7) svØzan

operator vizualizacii V^T : F^T → F^T , V^T := I^T M^T W^T . Poskol~- ku I^T L^T_θ ⊂ F^T (sm. p. 1.5), operator V^T korrektno opredelen,

Ran V^T ⊂ F^TΘ := {f ∈ F^T | supp f ⊂ Θ^T }.

Central~nyæ rezul~tat, dokazatel~stvu kotorogo posvØwena ostavxaØsØ qast~ raboty, sostoit v sledu¸wem.

VIZUALIZACI˚ VOLN 59

Teorema 3. Pust~ izvestno, qto pri vseh ξ ∈ (0, T ] podoblasti

Ω^ξ udovletvorØ¸t uslovi¸ potencial~nosti i pust~ zadany ε i μ

na Γ; togda operator V^T opredelØetsØ operatorom reakcii R^{2T} .

3.5. Rasprostranenie razryvov. V dvoæstvennoæ sisteme(2.11)

–(2.13) poloßim v (2.12) v_t | |_{t=T} = G^ξ_⊥ y (s gladkim y ∈ H); pust~

v^y_ξ est~ sootvetstvu¸wee rexenie. Novye dannye razryvny na Γ^ξ (sm. (3.4)), qto privodit k razryvu rexeniØ v^y_ξ , rasprostranØ¸- wemusØ (v obratnom vremeni) vdol~ biharakteristik i vzaimodeæstvu¸wemu s graniceæ v moment t = T − ξ. �vol¸ciØ razryva v^y_ξ opisyvaetsØ izvestnymi formulami geometriqeskoæ optiki (zakonom Rytova); amplituda ego vzaimodeæstviØ s graniceæ rassqityvaetsØ luqevym metodom (sm. [1; gl. 1, §5]): lim t→T −ξ−0 ( ν × 1 μ rot v^y_ξ ) | | |_{ΣT} (γ, t) =

η(γ)β^{1/2}(γ, τ ) [ (G^ξ⊥ y)(x(γ, τ )) | | | | τ=ξ+0 τ=ξ−0 ]_∧ (γ, ξ), (γ, ξ) ∈ Θ^T ; 0, (γ, ξ) ∈ Σ^T \ Θ^T ;

(3.9) gde η := (ε/μ)^{1/2} | |_Γ.

3.6. AmplitudnaØ formula. VspominaØ opredeleniØ operato-

rov O^T , I^T i M^T i uqityvaØ (1.2) moßno zapisat~ sootnoxenie (3.9) v vide (O^T G^ξ⊥ y)(γ, T − ξ − 0) = η(γ)(I^T M^T y)(γ, ξ) dlØ p.v. (γ, ξ) ∈ Σ^T . (3.10)

Vyberem upravlenie f ∈ M^T i poloßim v (3.10) y = u^f ( · , T ) = W^T f; pri fftom I^T M^T y = I^T M^T W^T f = V^T f. Ispol~zuØ (2.15), v usloviØh potencial~nosti Ω^ξ imeem:

O^T G^ξ_⊥ u^f ( · , T ) = (W^T )^∗ G^ξ_⊥ W^T f = (sm.(3.8)) = Π^{T,ξ} f. (3.11)

S uqetom (3.10), (3.11) sootnoxenie geometriqeskoæ optiki (3.9) preobrazuetsØ k okonqatel~nomu vidu: (V^T f)(γ, ξ) = η−1(γ) ( Π^{T,ξ}f ) (γ, T − ξ − 0) dlØ p.v. (γ, ξ) ∈ Σ^T .

�to predstavlenie V^T nazyvaetsØ amplitudnoæ formuloæ.

60 M. I. BELIXEV, A. K. GLASMAN

3.7. Dokazatel~stvo Teoremy 3. Po zadannomu R^{2T} naædem ope-

rator C^T (sm. (2.10)); po C^T opredelim semeæstvo operatorov

Π^{T,ξ} (sm. (3.6)); po Π^{T,ξ}, ispol~zuØ amplitudnu¸ formulu, vos-

stanovim deæstvie operatora V^T . Teorema dokazana.

Poskol~ku pri T < T_ω uslovie potencial~nosti vsegda vypolneno, pri fftih vremenah problem s vosstanovleniem V^T po R^{2T} ne voznikaet.

4. Zakl¸qenie 4.1. SravnivaØ rezul~taty [2] s poluqennymi vyxe, otme-

tim interesnu¸ osobennost~, otliqa¸wu¸ sistemu, opisyvaemu¸ volnovym uravneniem ot sistemy Maksvella. V pervoæ vozmoßna vizualizaciØ izobraßeniæ samih voln: V^T f = I^T u^f ( · , T ); vo vtoroæ vizualiziru¸tsØ volny, preobrazovannye operatorom M^T : V^T f = I^T M^T u^f ( · , T ).

4.2. Vosstanovlenie vizualiziru¸wego operatora po operato-

ru reakcii – pervyæ xag k rexeni¸ obratnoæ zadaqi, sostoØweæ v vosstanovlenii pronicaemosteæ ε, μ v Ω^T po R^{2T} . Po sheme BCmetoda [2], za nim dolßno posledovat~ nahoßdenie operatora ~L, opredelØemogo spleteniem V^T ∂^2 ∂t^2 = ~L V^T i posledu¸wee izvleqenie iz ~L informacii o ρ-metrike.

4.3. Drugoæ vozmoßnyæ put~ sostoit v ispol~zovanii gaus-

sovyh puqkov (“kvazifotonov”) po sheme raboty [3]. Est~ osnovaniØ polagat~, qto deæstvie operatora M^T na puqok ne menØet haraktera lokalizacii poslednego. Esli ffto predpoloßenie spravedlivo, to vizualizaciØ puqkov na vykroæke pozvolila by osnastit~ Θ^T metrikoæ, prevrawa¸weæ ee v izometriqesku¸ kopi¸ podoblasti Ω^T (s ρ-metrikoæ) (sm. [2, 3]).

4.4. Kak obyqno v BC-metode, rezul~taty, poluqaemye dlØ

dinamiqeskih zadaq perenosØtsØ na spektral~nye postanovki: pri vypolnenii usloviØ potencial~nosti adekvatno opredelennye spektral~nye dannye operatora L opredelØ¸t vizualiziru- ¸wiæ operator.

Literatura

1. V. M. Babiq, V. S. Buldyrev, Asimptotiqeskie metody v zadaqah difrakcii korotkih voln. Nauka, M. (1972).

VIZUALIZACI˚ VOLN 61

2. M. Belishev, Boundary control in reconstruction of manifolds and metrics (the BC method). — Inverse Problems 13, No. 5 (1997), 1–45.

3. M. I. Belixev, A. P. Kaqalov, Graniqnoe upravlenie i kvazifotony v zadaqe rekonstrukcii rimanova mnogoobraziØ po dinamiqeskim dannym. — Zap. nauqn. semin. POMI 203 (1992), 21–51.

4. G. D¸vo, ȷ.-L. Lions, Neravenstva v mehanike i fizike. Nauka, M.

(1980).

5. M. Eller, V. Isakov, G. Nakamura, D. Tataru, Uniqueness and stability in the Cauchy Problem for Maxwell and elasticity systems. (in preparation).

Belishev M. I., Glasman A. K. Visualization of waves in the Maxwell dynamical system (the BC-method).

The paper develops an approach to the Inverse Problems using their relations to the Boundary Control Theory (the BC-method). One of main tools of the approach is the so-called Amplitude Formula (AF) based upon the Geometrical Optics and properties of controllability of dynamical systems. The AF makes the waves propagating into a domain be visible for an external observer performing measurements at a boundary. In the paper a natural analog of the AF is obtained for a system governed by the Maxwell equations. As an auxilliary result, an approximate controllability of electric component of the system is established under some assumptions of geometrical character.

Postupilo 20 noØbrØ 1997 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet